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RESUMO

A presente dissertacdo apresenta o estudo de estruturas reticuladas planas, também chamadas
de trelicas. A grande demanda da construgdo civil, e projetos cada vez mais arrojados
motivaram esta pesquisa. Foram realizados trés modelos de trelicas, com o intuito de
comparar o problema estético em relacdo ao problema dindmico e verificar qual a influéncia
dos esforcos nas juntas tipo K das trelicas. As juntas das trelicas foram utilizadas para analisar
a regido plastificada e a tensdo (von-Mises). As rotinas de calculo para obtencdo dos
resultados, foram implementadas no software Matlab®, para o problema estatico e 0s
resultados foram comparados entre o software FEM-Reticulado2D do Matlab e software
comercial onde as diferencas ficaram em menos de um por cento. No problema dinamico foi
adicionado amortecimento, estando mais préoximo de uma estrutura real. Para este caso foi
utilizado o amortecimento de Rayleigh, que é encontrado por meio da frequéncia natural e o
método utilizado para integracdo no tempo foi o método de Newmark. A frequéncia natural
também foi obtida por meio de formulagbes implementadas no Matlab. A regido de
plasticidade e a tensdo (von-Mises) nos nds foram obtidas com auxilio do software Ansys.
Tendo em vista os resultados, pode-se concluir que o problema dindmico por levar em
consideracao a influéncia das forcas de inércia, resultou em esforcos maiores em relagdo ao
problema estatico. Verificou-se que quanto mais esbelta for a estrutura, menor serd a
frequéncia natural da mesma, por isso, deve-se tomar cuidado para que estruturas esbeltas ndo
venham a absorver energia de acdes externas como o vento e entrarem no efeito de
ressonancia. A plasticidade e a tensdo (von-Mises) dependem da intensidade das forcas e das
propriedades geomeétricas e fisicas do perfil utilizado.

Palavras-chaves: Trelicas. Estruturas reticuladas planas. Juntas soldadas. Modelo estatico.
Modelo dindmico. Frequéncia natural. Deformacdo pléastica.



ABSTRACT

This thesis presents the study of plane frame structures, also called trusses. The great demand
of construction, and projects increasingly bold motivated this research. Three models lattices
were performed in order to compare the static problems concerning dynamic problem and
check the influence of the joints efforts K type of truss. The joints of the truss were used to
analyze the plasticized region and the stress (Von-Mises). The calculation routine for
obtaining the results were implemented in Matlab software for the static problem and the
results were compared with the FEM-Reticulado2D Matlab software and commercial
software where the differences were less than one percent. In the dynamic damper problem
was added, being closest to an actual structure. For this case we used the Rayleigh damping,
which is found by means of the natural frequency and the method used for time integration
method is the Newmark. The natural frequency was also obtained by formulations
implemented in Matlab. The plasticity of the region and the tension (von Mises-) nodes were
obtained with the help of Ansys software. Considering the results, it can be concluded that the
dynamic problem by taking into account the influence of forces of inertia resulting in
increased efforts in relation to the static problem. It was found that the more slender for the
structure, the lower the natural frequency of the same, so one must be careful that slender
structures will not absorb energy from external actions like wind and entering the resonance
effect. The plasticity and the stress (Von-Mises) depend on the intensity of the forces and the
geometrical and physical properties of the used profile.

Keywords: Trusses. Flat frame structures. Welded joints. Static model. Dynamic model.
Natural frequency. Plastic deformation.
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1 INTRODUCAO

A presente dissertagdo refere-se a influéncia do comportamento dindmico em juntas do
tipo “K” em estruturas reticuladas planas e faz parte do Programa de Pos-graduacdo em
Engenharia Mecanica da Universidade de Caxias do Sul, realizado com o apoio da empresa

Dallemole Estruturas Metélicas.
1.1 APRESENTA(}AO DA EMPRESA

A empresa Dallemole Estruturas Metalicas foi fundada no ano de 1988 e iniciou suas
atividades com servicos de serralheria metalica (portbes, janelas, portas, etc.). A partir do ano
de 1997 mudou seu foco de negdcio passando a projetar pavilhGes em estrutura de aco pre-
moldados.

A construgéo de pavilhdes tem sido alavancada pelo crescimento das empresas, onde a
rapidez na utilizacdo da obra é muito importante, por causa disso, diversas empresas optam
por pavilhdes pré-moldados, uma vez que propiciam rapidez e com menor impacto ambiental.

A maioria dos pavilhdes fabricados pela empresa Dallemole s&o constituidos de vigas
trelicadas, onde, a trelica de forma retangular, conforme Figura 1, € um produto padrdo da

empresa.

Figura 1 — Modelo de treligq retangular

Fonte: Dallemole Estruturas Metalicas
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As estruturas metélicas de pavilhdes estdo sempre em continua mudanca, basta ver que
as Ultimas décadas, os projetos que envolvem estruturas metélicas estdo cada vez mais
arrojados, ou seja, construcbes com véo livre entre 0s apoios da estrutura maiores e mais
esbeltos.

Portanto a empresa Dallemole investe em méaquinas, equipamentos de ponta e no
conhecimento, visando desenvolver novos produtos cada vez mais seguros e competitivos.

Dentro deste contexto surge a necessidade de se reavaliar comportamentos, estaticos e
dindmicos que, em estruturas menores, ndo causam impactos significantes para o seu
dimensionamento, porém em grandes estruturas poderdo ser de grande relevancia em seus

resultados.

1.2 JUSTIFICATIVA

As estruturas reticuladas aqui também chamadas de trelicas sdo estruturas constituidas,
basicamente, por barras retas unidas pelas extremidades. Estas uniées sdo chamadas de juntas
articuladas, rotulas perfeitas ou simplesmente no, sujeitas somente a forcas de tracdo e
compressdo atuando nas barras, estas uniées podem ser do tipo “K”, “KT” e “T”, conforme

mostrado na Figura 2.

Figura 2 — Estrutura reticulada ou trelica

K

N
pVVA

Fonte: Mendes (2008)



17

A estrutura pode ser considerada plana, somente quando s6 existam forcas resultantes
em um mesmo plano, ou seja, em duas dire¢cdes somente e a geometria da estrutura possa ser
modelada em duas dimensdes, entdo pode ser utilizado um modelo simplificado da estrutura
conhecido como reticulado plano.

Para obter um modelo com comportamento estatico e dindmico as estruturas
reticuladas neste trabalho foram modeladas como pdrticos planos. As barras que fazem parte
da trelica sdo denominadas de diagonais, banzo superior e banzo inferior, conforme Figura 1,
denominacdo que serd adotada para o restante do trabalho.

A fixacdo das diagonais com os banzos se dard de forma soldada, para as trelicas
consideradas neste trabalho, a Norma Brasileira ABNT NBR 8800: 2008 ndo apresenta
nenhum procedimento especifico para juntas soldadas de estruturas reticuladas planas,
recomendando a utilizacdo das normas estrangeiras como, AWS D1.1:2002 e EN 1993-1-
8:2005, com as adaptacOes necessarias para manter seu nivel de seguranca.

O cenério atual da engenharia é de elevada competitividade, e para uma empresa obter
vantagem no mercado, é necessario que seus projetos cumpram os requisitos de desempenho e
seguranca, buscando-se uma maior eficiéncia das estruturas. Um dos diferenciais no mercado
é de buscar cada vez mais alcancar maiores distancias de vdos livres dos componentes
estruturais e com estruturas cada vez mais esbeltas.

No entanto, quanto maior for o vao livre utilizado, a influéncia das forcas de inércia se
tornam significativas, podendo, em determinadas situacdes, ndo serem contempladas pelos
coeficientes de seguranca, quando calculadas estaticamente. Neste contexto os modelos
estaticos ndo sdo adequados para a verificacdo de falha do componente estrutural, sendo
indispensavel considerar modelos dindmicos. Segundo a NBR 6123:1988, para edificacdes,
onde as frequéncias naturais sdo préximas a 1 Hz se faz necessario considerar os efeitos
dindmicos para determinacdo da estrutura.

Em estruturas metélicas consideradas esbeltas deve-se ressaltar que quando séo
levadas em conta as forcas de inércia, para uma mesma magnitude de solicitacdo externa, 0s
esforcos nas barras assim como os deslocamentos nodais sdo significativamente maiores do
que no modelo estético, para os exemplos deste trabalho as diferengas ficam em torno de
30%.

A observacao supracitada serve como motivagao para a dissertacdo a ser proposto que
consiste em verificar dois aspectos do problema da pungéo nas juntas soldadas K. O primeiro
consiste em verificar, para um determinado carregamento estipulado pelas normas, NBR

8800: 2008 e NBR 6123: 1988, as diferencas entre 0 modelo estatico e 0 modelo dinamico,
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para a trelica padrdo utilizada pela Dallemole. O segundo aspecto consiste em verificar para a
trelica padréo, as tensdes equivalente de von-Mises e o efeito da plasticidade no n6é onde se
tem a barra mais solicitada a compressao.

As juntas do tipo K, se ndo dimensionadas de forma correta podem apresentar danos
irreversiveis conforme mostrado na Figura 3, o Tipo A mostra a plastificacdo do banzo devido
as diagonais serem submetidas a esfor¢co de compressao e tracdo, ja o tipo B e C se da a
fratura da diagonal devido ao esforco da tracdo, no tipo D se tem a plastificacdo da diagonal

devido ao esforgo de compresséo e no tipo E e F se tem a plastificacdo do banzo.

Figura 3 — Tipos de patologias em juntas do tipo K

Tipo C

TipoD

Fonte: Mendes (2008)

1.3  OBJETIVO GERAL

O objetivo desta dissertacdo € verificar a importancia do comportamento dinamico em

juntas do tipo K em estruturas reticuladas planas.

1.4  OBJETIVOS ESPECIFICOS

Para alcancar o objetivo geral da dissertacdo serdo abordados os seguintes objetivos

especificos:
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i- Estudar os modelos lineares para o problema estatico de estruturas reticuladas
planas.

ii- Abordar o problema dindmico com excitacdo da forca do vento obtida a partir da
norma de vento NBR 6123: 1988.

iii- Por meio de estudos de caso analisar as diferencas obtidas nos deslocamentos
nodais e forgas axiais das barras, pelo modelo dindmico em comparagdo com 0s
modelos estaticos para diferentes trelicas padréo.

iv- Verificar para os modelos estatico e dindmico a sensibilidade ao carregamento de
plasticidade devido ao esforco das diagonais das juntas soldadas do tipo K.

v- Fazer estudo de caso para estruturas reticuladas utilizando perfis assimétricos do

tipo U para os banzos e do tipo cantoneira para as diagonais, conforme Figura 1.

1.5  ORGANIZACAO DO TRABALHO

O presente trabalho esta dividido em seis capitulos. O primeiro deles € a introducéo,
apresenta-se formalmente o assunto, introduzindo ao leitor a justificativa o objetivo geral e 0s
objetivos especificos do trabalho.

No segundo capitulo consta de uma revisdo bibliografica, onde s&o abordados
assuntos, consideracfes e opinides relacionados com o desenvolvimento deste trabalho.
Resumidamente, ela inclui os efeitos em juntas soldadas de estruturas reticuladas planas e 0s
efeitos dindmicos e estaticos em estruturas metalicas, ainda dentro da revisdo bibliografica é
apresentado o referencial tedrico, na qual sdo apresentadas as formulacfes para problemas
estaticos, dinamicos e de autovalores e autovetores para vigas com modelo cinemaético de
Bernoulli Euler.

No terceiro capitulo apresenta-se o método usado para abordar os problemas de
equilibrio estatico e os problemas de vibragdes forcadas amortecidas em trelicas planas
sujeitas a carregamentos impulsivos. Neste capitulo também serdo abordados detalhadamente:
0s modelos de carregamento tipo pulso propostos para aproximar as rajadas de vento e o
modelo local para anélise de deformac@es plasticas nos nos do tipo K.

No quinto capitulo serdo apresentados os resultados numéricos em deslocamento
méaximos da trelica e dos esforcos normais para barras especificas da trelica para trés

exemplos de trelicas padrdo da empresa Dallemole. Para cada um dos exemplos serdo
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analisados trés estudos de casos, correspondentes a cada um dos tipos de carregamentos
propostos.
No ultimo capitulo sdo apresentadas as conclusdes sobre o trabalho e propostas ou

sugestdes sobre trabalhos futuros.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo serdo apresentadas consideracfes e opiniGes sobre o assunto de
pesquisa deste trabalho. Basicamente os assuntos pesquisados sdo 0s que tratam sobre 0s
efeitos dindmicos em estruturas metélicas, mais especificas em estruturas reticuladas planas.

Conclusdes e constatacdes dos trabalhos recentes citados sdo mencionadas de forma a
embacar o conteudo deste trabalho. Inicia-se esta reviséo bibliografica com breve comentario
sobre a norma brasileira de ventos.

A NBR 6123:1988, forcas devido ao vento em edificagdes, trata em seu capitulo 9
sobre efeitos dindmicos devido a turbuléncia atmosférica, onde as rajadas de vento definidas
pelo médulo e direcdo da velocidade s@o de dois tipos: a velocidade media no intervalo de dez
minutos que produzem efeitos puramente estaticos e oscilagdes na direcdo da velocidade
média, designado como resposta flutuante.

Para aproximar o comportamento dindmico de estruturas sob acdo do vento a NBR
6123:1988 propde uma formulacdo para determinar um carregamento de presséo lateral capaz
de produzir deslocamentos e tensdes compativeis com os obtidos através de modelos
dindmicos onde as forgas de inércia sdo consideradas. Por outro lado esta norma teve sua
ultima atualizacdo em 1988 sendo ainda aconselhada sua utilizagcdo em estruturas de pequeno
e médio porte, ou sendo utilizada com cautela em estruturas de grande porte.

Uma das limitacGes da norma de vento é evidenciada no trabalho de Requena, Devloo
e Forti (2005). Neste de trabalho desenvolveram um software, AutoTorre, de automacdo do
projeto estrutural de torres metalicas trelicadas e analise das a¢Bes dinamicas de vento. A
orientacdo da NBR 6123:1988 é de verificar dinamicamente as estruturas com periodo
superior a 1 segundo, 0 que aconteceu no caso mostrado, a torre apresenta o periodo maior
qgue 1 segundo pelas formulacbes da NBR 6123:1988, j4 os resultados obtidos pelos
softwares, AutoTorre e SAP 2000, apresentam o valor do periodo menor que 1 segundo.
Neste trabalho constata-se que os resultados exageradamente conservadores obtidos pela
norma, podem resultar em alteragdes desnecessarias na rigidez e na massa da estrutura.

Ainda dentro do tema da automatizacdo de projetos de estruturas reticuladas, Dias da
Silva (2009) desenvolveu uma ferramenta computacional para analise dindmica e estatica de
estruturas metélicas reticuladas. O software desenvolvido pelo autor é baseado no método de
elementos finitos, considerando os efeitos das ndo linearidades geométrica e fisica. Neste
trabalho a equacédo de equilibrio dindmico é resolvida utilizando o método de integragéo direta

de Newmark, em virtude de a excitagdo dindmica ser de baixa frequéncia.
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Os resultados observados neste trabalho para analise das estruturas propostas indicam
que, com modelo estéatico apresentam efeitos similares comparados com o modelo dindmico
com a consideracdo dos efeitos de ndo linearidade, porém para aproximar o modelo estatico
com o modelo dindamico sdo considerados no modelo estatico grandes deslocamentos,
rotagdes e pequenas deformagdes, e ainda séo introduzidos os efeitos de inelasticidade do ago
e da flexibilidade da ligacdo, onde modifica a relagéo de equilibrio desse modelo.

Santos e Requena (2003); apresentam uma analise comparativa para estruturas
reticuladas planas da solucdo em tensbes equivalentes no né do tipo K, obtidas pelo software
desenvolvido pelos autores supracitados e as solucOes para 0 mesmo modelo obtidas pelo
software comercial ANSYS. Deste trabalho concluiu-se que os resultados obtidos com o
software desenvolvido pelos autores, apresentam resultados mais conservadores para as
tensdes com relacdo ao software comercial ANSYS para carregamentos elevados, contudo
para carregamentos menores 0s resultados observados foram similares.

Caixeta, Rade e Gesualdo (2002); propuseram uma analise elasto-plastica utilizando o
MEF em no6s do tipo K de estruturas reticuladas constituidas por perfis tubulares de secédo
retangular. Nesse trabalho é analisado o modelo local utilizando elemento finito solido com
condigdes de contorno de tensdo e de simetria a meia se¢do do tubo. Neste estudo de caso
foram modelados os nés do tipo K com e sem solda, variando o nimero de elementos na
espessura das barras e invertendo as aplicacGes das forcas e vinculos. Os nds modelados sem
solda a deformacéo plastica equivalente encontrada foi maior com relacdo a deformacéo
plastica considerando a solda. A inversdo de aplicacdo das forcas bem como a inversdo dos
apoios ndo teve interferéncia nos resultados de deformacdo plastica. Uma observacdo a ser
feita sobre este trabalho estd relacionada a forma equivocada de utilizar condi¢des de
contorno de simetria para o deslocamento lateral do perfil utilizado, este procedimento
inviabiliza o surgimento de modos de deformacdo plastica ndo simétricos extremamente
importantes.

Mendes, Freitas e Freitas (2012), apresentaram um estudo das liga¢Ges do tipo K e
KT, comparando as tenses de von Mises no ensaio experimental com os modelos numérico
gerados no software Ansys e analise analitica com base no (EUROCODE 3,2005). A trelica
deste trabalho é uma trelica de piso, isto €, uma viga mista de trelica mais laje de concreto, 0s
perfis da trelica sdo tubulares de secdo circular para as diagonais e montantes, enquanto o
banzo é de secdo transversal retangular. Na comparagdo do modelo experimental com anélise
analitica, observou-se que no experimento a regido da ligacdo encontra-se completamente

plastificada com um nivel de carga menor do que o valor encontrado analiticamente por meio
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das expressbes do (EUROCODE 3, 2005). Ja na compara¢do da analise experimental com 0s
modelos numéricos, pode-se constatar que o modelo de ligagdo com o corddo de solda teve
comportamento mais préximo da analise experimental. A analise numérica com a ligacédo
modelada sem o corddo de solda apresentou valores mais distantes para tensdes de von Mises
do que aqueles obtidos quando a solda € modelada.

Ainda sobre as comparacOes de resultados numéricos com experimentais em ligagdes
K e KT se tem o trabalho de Mendanha et al. (2007). Neste trabalho apresenta um estudo de
caso comparativo das tensfes equivalentes de von Mises entre um modelo experimental e
modelos numéricos por meio do software comercial ANSYS. Segundo Dexter (1996 apud
Medanha, 2007) muitos programas comerciais tém a capacidade de geracdo de malhas
complexas, em um estudo sobre ligacbes do tipo K, comparou varios programas e concluiu
ser o ANSY'S o mais flexivel e de mais facil utilizacao.

O trabalho do Mendanha et al. (2007) observou-se, que os modelos numéricos que
foram modelados com corddo de solda e o raio de dobramento do perfil tiveram resultados das
tensdes equivalentes de von Mises proximos ao do modelo experimental. A respeito das
conclusbes sobre o ANSYS ser o melhor software para construir modelos com malhas
complexas, a conclusdo deveria ser melhor fundamentada, visto que os exemplos analisados
sdo constituidos de geometrias simples, sendo assim, a conclusdo é no minimo precipitada.

Freitas, Mendes e Esteves (2008), apresentam um estudo comparativo das tensdes
principais entre 0 modelo numérico e experimental para uma conexdo soldada do tipo T. Os
resultados foram obtidos para um prot6tipo construido em tamanho real com carregamento
aplicado de modo quase estatico. Os resultados para as tensGes principais foram obtidos por
meio de extensdmetros colados em posi¢cGes onde ocorrem 0s concentradores de tensdo no
prototipo.

Os modelos numéricos utilizados por Freitas, Mendes e Esteves (2008) para analisar
juntas do tipo T é construido segundo o MEF com elemento de casca com quatro nos. Os
autores utilizam dois modelos numéricos para a analise comparativa sendo que no primeiro
ndo sao consideradas as tensdes residuais e no segundo sim. Os resultados da tensdo de von
Mises mostram que o primeiro modelo numérico se comporta de forma muito semelhante ao
modelo experimental, j& o segundo apresenta uma discrepancia no inicio do carregamento
decorrente das tensdes residuais. Os resultados apresentados para ambos os modelos apds um
determinado numero de ciclos de carregamento mostram um comportamento muito proximo

em tensdes de von Mises com relacdo aqueles obtidos experimentalmente.
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Mayor et al. (2010), apresentam um estudo de ligagcbes soldadas do tipo K
comparando as tensdo equivalentes de von Mises de modelos experimentais com modelos
numéricos. Os modelos numéricos foram construidos segundo o MEF com elementos de
casca respeitando as condicdes de vinculacdo e carregamento do protétipo. Os resultados
experimentais deste trabalho foram obtidos por Freitas, Muniz e Moraes (2006) para trés tipos
de carregamento nas diagonais. Os resultados em tensdo de von Mises apresenta uma regido
plastificada com menor carga para 0os modelos numeéricos em comparacdo com 0s modelos
experimentais, conclui-se que os modelos numéricos ficam a favor da seguranca do projeto.

Saidani (1998) analisou os efeitos das excentricidades das diagonais em nds do tipo
“K” em trés situacOes de vinculacdo entre as diagonais e 0 banzo de uma trelica plana em
balanco. Os tipos de vinculacdo e excentricidades entre as diagonais e 0 banzo estdo

mostradas na Figura 4.
Figura 4 — Modelo de n6 1, 2 e 3 sugerido por Saidani

N /
\/ ’ :

modelo 1, no6 modelo 2, exentrecidade negativa  modelo 3, exetrecidade positiva

Fonte: Adaptada de Saidani (1998)

Os resultados para os trés modelos foram analisados através da deflexdo e esforco
axial e momentos de flexdo obtidos a partir de formulagdes tedricas, modelos de elementos
finitos e analise experimental. Conclui-se que dependendo da excentricidade das diagonais a
deflexdo geral da trelica pode reduzir, que € o caso da trelica com excentricidade negativa,
modelo 2, que reduz 1,4% em relacdo ao modelo 1, j& o modelo 3 aumenta a deflexdo em
relacdo o modelo 1. Com relacdo as forcas axiais as mesmas tiveram uma diferenca
significativa de 15% nas diagonais com relacdo ao modelo 2 e 3 onde as diferencas de
excentricidades sdo maiores, porém, a diferenca dos esforgos axiais nos banzos séo minimos.
Com relagdo ao momento o modelo 1 é o melhor caso para obter os momentos de flexdo no
banzo, ja o modelo 2 é pior caso para obter os momentos de flexdo nas diagonais devido a
articulacéo entre elas.

Lima et al. (2005), comparam os resultados numéricos obtidos, para deslocamentos e
esforcos normais utilizando o MEF, em nds do tipo T compostas por perfis tubulares

quadrados com as formulagdes propostas pelo (EUROCODE 3, 2005) variando o pardmetro
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£ . O modelo de elementos finitos utilizado foi obtido com elementos de casca semi-espessa

quadrilaterais bilineares com uma formulac&o néo linear fisica e geométrica. Os resultados de
flexdo e cisalhamento obtidos por Lima et al. na junta tipo T, mostra que para valores de

S > 0,73 os valores encontrados na Eurocode 3 séo superiores aos do MEF, ja para valores
de B <0,730s resultados encontrados sdo mais proximos daqueles obtido com 0 MEF.

Samarra, Requena e Junior (2012) desenvolveram um prot6tipo de novecentos metros
quadrados constituido de pilares tubulares e vigas principais e secundarias trelicadas. As
analises realizadas consistiram em comparar os efeitos de tensées nominais e deslocamentos
que acontecem nos banzos e diagonais mais solicitados das treligas.

O modelo computacional adotado pelos autores foi o modelo estatico de trelicas
espaciais. Na comparacao dos resultados os modelos computacionais mostraram valores
maiores daqueles medidos experimentalmente no protétipo, entorno de 10% para a tensao
nominal e de 6% para as deflexGes. Neste protétipo os autores tiveram dificuldades para
simular a agdo do vento na estrutura, portanto escolheram em inverter a estrutura e pendurar
nos nos das trelicas sacos de areia para simular uma carga estéatica, este método pode mascarar
os efeitos das forcas de inércia que atuam na estrutura. A conclusdo que se obteve € que 0s
ensaios para a acdo do vento ndo foram adequados ficando, portanto, a resposta pouco
confiavel.

Queiroz (2010) mostrou os resultados das analises estaticos e dindmicos no regime
elastico linear de estruturas reticuladas utilizando o MEF. Para os modelos de flexdo de vigas
foram consideradas as teorias cinematicas de Euler-Bernoulli e de Timoshenko, e para o
modelo de torgéo, foram utilizadas as teorias de Saint Venant e Vlasov. Os estudos de casos
analisados pelo autor foram aplicados as trelicas e pdrticos planos, trelicas e porticos espaciais
e porticos espaciais enrijecidos.

Os resultados obtidos por Queiroz (2010) dos modelos estaticos propostos foram
similares aos encontrados na literatura por outros autores utilizados como referéncia. Neste
trabalho ndo foi dado énfase aos resultados dindmicos sendo 0S mesmos restritos a
determinacdo de frequéncias naturais e analise harménica sob frequéncias previamente
especificadas.

Paula (2001); aborda os problemas dindmicos considerando a nédo linearidade fisica e
geométrica. A ndo linearidade fisica foi abordada por meio dos modelos de dano estrutural. A
ndo linearidade geométrica foi abordada de acordo a descrigdo do Lagrangeano total e

atualizado para o movimento. O modelo dindmico foi considerado amortecido com
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amortecimento proporcional de Rayleigh. Para as equagdes de equilibrio ndo lineares foi
considerado um comportamento quase estatico, sendo as mesmas resolvidas utilizando o
método de Newton-Raphson. As saidas do campo de deslocamento do modelo ndo linear
constituem a entrada de dados para o problema dindmico em cada intervalo de tempo e por
sua vez as saidas do problema dindmico constituem a entrada para o problema ndo linear,
constituindo desta forma uma malha de controle fechada. Para o problema dindmico a
integracdo no tempo foi resolvida utilizando o método de Newmark.

Os resultados do modelo dinamico do deslocamento transversal para viga biengastada
foram comparados com os resultados de Oran e Kassimali (1976), e apresentaram resultados
similares. Os resultados de deslocamento simulando o amortecimento foram obtidos de um
portico em concreto armado e comparado com o trabalho de Rodrigues (1997), onde também
apresentaram concordancia nos valores. Levando em consideracdo a complexidade do modelo
ndo linear, seria interessante ter utilizados modelos de amortecimento mais complexos para
comportamento visco plastico do concreto.

Os autores abordados neste capitulo descreveram varios assuntos relacionados aos
modelos estaticos, dindmicos e estruturas reticuladas planas e espaciais. Estes assuntos
servirdo como base para o desenvolvimento desta dissertacdo na qual o foco esta voltado na
importancia de verificar dinamicamente a deflexdo, forca axial das diagonais e deformacéo
plastica local em estruturas reticuladas planas com né do tipo K em comparacdo dos modelos

estaticos.

2.1  REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo serdo abordados os fundamentos teoricos referentes ao modelo de viga
de Bernoulli-Euler de acordo com Shames e Dym (1973). Na referida secdo serdo tratados os
modelos cinematicos da viga que sofre deflexdo com deslocamento axial assim como as
formulacbes fortes para os problemas estaticos, dindmicos e de frequéncias naturais nédo
amortecidas. Ainda dentro deste capitulo serdo abordados as formulagOes discretizadas
segundo o método de Bubnov Galerkin, conforme Hughes (1987), as funcbes de forma
segundo Petyt (2010) e os métodos de integracdo direta da equacdo dinamica segundo Bathe
(1996).
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2.1.1 Problemas estaticos e dindmicos em pdrticos planos constituidos de vigas finas

Por se tratar de um portico plano, uma estrutura reticulada constituida por elementos
de viga acoplados pelas extremidades, inicia-se esta subsecdo abordando os principios basicos
que caracterizam um modelo de viga fina com as hip6teses simplificadoras e o modelo

cinematico que delas se originam.

2.1.2 Modelo cinematico de viga fina

O modelo de viga fina, também conhecido como modelo de Bernoulli — Euler é o
primeiro modelo desenvolvido para representar o comportamento estrutural de vigas longas
em que a razdo do vdo livre e a altura devem ser maior ou igual a dez. Nesta secdo, tanto a
cinematica quanto o estado de tensdes e deformacdes sdo estudadas para a viga prismatica
indicada na Figura 5.

Os modelos de vigas finas se caracterizam por apresentar simplificacbes como a nao
consideracdo da deformacdo cisalhante da secdo transversal e a negligéncia do efeito de
Poisson e das tensBes normais na direcdo perpendicular ao eixo da viga. As hipoteses que
regem este modelo sdo descritas a seguir:
e As deflexdes e rotacdes provocadas pela flexdo sdo pequenas.
e Na flexdo pura, entre a superficie livre superior (SLS) e a superficie livre
inferior (SLI) h& uma superficie onde as fibras ndo se deformam, esta é
chamada de superficie neutra (SN) (ver Figura 5).
e As secBes transversais retas antes da deflexdo permanecem retas apds a
deflexdo.
e As fibras perpendiculares a linha neutra permanecem perpendiculares apés a
deflexé&o.

e Na&o séo consideradas deformagdes &

72!

&,,, obtidas pelo efeito de Poisson
(v =0 neste modelo).

e Astensbes normais o, = o, =0, € consequéncia da hipttese anterior.

O modelo cineméatico para flexdo de viga fina descreve o deslocamento de pontos no
interior da viga. Na Figura 6 é descrito o movimento de um ponto P com relagdo a um sistema
de coordenadas (X,Y).
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Figura 5 — Viga prismatica bi-engastada
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Fonte: Autor

Na Figura 6 a posicdo P descreve um ponto no estado indeformado da viga, ja as
posicBes P’ e P’ ocorrem apos o deslocamento axial e a rotacao da secéo.

As equacbes de deslocamento se baseiam nas hipoteses de pequenas deflexdes e
pequenas rotacbes, ou seja, W(X)<<h e S<<l1lrad. As equacbes cinematicas sao
estabelecidas para cada componente do campo do deslocamento como indicado nas Egs. (1) e

(2), onde u(x) é o deslocamento na direcdo X e w(x) é a componente de deslocamento na

direcdo .

u(x) =-ytan s (1)
w(Xx) = w(x) )
Figura 6 — Modelo cinematico de viga fina, descricdo do movimento
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Fonte: Adaptado fonte prdpria
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A partir da hip6tese de pequenas deflexdes e rotacdes, se tem que a tan s = &, € para
obter a rotacdo do angulo & se faz necessario utilizar uma aproximacéo linear da variagdo do
deslocamento transversal conforme indicado na Figura 7.

Figura 7 — Modelo cinematico de viga fina, descri¢cdo da rotacédo

Fonte: Adaptado fonte prépria

Na Figura 7 h é a altura da viga, € é 0 eixo da viga e ¢ é o angulo entre a
aproximagéo linear entre dois pontos e 0 novo eixo de coordenadas.
Observa-se que tanto 0 e ¢ sdo muito menores que 1rad, desta forma, expandindo

em série de Taylor w(x + Ax) se tem as Egs. (3) e (4):

~ dw
W(X + AX) = w(x) + o ©)
e ) wh)_cw
¢= AX ~odx 0 @

Aplicando o limite quando AXx tende a zero na Eq. (4) e substituindo nas Egs. (1) e (2)
se obtém as Egs. (5) e (6), respectivamente.

u(x) = —y‘j'j—vxv 5)

w(x) = w(X) (6)
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Para 0 modelo cinemético de viga fina com deslocamento axial, as hipoteses que

levam em consideragdo a linha neutra do inicio do subcapitulo 3.1.1 ndo sdo mais validas,
portanto, a unica hipdtese valida é que as deflexdes e rotagcdes sdo consideradas muito
pequenas.

O modelo cinemaético resultante das hipdteses para a viga solicitada axialmente é
descrito por meio das Egs. (7) e (8).

a0 = Uy -y (7)

w(X) = w(x)

(8)

A partir do equacionamento do modelo cinematico resultante das hipoteses, tanto para
0 carregamento axial, quanto para o transversal, pode-se escrever a formulacao forte para o

modelo viga-coluna, onde neste modelo sdo aplicadas cargas axiais e transversais.

2.1.3 Formulacéo forte para o problema dinamico

As equac0es de equilibrio dindmico sdo obtidas por meio do principio variacional de

Hamilton para o elemento de viga indicado na Figura 8. Todas as formulacfes desta secéo
foram obtidas de acordo com o Shames e Dym (1973).

Figura 8 — Elemento de viga
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“P(x1)
L
Fonte: Autor
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2.1.3.1  Principio variacional de Hamilton

O principio variacional de Hamilton estabelece que a configuracdo do campo de
deslocamento que extremiza o funcional definido pela integral no tempo do Lagrangeano

entre os instantes t,t, deve satisfazer a Eq. (9). Em outras palavras, o campo de

deslocamento correspondente a primeira variacdo do funcional nula satisfaz o principio de

conservacao do momento linear (segunda lei de Newton).

t
SO j Ldt=0 (9)

4

Na Eqg. (9) L € o lagrangeano associado ao problema em questdo definido conforme
Eg. (10).

L=T-11 (10)

Na Eqg. (10), T é a energia cinética e IT é a energia potencial do sistema. Lembrando
que o deslocamento de pontos na viga é definido pelo campo vetorial indicado na Eg. (10b),
entdo se pode escrever a energia cinética e potencial conforme as Egs. (11) e (12).

u=ui+wj (10b)

Na Eg.(10b) u e w sdo as componentes do vetor deslocamento u

T ¢ .,
T_ELpudVJrELdeV (11)

1 1¢ 1§
H:ELang +§!qwdx+§£Pudx (12)

Substituindo as Egs. (11) e (12) na Eqg. (9) se obtém a primeira variacdo do
lagrangeano, apresentado na Eq. (13).
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5O tj Ldt = tjz[ [ pusudv + [ pwowaV — [ oodV + fq5wdx + f Psudx]dt =0 (13)
\% \% \% 0 0

4 4

A Eq. (13) é vélida para qualquer du,dw eVar’, onde o conjunto Var™ ¢ definido pela
Eq. (14).

Var® ={ou, dw e H[0, L]x[t,,t,]] &u(0) = dw(0) = du(L) = dw(L) = o;a%"’(O) =

= O (1) =) = (k) =0, (L) = (k1) =0} 49

Aplicando as integrais por partes em relacdo ao tempo na Eq. (13) é possivel
reescrever a equacdo da primeira variacdo do lagrangeano em funcdo das aceleracdes,

conforme mostra a Eq. (15).

5(1)TLdt = ]2[_ [ pidudV — [ pivdndV - [ ooV + Tq&Ndx+ T Psudx]dt =0 (15)
\ \% \% 0 0

4 4

Considerando a viga prismatica de secdo constante indicada na Figura 3 e substituindo
na Eqg. (15) as Egs. (7) e (8) se obtém a Eq. (16) que ¢é a forma variacional do problema
dindmico para o modelo de viga engastada utilizando o principio variacional de Hamilton.

Para facilitar a notacéo doravante serdo considerados w ao invés de w, e U ao invés u,.

t t L L . L L 2
2 2 oW OSw a%u
oY Ldt = [[-| pAtsudx— | pl =——"=dx— | pAWSWdX + | EA=— Sudx +
t{ t{[ !p !p OX OX !'D ;[ Ox?
L a4W L L
+IEIa—A&Ndx+Iq&Ndx+jP&de]dt:0, Vu,Sw evar® (16)
0 X 0 0

Como no modelo de viga de Bernoulli-Euler a rigidez rotacional ndo e considerada,
portanto o segundo integrando da Eq. (16) e desconsiderado. Através da Eg. (16) se chega as

equacdes de equilibrio dindmico Eqgs. (17a) e (17b) indicadas a seguir.
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EAz—‘j — pAl+P =0;¥x e (0, L)x(01)
X

o*w

4

El — pAW+q = 0; ¥x € (0, L)x(0.t)
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(17a)

(17b)

A partir das Egs. (17a) e (17b) e das condicGes de valor inicial e condi¢bes de

contorno, se obtém o problema de contorno e valor inicial para o problema dindmico de viga-

coluna, conforme Eqgs. (18a) até (18l) o qual passa a ser definido como determinar

u(x,t), w(x,t) € Kin[0, L] x[0,t] tal que:

2
EAz—‘j — pAU+ P = 0: ¥ €]0, L[X]04[
X

4

El 2)(—‘1" — AW+ = 0: ¥x €]0, L[X]04]

Onde as condigdes de contorno sdo dadas por:

u(0,t)=0
u(L,t)=0
w(0,t) =0
w(L,t)=0
%N(O,t) =0
%(L,t) =0

As condigdes de valor inicial s&o consideradas como:

u(x,0) =u(x)
w(x,0) = w(x)
u(x,0) =u(x)
W(x,0) = W(X)

(18a)

(18b)

(18¢c)
(18d)
(18e)
(18f)

(189)

(18h)

(18i)
(18j)
(18K)
(181)
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E o0 espaco Kin" é definido como:

Kin" ={w e C"[0, L] x[0,t],u € C*[0, L]x[0,t]/u(0,t) = u(L,t) = 0,w(0,t) = w(L,t) =0

M oo)y=YLt) =
&(O!t)_ ox (L,t)—O}

As Egs. (18a) até (18l) descrevem a formulagédo forte para o problema dindmico da
viga-coluna, a partir destas equagdes serdo descritas nas proximos subsecGes as formulacdes
forte para o problema estatico, e para o problema de autovalores e autovetores para viga-

coluna.
2.1.4 Formulacéo forte para o problema estéatico

O problema estatico ndo leva em consideracdo as forcas de inércia ao contréario do que
descreve o problema dinamico, outra diferenca é que w, u variam apenas com X [0, L] e ndo
variam com o tempo. Para obter a formulacédo forte do problema estatico séo utilizadas as Eqgs.
(18a) e (18b) desconsiderando as forcas de inércia, sendo o mesmo enunciado como

determinar u(x), w(x) € Kintal que:

EAaZXUZO +P=0,vx €0, L[ (192)
El E;i‘i“ +q=0;vx€lo,L] (19b)
u(0)=u(L)=0 (19c¢)
w(0) = w(L) = 0 (19d)
oW, ow

&(0) = &(L) =0 (19)

As Egs. (19a) e (19b) correspondem a formulagéo forte para o problema estatico da
viga-coluna, e as Egs. (19c), (19d) e (19e) correspondem as condi¢cdes de contorno do

problema.
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J& no problema de autovalores e autovetores por estar regido por uma equacgao
diferencial parcial homogénea no dominio do problema é obtido desconsiderando as forcas

externas.

2.1.5 Formulacéo forte para o problema de autovalores e autovetores

A formulacdo forte para o problema de autovalores e autovetores pode ser obtida a
partir da formulacédo forte do problema dindmico desconsiderando das Eqgs. (18a) e (18b) as

forcas de excitacdo. Neste caso a formulacdo forte para o problema de autovalores e

autovetores passa a ser enunciada como determinar u(x,t), w(x,t) € Kin™ tal que:

2
EAZX—‘ZJ — pAl = 0 ¥x €]0, L[X]04[ (20a)
o'w L
El Fvan PAW = 0; VX €]0, L[x]0.t[ (20b)

Onde as condig¢des de contorno sdo dadas pelas Egs. (20c) até (20h):

u(0,t)=0 (20c)
u(L,t)=0 (20d)
w(0,t) =0 (20e)
w(L,t)=0 (20f)
Hon=-0 (200)
%‘N (L,t)=0 (20h)

As condices de valor inicial sdo consideradas pelas Egs. (20i) até (20I):

u(x,0) =u,(x) (20i)
w(x,0) = w,(x) (20j)
u(x,0) =u,(x) (20k)

W(x,0) = Vij,(X) (201)
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A partir das formulagBes fortes dos problemas dindmicos, estatico e autovalores e
autovetores serdo obtidas as formulagOes fracas, dos problemas respectivamente citados,

utilizado o método de residuos ponderados de Galerkin.

2.1.6 Formulacéo fraca para o problema dinamico

A formulacéo fraca é obtida aplicando o método dos residuos ponderados de Galerkin.
Conforme Rektorys (1980) este método se baseia na ortonormalizacao do residuo da solucao
aproximada definida no espaco das tentativas com relacdo as fungdes do espaco de
ponderacao.

A partir das Egs. (18a) e (18b) se obtém a formulacédo fraca definida como determinar

u(x,t),w(x,t) e 6" tal que U,WeVar se tem a Eq. (21):

o*w
ox*

L 2 L
j(EAZ—‘j— Al -+ P)a+j(E|' — pAW + q)Wdx = 0; V0, W e Var (21)
0 X 0

Onde os espacos das fungOes tentativas 5° e o espaco das fungdes peso Var sdo
definidos por,

Var ={d,W e H[0,L]/d(0) = 4(L) = 0; W(0) = W(L) = O}

o ={u,we H'[0, L]x[0,t]/u(0,t) =u(L,t) = 0;w(0,t) = w(L, t) =0,g—\:(v(0,t) =g—a)’:/(L, t) =0}

Aplicando integracdo por partes na Eg. (21), obtém-se a Eq. (22).

2

L ~ L 2 A L L L L
_jEAa_“O'_”deEra ‘;Vd 7 dx— [ pAtitdx — [ pAnudx + [ qivdx + [ Padx = 0;

5 Ox dx 5 Ox° dx 0 0 5 0
V4, W e Var (22)

A Eq. (22) é a formulagdo fraca para o problema dindmico ndo amortecido da viga-
coluna. Deve-se ressaltar aqui que a Eq. (22) foi obtida por ponderagdo no dominio

geométrico do problema e ndo no tempo, este fato conduzira posteriormente a formulagédo
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semi-discreta. Para obter as formulagGes fracas para o problema estatico e para o problema de

autovalores e autovetores, também sera utilizado o método de Galerkin.
2.1.7 Formulacéo fraca para o problema estatico

A partir das equacGes de equilibrio do problema estatico, Egs. (19a) e (19b), se obtém
a formulacéo fraca para o problema estatico por meio do método de Galerkin, passando a ser

descrito como, determinar u(x),w(x) € ¢ tal que U,WweVar se tém,

du dd J-Eldwdw

—IEA——d o O dx — IPudx Iqwdx O;vu,w eVar (23)

Na Eq.(23) se tem a seguinte defini¢do para o conjunto das funcdes tentativas ¢,
9 ={u,weH'0,L]/u(0) =u(L) = 0;w(0) =w(L) = 0,%(0) = ?(L) =0}
X

A Eq. (23) representa a formulacdo fraca para o problema estatico da viga coluna e

independe do tempo.
2.1.8 Formulacéo fraca para o problema de autovalores e autovetores

A formulacdo fraca do problema de autovalores e autovetores é obtida para modos
harmonicos, e independentes do tempo, partindo das consideracGes contidas nas Eqgs. (24a) e
(24b).

u(x,t) =u(x)™ (24a)

w(x,t) = w(x)" (24b)

Substituindo as Egs. (24a) e (24b) nas equagbes de equilibrio para o problema de
autovalores e autovetores, Eqgs. (20a) e (20b), se obtém um novo sistema de equagdes e

equilibrio independente no tempo.

EAg—u—a) U(X) =0 (25a)
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£ d 4‘:“ — * pw(x) =0 (25b)
dx

u(0)=u(L)=0 (25c)

w(0) =w(L)=0 (25d)

ow ow

&(0) = &(L) =0 (25¢)

A formulacdo fraca para o problema de autovalores € obtida a partir das Eqgs. (25a) e

(25b) e do método de Galerkin, enunciado da seguinte forma, determinar u(x),w(x) ¢ tal

que U,W e Var, e aplicando as integrais por partes se tem:
L
—jEAd—”d—“d IEI d Wd—W (j +jmwax):0;va,wev61r (26)
X 0

As primeiras duas integrais da Eq. (26) correspondem aos termos de rigidez e as duas
ultimas correspondem aos termos de distribuicdo de massa, além disso, a Eq. (26) representa a
formulacéo fraca do problema de frequéncias naturais da viga-coluna.

Definido as formulagdes fracas para as situagOes estudadas parte-se agora para as
formulacBes semi-discreta para o problema dindmico e discreta para os problemas estaticos e

de frequéncias naturais.
2.1.9 Formulacéo semi-discreta para o problema dinamico

A formulacdo semi-discreta é obtida a partir da formulacdo fraca da Eq. (22),
utilizando o método de Bubnov Galerkin, conforme Hughes (1987), este método consiste em
discretizar o campo de deslocamento no dominio geométrico sendo o vetor de parametros de

deslocamento dependente do tempo.

A definicdio do problema é determinar u,(X,t),w,(x,t)ed <5 e

G(x), W(x) e Var, = Var, conforme as Egs. (27a) até (27d).

u, = N,U(t) (27a)
=N, U(t) (27b)
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(27¢)

(27d)

Das Eqgs. (27a) até (27d) se tem as Eqgs. (28a) até (28d) para as matrizes de funcdes de

forma globais.

N,=[p, 0 Op, O O,. . .,¢, 0O O] (28a)
N,=[0 & 9.0 9, 0, . .0 ¢ ¢] (28b)
UTO={u® w® 60.ul wt) 6. . u,0 w@ 6,0} (28c)

(28d)

U'={u, w, 6,u w, 6, . .u w 06}
Os conjuntos das fungdes testes de dimenséo finita e o conjunto das variagcfes finita

sdo definidas por o, e Vatr, .

S, ={u,,w, € H'[0, L]x[0,t]/u,(0,t) = u, (L,t) =0;w, (0,t) = w, (L,t) =0;
M 0ty = Mo 1y =

g(o’t)_ ox (L!t) O}

Var, ={0,,W, € H'[0, L]/, (0) =, (L) =0;W, (0) =W, (L) =0}

Os campos descritos nas Eqgs. (27a) até (27d) sdo substituidos na formulagdo fraca do

problema dinamico descrita pela Eq. (22), resultando na Eqg. (29).

J- L L oN (6N
UT[(J'pANJNudx+J.pANJ,NWdX)U +(IEA{ u) [ “jdx+
N IGE ! 0N L L A
+ | El . “ 1dx)U — [ N pdx— | N, qdx] = 0;vU e R*™" 29
.(|). ( 8X2 J aXZ ) -([ upd Z!.. Wq ] S ( )

Como para qualquer UeR™ a Eqg. (29) se anula entdo temos a formulagdo semi-

discreta para o problema dinamico descrito conforme a Eq. (30).
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; : ook (N, (oN c_(8°N, ) (°N
ANT N, dx+ [ pANT N, dx)U + ([ EAl o Jdx+ [ i 25 " ldx)U (t) -
(JPANIN, G+ [ ANIN, d) q/{ j(a] j(azjaxz u ()

OX X 5 X

L L
—INdex—INJqu:O (30)
0 0

A Eg. (30) é bastante conhecida em dinamica estrutural na sua forma matricial

conforme Eq. (31a).

MU +KU=F (31a)

Na Eg. (31) o M refere-se a matriz de massa, K é a matriz de rigidez e F o vetor de

forca consistente cujas expressoes sdo descritas nas Eq.(31b) até (31d).

L L

M = [ pANJ N, dx+ [ pANT N, dx; (31b)
0 0
L (aN, Y (oN c_(9°N, ) (&°N

K:jEA{ j( “jdx+jEl w 2 ldx (31c)
) OX OX ) OX OoX
L L

F :_[Nqudx+INvTqux; (31d)
0 0

Utilizado do mesmo principio pode-se chegar as formulacBes discretas para o
problema estatico e formulacdo discreta para o problema de autovalores e autovetores,

conforme sera mostrado a seguir.
2.1.10 Formulacéo discreta para o problema estatico

As equacdes de Bubonov-Galerkin para o problema estatico séo obtidas a partir da

formulacdo fraca descrita na Eq. (23), sendo que para este modelo procura-se

U, (x),w, (x) e 4, < 9 e u,(x)W,(x)eVar, =Var, sendo.

u, = N,U (32a)
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w, =N,U (32b)
G, =N,U (32c)
W, =N, U (32d)
U'={u w 6u w &, . .,u w 6} (32e)
Ur={4, W 6,4, w, 6,,. . .4, W, 6} (32f)

Os conjuntos das fungdes testes de dimenséo finita e o conjunto das variacGes finita

sdo definidas por 4, e Var, .

3, ={u,,w, € H'[0,L]/u, (0) =u, (L) =0;w, (0) = w, (L) :0;%(0) :%(L) =0}

Var, ={U,,W, e H'[0,L]/4, (0) =4, (L) = 0; W, (0) = W, (L) = O}

Os campos descritos nas Eqs. (32a) até (32f) e substituindo na Eq. (23) devem
satisfazer a EqQ. (33).

[ dN, Y (dN L (d?N, ) (d2N : :
u’ -E = “d El W woldx U — [N —|Nlgdx|=0;
[{}[ A{ dx } ( dx ) X+£ dx’ o ) J; o POX ! WA

vU eR™ (33)

Como para qualquer UeR™ a Eq. (33) se anula entdo temos a formulagdo discreta

para o problema estatico descrito conforme a Eq. (34).

C CANGY(ANL Y, b (d2N, ) (d2N,, S _
{IEA{ - j ( ™ jdx+£E| v v dx U—!Nupdx—!;Nqux:O, (34)

0

A Eq. (34) constitui a formulacdo discretizada para o problema estatico da viga

coluna. Por outro lado a Eq. (34) pode ser expressa na forma matricial através da Eq (35).

KU =F (35)
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Na Eqg. (35) as matrizes K e F séo definidas para o modelo global pelas equagdes
(31c)-(31d). A formulagdo discreta para o problema de autovalores e autovetores para o

modelo global é apresentado a seguir.
2.1.11 Formulacéo discreta para o problema de autovalores e autovetores
A formulacdo discreta do problema de autovalores e autovetores é utilizada neste

trabalho para aproximar o problema de modos e frequéncias naturais do modelo da viga fina.

A mesma é obtida a partir da formulacdo fraca indicada na Eg. (26), para o qual

u,(x),w, (x)e 4, =9 e G,(x)W,(x)eVar, cVar, onde as formas discretizadas sdo

definidas pelas Eqgs. (32a) até (32f) e se obtém a Eq. (36).

L T L 2 Trq2
[-E dN, } [N, dx+ [ El d '\iw d '\iw dx U -
5 dx dx 5 dx dx

L L
—a)ZUNJNupdx—jNVTVNquxJuzo (36)
0 0

A Eq (36) pode ser expressa na forma matricial resultando na Eg. (37).

(K —0*M)U =0 (37)

As primeiras duas integrais, da Eq. (36) correspondem a matriz de rigidez, e as duas
ultimas integrais correspondem a matriz de massa consistente.
Na secdo a seguir serd abordado o tdpico relativo a construcdo das funcdes de forma

para aproximar os deslocamentos transversais, rotacdes de deslocamentos axiais.

2.1.12 Funcgdes de forma e mapeamento

As fungbes de forma sdo determinadas de maneira a se obter exatamente 0s
coeficientes de rigidez associados a deformagdo normal e flexdo. A rigidez em uma
determinada dire¢cdo em um ponto, do dominio do componente estrutural, é por definicdo, a

solicitacdo necessaria para produzir, na direcdo supracitada, um deslocamento ou rotacéo de
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magnitude unitaria. Os coeficientes de rigidez em estruturas reticuladas planas estdo
associados as forgas e momentos que produzem deslocamentos ou rotacfes unitérias nas
extremidades das barras. Pela teoria das equacdes diferenciais ordinarias aplicadas a
problemas de valores no contorno, Petyt (2010), as funcdes que aproximam exatamente 0S
coeficientes de rigidez na torcdo e deformacdes axiais sdo fungdes lineares enquanto que na
flexdo sdo polinémios cubicos. A construcdo das fungdes é apresentada a seguir nas subsecdes
23.11.1e23.11.2.

2.1.12.1  Fung0es de forma lineares

As funcgdes de forma para aproximar deslocamentos axiais sdo as funcdes lineares

definidas no dominio natural do elemento pelas Eq. (38a) e (38b) e mostrada na Figura 9.

p(&)=1-¢ (38a)
0, (&)=¢ (38b)

Figura 9 — Funces de forma linear no dominio natural do elemento

1

09F
08F
07r
06F
s 05}
04t
03r
02r
01F

Fonte: Adaptado fonte prépria

As funces definidas nas Eqs. (38a) e (38b) sdo também utilizadas para aproximar o0s

mapeamentos lineares, onde, para uma viga de comprimento L do elemento de barra se tem:

x(&)=L¢ (39)
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Da Eq. (39) se tem 0 mapeamento da derivada e do elemento de arco:

dx

i L (40)
dx=Jd& (41)
Onde:

J=L (42)

Na Eq. (42), J é o jacobiano do mapeamento da derivada e do elemento de arco.
2.1.12.2 Func0es de forma para aproximar flexao

As funcgdes de forma que aproximam flex&o em viga fina de Bernoulli-Euler devem
satisfazer os critérios de continuidade para a primeira derivada ja que a rotacdo € a primeira
derivada do campo de deslocamento transversal. As funcBes que atendem estas propriedades

sdo conhecidas como funcBes de Hermite para problemas de flexdo com regularidade
c'[o,L]
As funcdes construidas a seguir estdo definidas no dominio paramétrico de um

elemento definido em Qe[O,l] e tem a forma dada pela Eq. (43).

vi(§)=ad’ +a,&% +ad +a, (43)

A Eq. (43) é obtida para satisfazer os critérios de continuidade definidos na Tabela 1

como segue:

Tabela 1 — Condi¢6es de contorno

) dy, dy,
v [ et | e | Lo
1 1 0 0 0
2 0 0 1 0
3 0 1 0 0
4 0 0 0 1

Fonte: Adaptado fonte prépria
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Nota-se que, na Tabela 1, s&o definidas as condigdes de contorno para quatro fungoes
de forma, as fungBes y, e y, séo particOes de unidade que garantem nos nds dos elementos
que os parametros de deslocamento transversal coincidam com o deslocamento no ponto. Por
outro lado, as fungdes y, e w, garantem a continuidade da rotagcéo com valor unitario para a

primeira derivada entre os nos do elemento, o que permite dizer, que o parametro associado a
rotacdo é a propria rotacdo no nd. Os comentarios supracitados podem ser mais bem
compreendidos através das Egs. (44) e (45) apresentadas a seguir. Supondo que vv(cf) éo

deslocamento transversal descrito no dominio natural do elemento como:

W(§ ) =Wy, (5 ) +0y, (5 ) +0,p, (f ) (44)

Na Eq. (44) se tem que, w(0)=w, e w(1)=w,, nota-se que ,(0)=y,(1)=0.

dw(

Da mesma forma se tem para a rotacao, ou seja, ?j—W(O): o, e ™ 1)= 6, , neste caso
X X

setem: y,.(0)=y, . (1)=1.
Uma maneira préatica de se obter as funcdes de forma clbicas € através do processo

matricial indicado na Eq. (45).

w=Pa (45)
Onde:

P= [1 X x° x3] (46)

a'={a, a a, a (47)

Por outro lado, considerando um mapeamento linear da geometria e aplicando as
condigdes de contorno indicadas na Tabela 1, para um elemento de viga com comprimento L
se tem o sistema de equacdes Eq. (48):

O sistema de equacdes descrito na Eg. (48) pode ser escrito de forma mais
conveniente em notacdo matricial resultando na Eq. (49):
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w, =a,1.+a,x(0) +a,x*(0) +a,x*(0);
6, =0+a, +2a,x(0)+3a,x*(0);

(48)
w, =a, +a,x(1)+a,x* (1) +a,x*(1);
0, =0+a, +2a,x (1) + 3a,x* (1);
_ , .
w) |10 (0 (0) |(a
2
6, _ 01 2(02) 3(03 a (49)
W, 1 L (L) (L) a,
%) lo 1 20 3(L)|%
A Eq. (49) pode ainda ser expressa de forma compacta como mostrado na Eq. (50):
u=Aa (50)

A partir da Eqg. (50) pode-se isolar o vetor a e substituir na Eq. (45), obtendo-se a
funcdo deslocamento transversal w como combinagdo linear de funcGes de forma e os

vetores de parametros de deslocamentos u como segue na Eq. (51):
w=PA"u (51)

A Eg. (51) ainda pode ser escrita em funcdo da matriz de funcdes de forma como a
Eq. (52):

w=H(x)u (52)

Na Eq. (52) a matriz de funcdes de forma é obtida a partir da Eq. (51) como segue na
Eq. (53):

H(x)=PA™ (53)

Para um mapeamento linear, descrito na Eqg. (39), pode-se descrever as funcGes de

H no dominio natural do elemento como indicado na Eq. (54).
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)
5; (54)
)

As funcgdes de forma da Eq. (54) séo definidas nas Egs. (55a) até (55d), apresentadas

a sequir, e mostradas no dominio natural do elemento na Figura 10.

Figura 10 — Fungdes de forma para aproximar flexao

1 Y l P OIS T
.—wl e
0.9} A
; ———y3 7
: // 2
06} : Ao
: 73 0 :
171 IO IS .. S, . DG AN 3 R e T
b T -
] /// : -01
ot bssesss .}./__/ .................... A 13
O %7 G4 5F D8 0% 02 04 06 08 1
4 g
(a) (b)
Fonte: Adaptado fonte prépria
vy (£)=2£°-35% +1 (55a)
v,(§)=¢"~287+¢ (55b)
ya(&) =357 (55¢)
v(g)=¢"~ 52 (550)

Definidas as funcbes de forma para aproximar os campos de deslocamentos

correspondentes ao elemento pode-se agora determinar as equacgdes de equilibrio dinamico em

nivel do elemento como serd abordado na préxima subsecao.
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2.1.13 Matriz de rigidez e massa no elemento de viga

Visto que o MEF é uma sistematica de constru¢cdo do modelo global a partir de
modelos locais correspondentes a cada elemento serdo mostradas, nesta subsecéo, as equacoes
de equilibrio dindmico para um elemento no sistema local de coordenadas.

Para um elemento de viga-coluna no sistema local de coordenadas como indicado na

Figura 11 os deslocamentos axiais u; e w; sdo estabelecidos pelas Egs. (56a) e (56b) como

segue.

Figura 11 — a) Elemento de viga no sistema local de coordenadas; b) orientacdo do sistema
local com relagéo ao sistema global.

W2

J
o) X 0 = .
4
(a) (b)
Fonte: Adaptado fonte prépria
ut =N U, (564)
we =N, U, (56b)

Nas Egs. (56a) e (56b), N,, N, e U, sdo as matrizes de fungdes de forma

w
relacionadas as componentes de deslocamento axial e transversal, definidas na Egs. (57a) e
(57b), e o vetor de parametros de deslocamento correspondente ao elemento definido na Eq.
(57c).

N,=[@(&) 0 0 @& 0 0] (57a)
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Nw:[o ‘//1(6) ‘/’2(5) 0 ‘//3(5) ‘/’4(5)] (57b)

Ul ={u®) w) 60 uwl) wi) 60 (57c)

Nota-se que as func¢des das matrizes de forma séo as mesmas descritas nas Eqgs. (38a) e
(38b) e nas Egs. (55a) até (55d).

As matrizes de massa, de rigidez e o vetor de forgas consistentes correspondentes a
cada elemento no sistema local de coordenadas, sdo obtidos substituindo as Eqgs. (57a) até
(57c) nas Egs. (31c) até (31d) e mapeando a integracdo no dominio natural do elemento para o
dominio fisico visto que as funcbes de forma estdo definidas no dominio paramétrico do
elemento conforme € mostrado na subse¢do 2.3.11. Considerando uma forga transversal
uniformemente distribuida no elemento se tem as Eqs. (58a) até (58c) para as matrizes de

massa rigidez e vetor de forcas consistentes no sistema local de coordenadas do elemento.

1 1

M! :ijNjNqu§+ijNVTVNWJd§ (58a)
0 0
L (dN, Y dN L (d?N, ) (d®N

K! :J.EA{ dg;} d—é;J-ld§+jE|( dgzwj ( d§2WJJ-3d§ (58D)
0 0
1

F, = [aNTJd¢ (58¢)
0

Para considerar a contribuicdo da massa e da rigidez e da forca sobre cada elemento
nas matrizes de massa, rigidez e o vetor de forcas consistentes globais sdo necessarios
descrever as matrizes das Eqgs. (58a) até (58c) no sistema global de coordenadas através das

operacdes de rotagédo descritas nas Eqgs. (59a) ate (59c) como segue.
M? =RM!R’ (59a)
K3 =RK!R’ (59b)

F! =RF/ (59c)
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O operador de rotagdo R, descrito pela Eq. (60a), é obtido a partir das matrizes de

rotacdo Q, descrita na Eq.(60b), que levam do sistema de coordenadas ()‘(, y) para o sistema

de coordenada (x, y) mostrado na Figura 10b.

Q 0

Q (60a)
0 Q

[cos® -send O
=|sengd cosd O (60b)
0 0 1

Um modelo mais adequado para representar o comportamento dindmico de

componentes estruturais consiste em levar em conta a dissipacdo de energia dinamica através

do amortecimento que seré discutido na proxima subsecao.

2.1.14 Amortecimento

O efeito de dissipacdo de energia dindmica por meio do amortecimento seréa

apresentado inicialmente utilizando de um problema com um grau de liberdade como ocorre

na Figura 12, o0 mesmo principio, posteriormente sera aplicado para varios graus de liberdade.

Figura 12 — Sistema massa mola

k -|'c
L N [

l f(t) l U(D)

Fonte: O Autor

A Figura 12 representa o problema dindmico com um grau de liberdade para um

sistema de massa mola amortecedor definido pela Eqg. (56a) com condigdes iniciais

estabelecidas na Eg. (56b).
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MU +CU + KU =F (t) (56a)

U(0)=0eU(0)=0 (56b)

Onde M é a matriz de massa do sistema, C é a matriz de amortecimento do sistema, K
¢ a matriz de rigidez do sistema, U(O) é a posicdo inicial do sistema e U(0) é a velocidade

inicial do sistema.
Para a excitacdo nula na Eq. (56a) o problema homogéneo resultante indicado na Eq.
(58) representa um problema de autovalores de autovetores amortecidos com solucéo geral

estabelecida pela Eg. (59).

MU +CU +KU =0 (58)
U(t)=C,e™ +C,e™ (59)

Os coeficientes S, e S, séo as raizes da Eq. (60) como segue,
2
81,2 = _L + (ij _£ (60)

Uma formulacéo ja consagrada no jargdo da area de vibragcfes consiste em descrever a

Eqg. (60) em funcdo dos coeficientes de amortecimento relativo ¢ e da frequéncia do sistema

o definidos nas Eq. (61) e (62) como segue.

C
- (61)
K _ (62)

Na Eg. (61), Cc é coeficiente de amortecimento critico. Por outro lado quando o
amortecimento for critico as raizes da Eq. (60) sdo iguais, e, por conseguinte, o radicando da
Eq. (60) é nulo. A partir da condi¢do supracitada e das Egs. (61) e (62) se tem a Eq. (63)
expressdo para o amortecimento em funcdo da frequéncia natural do sistema e do

amortecimento relativo.
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C=2Maw (63)

A Eq. (63) € utilizada em problemas de multiplos graus de liberdade para construir a
matriz de amortecimento proporcional ou amortecimento de Rayleigh obtido através de K e

M como segue,
C=oM+pK (64)

Os coeficientes o e £ sao obtidos para as duas primeiras frequéncias naturais e 0S

respectivos coeficientes de amortecimento relativos resolvendo um sistema linear. Este
sistema linear € obtido através da equacgdo de equilibrio dindmico amortecido com mdaltiplos
graus de liberdade a (Eq. (58)) descrita no espaco modal conforme Eq. (66).

IX +CX + AX =R(t) (66)
Na Eqg. (66) | é a matriz identidade e A é uma matriz constituida pelos quadrados das

frequéncias naturais. Como sistema linear descrito pela Eq. (66) € desacoplado as duas

primeiras equacdes podem ser descritas como indicado nas Eqgs. (67a) e (67Db).

X, +C, X, +@? X, =R,(t) (67a)
X, +C,X, + w2 X, =R,(t) (67b)

Das Egs. (67a) e (67b) os coeficientes de amortecimento C, e C, podem ser

substituidos pela Eg. (63), resultando nas Eqs.(68a) e (68b) como segue.

X, +2w,EX, + o X, =R (t) (68a)
X, +2m,E,X, + @2 X, = R, (t) (68b)

Desta forma o sistema linear obtido a partir da Eq. (64) e das Eqgs. (68a) e (68b) é

descrito pela Eq. (69) como segue.
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a+a’fB=2Ew
12ﬂ 2 : (69)
a+aw; =260,

Na Eq.(69), ¢,,¢, € m,,@, sdo os coeficientes de amortecimento relativo e as

frequéncias naturais correspondentes aos primeiro e segundo modo respectivamente.
2.1.15 Método de integracéo direta

Os métodos de integracdo direta sao métodos numeéricos interativos que fornecem os
componentes U(t+At), U(t+At), U(t + At) a partir de valores conhecidos U(t),U(t), U(t) e

da variacdo destes campos num intervalo At obtida através da equacéo de equilibrio dinamico
correspondente ao problema em questdo. Os métodos de integracdo direta baseiam-se na
discretizacdo no tempo do sinal de excitacdo correspondente a Eg. (65), ou seja, o equilibrio
dindmico é estabelecido em cada intervalo de tempo At para cada incremento de
carregamento do sinal de excitacdo. Estes métodos de integracdo direta se classificam em
funcdo do instante no qual o equilibrio da equacgdo discreta no tempo se estabelece. Neste caso
se tem os métodos explicitos e implicitos.

No método explicito a equacdo de equilibrio dindmico € descrita no instante t
enquanto que nos métodos chamados implicitos a equacgdo é descrita no instante t + At.

A dimenséo do intervalo At é de fundamental importancia na estabilidade da solugéo
dos métodos que ndo sdo incondicionalmente estaveis como é o caso do método explicito de
diferenca finita central. A seguir sera abordado de forma resumida o método explicito de
diferenca finita central e o método implicito de Newmark. No final desta subsecdo sera
comentado ainda o Método de Superposi¢do Modal utilizado para reduzir tempos no processo
interativo de integracdo no tempo. OBS: As metodologias apresentadas nesta secdo estdo de
acordo com Bathe (1996).

2.1.15.1 Método da diferenca finita central (MDFC)

O método de diferenca finita central ¢ um método explicito, ou seja, a equagdo de

equilibrio dinamico é descrita no instante t conforme indicado na Eq. (70). Neste método as
derivadas U(t),U(t) sio descritas a partir U(t +At); U(t);U(t —At) onde Até o time step, ou

seja, o intervalo de tempo de integragdo, conforme mostrado na Figura 13.
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Figura 13 — Curva esquematica do método de diferencga finita central

U

At-t t VA 1

Fonte: Adaptado fonte prépria

MU (t)+CU(t)+ KU(t)= F(t); (70)

O método de diferenca finita central fundamenta-se na aproximagdo de ordem “n”
por série de Taylor de U(t).

As Egs. (71), (72) e (73) aproximam a velocidade utilizando a diferenca finita

forward (posterior), backward (anterior) e central.

du _U(t+At)-U(t)

— =~ 71
dt At ()
du _U(t—-At)-U(t) (72)
dt At

%zu(t+At)—U(t—At)+z(At3) 73)
dt 2At 3

A partir das Egs. (71) e (72) se obtém a aceleracdo definida pela segunda variacao

conforme descrito na equacéo (74).

dzuzU(t+At)—2U(t)+U(t—At)+Z(d“U At4] 74)

dt? At? 41| dt

Na Eq. (74) o ultimo termo corresponde ao erro de aproximacao.
A velocidade e a aceleragdo ficam descritas conforme as Eqs. (75) e (76)

respectivamente.
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U(t+At)-U(t - At)
2At
CU(t+At)-2U(t)+U(t - At)

U= e (76)

U= (75)

Substituindo as Egs. (75) e (76) na Eq. (56a) se obtém a matriz de massa efetiva e o

vetor de forca efetiva respectivamente.

M, C
AT 2At
(77)
2M M C
R=F({t)-| K-— U(t)-| — ——— Ut - At 78
0k~ 2 o) - Jote-a0 79
Sendo que M, é a matriz de massa efetivae R é o vetor de forga efetiva.
A Eq. (78) pode ser rescrita em funcdo da massa efetiva e o vetor de forca efetiva.
M. U(t+At)=R (79)

O processo de integracdo da Eq. (79) é interativo o que significa que é necessario
partir de valores iniciais U,;U,;U, onde, para determinar UO(O-I-At), o valor de UO(O—At)
é obtido pela Eq. (80).

Uat® .
~U,At+U, (80)

U,(0—At)=

Observe que a Eq. (80) fornece o valor inicial para o vetor U, num intervalo At

anterior ao inicio da observagdo sendo que agora se tem todos os valores iniciais para dar

partida ao processo interativo e calcular os vetores U(t+At);U(t+At);U(t+At). O método
de diferenca central é condicionalmente estavel, portanto para garantir a estabilidade da
solucgéo € necessario utilizar valores apropriados de At que devem satisfazer a desigualdade,

conforme Eq. (81).
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At < Atcritico (81)
Onde:
tn
Atcri’[ico = (82)
T

Na Eq. (82) t, € o menor periodo natural obtido numericamente por um sistema

€C_ 9

linear associado a um problema de autovalores com “n” graus de liberdade.
Ao contrério do método da diferenca finita central que € um método explicito o
método de Newmark é um método implicito, o qual serd abordado na préxima subsecéo.

2.1.15.2 Meétodo de Newmark (MN)

O método de Newmark faz parte dos métodos de integracdo direta chamado
implicito. Este termo se deve ao fato que a equacédo de equilibrio dindmica é estabelecida no
instante t+At, conforme indicado na Eg. (83). Entretanto este método é restrito a
consideracdo linear da aceleracdo perdendo desta forma a generalidade que possui 0 método
de diferenca finita central, onde ndo se faz restrigdes sobre os campos aproximados. Por
exemplo, nesta metodologia nédo deve ser utilizada em problema de impacto onde temos um
comportamento ndo linear brusco na desacelera¢do de um componente estrutural. O método
de Newmark também conhecido como método da aceleracdo média, conforme Figura 14, é

uma simplificacdo do método da aceleracéo linear de Wilson conforme Bathe (1996).

MU (t + At)+CU (t + At)+ KU(t + At) = F(t + At) (83)

Nesta metodologia 0s vetores U(t+At);U(t+At);U(t+At) sdo obtidos a partir dos

vetores iniciais U(t),U(t),U(t) como segue nas Egs. (84) e (85):

Ut+4¢)=U )+ |- ) (t)+ Ut + At)|at (84)

U(t+At)=U(t)+U(t)At + H%_aju (t)+aU(t+ At)}Atz (85)
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Figura 14 — Aceleracdo média de Newmark

. Ut+Af)
()
- = %[ U()+U(1+A) |

At
Fonte: Adaptado de Bathe (1996)

As Eqgs. (84) e (85) podem ser obtidas utilizando a aceleragdo média e a expansdo em
série de Taylor do deslocamento U(t + At).
Utilizando a ideia da aceleracdo média entre os instantes t e At na Eq. (84) o valor de

0=0,5. A partir do exposto a Eq. (84) pode ser expressa pela Eq. (86) como segue:

U :(1—5)U(t)+éU(t+At):E(U(t)+U(t+At)) (86)

Por outro lado da expansdo em série de Taylor da funcdo U(t+At) até o termo

quadratico se obtém a Eq. (87).

O'U(t)AtJr1 4’ At? (87)
d(t) 2 dt?

U(t+At)=U(t)+
Substituindo na Eq. (87), a aceleracdo média definida na Eq. (86) se obtéem:

U(t+At):U(t)+U(t)At+K%—a}l](t)+at](t+m)}mz (39)
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Como a acelerago utilizada na Eq. (88) é a aceleragdo média entdo a =0,25. Nota-se

que a Eq. (89) é a mesma da Eq. (86). Por outro lado para obter a Eq.(84) parte-se expandindo

em série de Taylor U(t + At) resultando em,

Uﬁ+Aﬂ:Uﬁ)+%%At (89)

du
Substituindo ot da Eq. (89) pela aceleracdo média da Eqg. (86), se obtém finalmente,

a Eq.(84).
O método de Newmark € dito incondicionalmente estavel na integragdo no tempo para

os valores f#>05 e a>0,25, ou seja, a estabilidade da integracédo no tempo independe da

magnitude de At, entretanto, quanto maior for o valor do time step menor serd a precisdo
obtida. Uma das limitagcdes que geralmente surge na opc¢do pela analise dinamica com relacdo
a analise estatica consiste no custo computacional. Neste contexto surgem algumas op¢des de
reducdo do tempo computacional como a diagonalizacdo do sistema linear. Este procedimento
conhecido como método de superposicdo modal, consiste em descrever o problema em
coordenadas generalizadas no espaco modal resultando num sistema linear desacoplado como

ser4 comentado sucintamente a seguir.
2.1.15.3 Meétodo da superposi¢do modal (MSM)

O método de superposi¢do modal consiste numa mudanca de base de aproximacdo do
problema dindmico. Neste caso o problema é descrito com relacdo ao espaco modal, onde os
vetores da base sdo os modos naturais do problema de autovalores associado ao problema
dindmico.

Para entender o problema de superposi¢do modal parte-se das equacdes de equilibrio

dindmico e de frequéncias naturais como segue na Eq. (90).

KU +CU + KU =F(t) (90)
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Na Eq. (91) ¢, é um vetor ou modo natural correspondente a uma frequéncia natural

(K-a?Mp =0 (91)

Considerando K e M matrizes (nxn) a solucdo da Eq. (91) é dada por um conjunto de
pares (o, ¢, ). (@,.8,).(0,,8,).....(®, .4, ), onde para matrizes simétricas positivas definidas se

tem.

0o, 2w, <w,<.Lo,

¢ R @ #0,Vi=12..n

A Eq. (90) pode ser expressa de forma matricial conforme a Eq. (92).

K® = AM® (92)
Onde:
D= [¢1 ¢ .. ¢n] (93)
ol 0 - 0
0 2 ...00
A= “ ) (94)
0 - .- a,f

Na Eqg. (92) @ a matriz dos autovetores, e A é uma matriz dos autovalores que neste
caso é o quadrado das frequéncias naturais correspondentes a cada autovetor.

Ja que @ ¢é operador massa ortonormal, os vetores de deslocamento de velocidades e
aceleragdes podem ser definidos através de vetores de deslocamento, velocidade e aceleracbes
do espaco modal (também chamadas de coordenadas generalizadas no espago modal),

conforme pode ser vista na Eq.(95a) até (95c¢),

U(t)= @x(t) (95a)
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U(t) = dx(t) (95b)
U(t) = ox(t) (95¢)

Substituindo a Eq. (95a) até (95¢) na Eq. (90) e pré-multiplicando por @' se obtém a
Eq. (96).

O M®K(t)+ D' CDX(t)+ D' KDx(t)= D' F(t) (96)

A Eq. (96) estd no espaco modal onde as matrizes do problema dinamico podem ser
redefinidas pelas Eqgs. (97a) até (97d).

O MD =1 (97a)
O'KOP=A (97b)
R(t)=®'F(t) (97¢)
C=d'CO (97d)

Substituindo as Eqgs. (97a) até (97d) na Eq. (96) se obtém a Eq. (98) que representa o

problema dindmico no espaco modal.

~

IX(t)+ Cx(t)+ Ax(t) = R(t) (98)

A partir da Eqg. (98) sera utilizado o método de integracdo direta, onde os valores

iniciais sdo obtidos a partir da Eq. (97a) e pré-multiplicando por ®"M como segue:
@ 'MU° =®"MOx°(t) = Ix°(t) = x°(t) (99)

Nota-se na Eq. (99) que para isolar x°(t) foi utilizada a propriedade da
ortonormalidade de ® com relagdo & matriz de massa. De forma semelhante obtém-se x°(t)

e X°(t) como segue na Egs. (100a) e (100b).

x°(t)=d"MU° (100a)
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£°(t)= " MU° (100b)

A partir dos valores iniciais definidos nas Egs. (99), (100a) e (100b) determinam-se

os valores de x(t),x(t), %(t) através dos métodos de integragdo direta. Deve-se ressaltar,

entretanto, que os valores procurados séo U(t), U(t), U(t), portanto apés ter-se determinado

x(t), (t), (t) para o instante "t" desejado, deve-se fazer a transformagdo indicada nas Egs.

(101a) até (101c).

U' = dx(t) (101a)
U' = dx(t) (101b)
U'=ox(t) (101c)

Nesta secdo encerram-se 0s aspectos do trabalho relacionados ao embasamento
tedrico indispensavel para a implementacdo numérica e a analise de resultados que sera

abordado nas secOes seguintes.
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3 ETAPAS DA PESQUISA

Neste capitulo serdo abordadas as etapas de construcdo de modelos padronizados de
estruturas reticuladas planas constituidas de elementos de vigas. A sequéncia de construcéo
dos modelos de reticulados planos é feita de acordo as seguintes etapas: Pré-processamento,

processamento e pds-processamento, sendo cada uma delas descriminadas a seguir.

3.1 PRE-PROCESSAMENTO

Nesta etapa sdo estabelecidas as condi¢cBes de contorno e propriedades fisicas e
geométricas do problema.

Para construir o reticulado da trelica padrdo do tipo Dallemole é utilizando a funcgéo
GERAMalhaQ.m, a qual ¢ uma funcdo desenvolvida no Matlab. Esta funcdo permite a
geracdo automatica de estruturas reticuladas planas com né do tipo K. A geracdo automatica é
obtida a partir de parametros iniciais como: altura, comprimento da trelica e 0 médulo entre
diagonais.

Séo trés modelos de trelicas geradas neste trabalho pra exemplificar a influéncia das
forcas de inércia, sendo que os dois primeiros exemplos séo trelicas retangulares de banzo
reto Figura 15, e a outra trelica é retangular de banzo inclinado Figura 16, estas trelicas sdo
produtos padrdes da Dallemole.

O exemplo A € uma trelica de grande porte para empresa Dallemole, onde a trelica é
de 40 metros de comprimento entre apoios e altura de 2,5 metros, ja 0 exemplo B é similar ao
exemplo A, onde a Unica diferenca € a altura da trelica que é de 1,5 metro, esta trelica foi
modelada com menos altura do primeiro exemplo justamente para ter uma trelica mais esbelta
em comparacao ao primeiro exemplo, e assim poder comparar os resultados de deslocamento

e forcga axial, conforme Figura 15 e Tabela 2.

Figura 15 — Trelica do exemplo Ae B

Fonte: O Autor
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O exemplo C é uma trelica com banzos inclinados, conhecida como tesoura em duas
aguas, e também é um produto padrdo da Dallemole, a escolha do comprimento que é 30
metros, e da altura que é 1 metro é devido esta trelica apresentar baixa frequéncia natural da

estrutura, a geometria e dimensd@es da trelica conforme Figura 16 e Tabela 2.

Figura 16 — Trelica do exemplo C

Fonte: O Autor

Tabela 2 — Dimensdes das trelicas

Dimensoes das treligas

Exemplo A | Exemplo B | Exemplo C
L (m) 40 40 30
h (m) 2,5 1,5 1

Fonte: O Autor

Na tabela 3 séo indicadas as propriedades mecanicas, geométricas e fisicas do material
utilizado no banzo da trelica do Exemplo A, B e C, a sec¢do do banzo utilizada esta indicada

na Figura 17, os momentos de inércia utilizados no plano foram Ix.

Tabela 3 — Propriedades mecanicas, geomeétricas e fisicas para os banzos
Exemplo A | Exemplo B | Exemplo C
bw (m) 0,3 0,5 0,5
bf (m) 0,14 0,2 0,2
t (m) 0,0087 0,0127 0,0127
Area (m?) 4,797E-03 | 1,084E-02 | 1,084E-02
Inércia Ix (m*) 9,131E-06 | 3,935E-05 | 3,935E-05
Inércia ly (m*) 3,983E-04 | 3,983E-04 | 3,983E-04
Limite de escoamento (MPa) 250 250 250
Modulo de elasticidade (Pa) | 2,041E+14 | 2,041E+14 | 2,041E+14
Coeficiente de Poisson 0,5 0,5 0,5
Massa Especifica (N/m?3) 78500 78500 78500

Fonte: O Autor



Figura 17 — Secéo do perfil do banzo
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Fonte: O Autor
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Na tabela 4 sdo indicadas as propriedades mecéanicas, geométricas e fisicas do material

utilizado nas diagonais da trelica do Exemplo A, B e C, a secdo da diagonal utilizada esta

indicada na Figura 18, os momentos de inércia utilizados no plano foram Ix.

Tabela 4 — Propriedades mecénicas, geométricas e fisicas para as diagonais

Exemplo A | Exemplo B | Exemplo C
D (m) 0,282 0,474 0,474
d (m) 0,14 0,2 0,2
t (m) 0,0087 0,0127 0,0127
Area (m?) 2,138E-03 | 2,138E-03 | 2,990E-03
Inércia Ix (m*) 1,693E-06 | 1,693E-06 | 2,896E-06
Inércia ly (m*) 1,060E-05 | 1,060E-05 | 1,808E-05
Limite de escoamento (MPa) 250 250 250
Modulo de elasticidade (Pa) | 2,041E+14 | 2,041E+14 | 2,041E+14
Coeficiente de Poisson 0,5 0,5 0,5
Massa Especifica (N/m3) 78500 78500 78500

Fonte: O Autor

Figura 18 — Secéo do perfil das diagonais
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Fonte: O Autor

Também nesta etapa sdo atribuidas as cargas atuantes na estrutura como: peso proprio,

carga acidental e acdo do vento as quais serdo comentados na proxima subsecao.
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3.1.1 Cargas aplicadas na estrutura

Os estudos de caso serdo realizados para dois tipos de carregamentos quais sejam: as
cargas permanentes, que contempla o peso proprio da estrutura e o peso do telhado, e da acéo
dindmica do vento. Os carregamentos permanentes e estdo discriminados na Tabela 5 e

distribuidos na trelica conforme indicado Figura 19.

Tabela 5 — Cargas permanentes
Tipos de cargas Permanentes
Peso proprio Telha Autoportante

78500 N/m3 200 N/m2
Fonte: O Autor

Figura 19 — Distribuicdo das cargas permanentes na trelica

S S + §008 4 +  £00B o 4 o §00Q o x  #000 |

Fonte: O Autor

Para a consideracdo a acdo do vento sobre a estrutura reticulada padrdo sdo propostos
modelos de carregamentos impulsivos, conforme Rao (1995), constituidos por pulsos
repetidos com duracdo de trés segundos, ver Figura 22 e 23. A amplitude destes pulsos é
determinada a partir da pressdo dindmica de vento estipulada pela norma Brasileira NBR
6123: 1988 e descrita na Eq. (102).

A pressdo dinamica do vento definida na Eg. (102) é obtida a partir da velocidade
basica do vento com valores indicados na Figura 20 e de fatores de correcdo que serdo
comentados a seguir.

No calculo da pressdo dindmica do vento segundo NBR 6123: 1988 deve-se levar em

consideracdo a topografia do local, a rugosidade do terreno, as dimensdes do prédio,
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condicBes especificas de vida util (50 anos) a um nivel de probabilidade de 0,613, importancia
da edificacdo e consequéncias que sua destruicdo ocasionara a populacdo e até mesmo ao

meio ambiente. A consideracdo de todos estes fatores no célculo da pressdo dinamica é

descrita na Eq. (102).

Figura 20 — Mapa da velocidade basica de vento em (m/s)

Fonte: NBR 6123:1988

q, =0,613-(V,-S,-S, S, ) (102)

Onde;
q, : Pressdo dinamica;
V,: Velocidade basica do vento em m/s (45m/s);
S,: Fator topogréfico (1);
S,: Fator que pondera a rugosidade do terreno, as dimensdes da edificacéo e a altura sobre o
terreno (0,84);

S5 Fator estatistico (1).
A carga de vento é aplicada no banzo superior na dire¢do normal aos banzos,

conforme Figura 21.
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Figura 21 — Distribuicéo da carga de vento na trelica

B760 B760 B760

Fonte: O Autor

Para os estudos de casos sera adotada a pressdo dindmica de 8760 N/m. Este valor foi
encontrado considerando uma estrutura localizada na regido sul do Brasil, e uma area de
influencia da trelica de 10 m.

Para o caso dos modelos estaticos, com o intuito de aproximar os resultados obtidos
pelo comportamento dindmico da estrutura, a norma NBR 8800: 2008 prescreve um

coeficiente de majoragdo da pressdo dinamicade c, =1,4.

Para o carregamento impulsivo supracitado sdo utilizados dois modelos para simular a
atuacdo de vento durante 9 segundos em rajadas com periodos de 3 segundos, Adaptado de
Rao (1995). O primeiro modelo de carregamento € descrito por uma funcéo de onde quadrada
definida por uma série de Fourier conforme mostrado na Eq. (103a) e na Figura 22. O

segundo carregamento é descrito por uma funcdo meio seno conforme Eq. (103b) e Figura 23.

qlt)=q, +— q Z{ )c032n 1)2;”} ; (103a)

qlt)=q,

rt
sen(?)‘ (103b)

Na Eqg. (103a) g, é a pressdo dindmica do vento determinada na equagéo (102). Por
outro lado na Eq. (103b) g, , que corresponde a amplitude do carregamento, é determinado

de forma a fornecer o mesmo impulso num intervalo correspondente ao periodo de 3s de uma

onda quadrada com amplitude q, . A determinacdo de q,, é descrita pelas Egs. (104a) e (104b),

(104a)
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1, =q,T; (104b)

Figura 22 — Carregamento tipo onda quadrada
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Fonte: O Autor

Figura 23 — Carregamento tipo meio seno
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Fonte: O Autor

Na etapa de processamento a ser apresentada, na proxima secdo serdo comentadas
brevemente as rotinas mais importantes do programa FEM-Reticulado2D utilizadas na

abordagem de problemas estaticos e dindmicos.
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3.2 PROCESSAMENTO

Nesta etapa serdo construidos os sistemas lineares para 0s problemas estéticos e
dindmicos. Estes sistemas sdo obtidos a partir dos dados do pré-processamento. As funcdes
envolvidas na etapa de processamento bem como as atribui¢bes das mesmas sao definidas a

sequir.

3.2.1 Matriz de identificacéo 1D

A matriz de identificacdo descreve o nimero de graus de liberdade do problema
correspondentes a cada no, informando se 0s mesmos tem prescricdo ou ndo. Esta matriz é
utilizada juntamente com a matriz de conectividade da malha para determinar a contribuigédo
de cada elemento de viga na matriz de rigidez de massa e de amortecimento globais do
problema em questdo. A matriz de identificacdo é obtida pela funcdo SetiIDNew.m, dentro do

programa FEM-Reticulado2D .

3.2.2 Matriz de rigidez global KG

A matriz de rigidez global é construida a partir da funcdo SetKGNew.m. Esta matriz é
obtida por meio da soma das contribui¢cfes via conectividade das matrizes de rigidez de cada
elemento de viga que compdem o reticulado. Por sua vez as matrizes de rigidez de cada
elemento de viga sdo obtidas por meio das propriedades geométricas, mecanicas e a
vinculacdo de cada elemento através da funcdo GetKeNew.m, dentro do programa FEM-
Reticulado2D.

3.2.3 Matriz de massa consistente global MG

A matriz de massa global € dita consistente porque considera que massa se distribui
por todo o dominio fisico do reticulado. A matriz MG é obtida pela fungdo SetMassNew.m,
através da matriz de massa elementar via conectividade. Por sua vez a matriz de massa
elementar é obtida através da funcdo GetMassEl.m por meio das propriedades fisicas e

geométricas de cada elemento de viga.
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3.2.4 Matriz de amortecimento CG

A dissipacdo de energia dinamica neste modelo é considerado através do
amortecimento proporcional, ou também, conhecido como amortecimento de Rayleigh.

A matriz de amortecimento de Rayleigh é construida a partir da funcéo
GetC_Amortece. Neste procedimento a matriz de amortecimento é obtida por combinacao
linear das matrizes de massa MG e rigidez KG. Por sua vez os coeficientes de combinacéo
linear sdo obtidos através dos coeficientes de amortecimento associados as duas primeiras
frequéncias naturais obtidos através de ensaios ou da literatura para casos consagrados de

Benchmark.

3.2.5 Vetor de forca consistente global

O vetor de forca consistente global fornece a carga nodal por grau de liberdade para o
carregamento distribuido sobre cada elemento de viga. Da mesma forma que a matriz de
rigidez global o vetor de forcas consiste global FG € obtido pela contribuicdo dos vetores
consistentes de cada elemento de barra via conectividade através da funcdo SetFG.m para o
problema estético e SetFG_Dinamico.m para a abordagem dinamica.

As matrizes e vetores supracitados constituem a base do sistema linear através do qual
se obtém o vetor de parametros de deslocamento independente do tempo para os problemas
estaticos e dependentes do tempo para 0s problemas dindmicos.

Especificamente na abordagem de problemas dindmicos utilizando o método de
integracdo direta de Newmark a matriz de rigidez efetiva e o vetor de forgas efetivo séo
obtidos por meio dos vetores e matrizes supracitadas conforme foi citado no sub item
2.1.15.2.

Para os trés casos de abordagem dindmica que serdo analisados neste trabalho sera
utilizado o método de Newmark para integrar a equagdo dinamica no tempo com coeficientes
0=05 e a=025. O intervalo de tempo para integracdo serd de At=0,001 e o0s
coeficientes de amortecimento relativos correspondentes ao primeiro e segundo modos de
vibragdo sdo & =0,0le &, =0,035. Os coeficientes de amortecimento relativos foram
obtidos de forma aproximada do trabalho de Paula (2001) para valores no intervalo
0,005< ¢ <0,05.
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3.3 POS-PROCESSAMENTO

Na etapa de pos-processamento sdo obtidos os resultados para os deslocamentos
nodais do reticulado e os esforcos internos nos elementos. Nos exemplos em questdo seréo
analisados o deslocamento transversal méximo em valores absolutos da trelica e as forgas
axiais em cada barra num intervalo de tempo de nove segundos.

Os resultados finais da etapa de pds-processamento culminam com a analise de
deformacéo plastica de uma junta tipo K constituida por barras diagonais e barras do banzo
inferior da trelica analisada. Os resultados para este estudo de caso sdo obtidos para um
modelo local da junta do tipo K construido com elementos sélidos tetraédricos de quatro nos.
As condicdes de contorno de carregamento para 0 modelo local foram obtidas através dos
esforcos internos nas barras do FEM-Reticulado2D da junta analisada. As analises serdo feitas
para o problema estatico onde é considerado o coeficiente de majoracdo do carregamento de
vento e para o problema dindmico onde ndo é levado em conta nenhum coeficiente de
majoracdo para o carregamento de vento. Os resultados desta etapa sdo apresentados no

capitulo de resultados numéricos a seguir.
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo serdo analisados os resultados obtidos dos modelos estaticos e
dindmicos, em trelicas reticuladas planas de aco estrutural com propriedades mecéanicas
indicadas na subsecéo 3.1. O capitulo de resultados é constituido de duas se¢des que sdo:
Resultados de deslocamentos maximos e esfor¢cos normais em barras especificas nas trelicas;
estado de tensdes e deformacgdes em nds tipo K. Os resultados dos estudos de caso foram

obtidos por meio de software FEM-Reticulado2D e softwares comerciais Strap e Ansys.

41 DESLOCAMENTOS E ESFORCOS NORMAIS

Nesta subsecdo serdo mostrados os resultados para o deslocamento maximo, esforco
normal em barras, para trés exemplos conforme itens A, B e C indicados a seguir:

A. Trelica reticulada plana com carregamento e condi¢Oes de contorno indicados
na Figura 24 e resultados mostrados nas Tabelas 6 até 8 e Figuras 25 e 26.

B. Trelica reticulada plana com carregamento e condi¢bes de contorno indicadas
na Figura 27 e resultados mostrados nas Tabelas 9 até 11 e Figuras 28 e 29.

C. Trelica reticulada plana com carregamento e condig¢Ges de contorno indicadas
na Figura 30 e resultados mostrados nas Tabelas 12 até 14 e Figuras 31 e 32.

411 Exemplo A

A trelica do exemplo A, Figura 24, é considerada biapoiada, ou seja, tera restricdes
horizontal e vertical no primeiro n6 e restricdo vertical no ultimo n6é do banzo inferior e

mostra também o carregamento devido a pressao dindmica do vento.

Figura 24 — Trelica para o exemplo A

8760 | 8760 | 8760 | 8760 | 8760 | 8760 | 4760 | 8760 | 8760 | 8760 | 6760 | 760 | 8760 | 8760 | 8760 | 8760

16 17

Fonte: O Autor
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Os resultados sdo obtidos para 0 modelo estatico com o carregamento prescrito por
norma para aproximar os efeitos dindmicos da acdo do vento, e para 0S carregamentos
impulsivos descritos nas Figuras 22 e 23. Para demostrar o resultado foi escolhido o no
formado pelas barras 16, 17, 66 e 67, Figura 24, isto se deve, pois, a barra 66 apresenta o
maior valor de compressao aplicado no banzo inferior. Estes resultados sdo mostrados para o
deslocamento transversal maximo e para os esfor¢cos normais nas barras indicadas na Figura
24, para os seguintes estudos de caso:
i Modelo estatico com carregamento prescrito na subsecdo 3.1.1 e com
resultados apresentados na Tabela 6, obtidos pelos softwares FEM-
Reticulado2D e Strap.

ii. Modelo dindmico com carregamento prescrito pela funcéo tipo onda quadrada
descrito na Figura 22 e com resultados apresentados nas Figuras 25 e 26 e na
Tabela 7.

iii. Modelo dindmico com carregamento prescrito pela funcdo meio seno da Figura

23 e com resultados apresentados na Tabela 8.

Tabela 6 — Resultados do problema estatico para 0 exemplo A-i

FEM- Strap : Diferenca

Ret'C‘él‘;‘dOZD (b) Unidade | v xi00
Deslocamento max. em w 0,112 0,112 m 0,00%
Frequéncia Natural 4,75 4,71 Hz 0,84%
Forca Axial na Barra 16 173590 173185 |N 0,23%
Forca Axial na Barra 17 1310 1306 N 0,31%
Forca Axial na Barra 66 193850 193391 N 0,24%
Forca Axial na Barra 67 188470 188067 |N 0,21%

Fonte: O Autor

Os resultados obtidos nos dois softwares ndo ultrapassam a diferenca de 1%. Para
comparar com o modelo estatico o dindmico serdo adotado os valores do FEM-Reticulado2D
do modelo estético.

Os resultados da Tabela 7 mostram uma diferenca significativa de 30% do
deslocamento transversal maximo obtido pelo modelo dindmico com relacdo ao modelo
estatico indicado na Tabela 6, quando é aplicado o carregamento do tipo onda quadrada.
Apesar do efeito do amortecimento a aplicacdo da carga de tipo onda quadrada indicada na
Figura 25 em periodos sucessivos de trés segundos produz picos sucessivos no deslocamento

transversal maximo com valores crescentes como indicado na Tabela 7. Este fato produz um
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aumento do valor médio que neste caso deveria ser igual ao valor estacionario de

V.. = 0,0684mem cada periodo de carregamento, indicado pela linha que corta o grafico.

Figura 25 — Deslocamento da trelica do exemplo A-ii
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Figura 26 — Forca axial da barra 66 do

exemplo A-ii
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Fonte: O Autor

Para o caso do comportamento da forga normal no tempo da barra 66 mostrada na

Figura 26 nota-se que o resultado do modelo estatico coincide com o valor médio do modelo

dindmico, apenas no intervalo de 0 a 1s. A medida que os pulsos se repetem se tem uma
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pequena variacdo no valor médio, que é em torno de 7.500 KN, correspondente ao intervalo

de cada pulso. Por outro lado deve-se considerar que para efeitos de verificagdo da integridade

da estrutura como ha repeticdo periodica do carregamento ao invés do valor medio

correspondente a resposta estacionaria deve-se considerar o valor médio absoluto dos picos de

maior valor mostrados nas Figuras 25 e 26 e registrados na Tabela 7, estes valores foram

escolhidos pois representam maior seguranga para o projeto.

Tabela 7 — Resultados dindmico carregamento tipo onda quadrada para o exemplo A-ii

. . . Me di_a Estatico Diferenca

Pico 01 | Pico 02| Pico 03 sz)r;uco @ ((a-b)/a)x100
Deslocamento méx. emw (m)| 0,133 | 0,151 | 0,153 0,146 0,112 | -30,06%
Forca Axial na Barra 16 (N) |226712|164491|166658| 185954 | 173590 | -7,12%
Forca Axial na Barra 17 (N) 1998 | 1399 | 1421 1606 1310 | -22,60%
Forca Axial na Barra 66 (N) |248282|180345|182709| 203779 193850 | -5,12%
Forca Axial na Barra 67(N) |246710|179368|181721| 202600 188470 | -7,50%

Fonte: O Autor

Na Tabela 8 s&o apresentados os resultados para o deslocamento transversal maximo e

as forcas axiais nas barras produzidas pelo carregamento tipo meio seno.

Tabela 8 — Resultados dindmico carregamento tipo meio seno para o exemplo A-iii

. . : M?di.a Estatico | Diferenca

Pico 01 | Pico 02 | Pico 03 Dm?tg“co @ ((a-b)/2)x100
Deslocamento méx. emw (m) | 0,141 | 0,134 | 0,134 0,136 0,112 | -21,73%
Forca Axial na Barra 16 (N) |214874 |206213|205393| 208827 173590 | -20,30%
Forca Axial na Barra 17 (N) 1639 | 1558 | 1550 1582 1310 | -20,79%
Forca Axial na Barra 66 (N) |239766 | 230285229396 | 233149 | 193850 | -20,27%
Forca Axial na Barra 67(N) | 233670 | 224218 | 223337 | 227075 188470 | -20,48%

Fonte: O Autor

Conforme esperado as forcas axiais e deslocamento maximo da trelica foram maiores
quando levado em consideracdo as forcas de inércia em comparagdo ao modelo estatico,

mesmo 0 modelo estatico sendo majorado.
Os estudos de caso para o exemplo B séo obtidos para a trelica com carregamento e

condigdes de contorno indicadas na Figura 27.
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412 ExemploB

A trelica do exemplo B, Figura 27, terd as mesmas restricGes que o exemplo A e
mostra também o carregamento devido a pressdo dindmica do vento descrita na subsecdo
3.1.1.

Figura 27 — Trelica do exemplo B

8760 | 8760 | 8760 | 8760 | 8760 | 8760 | 4760 | 8760 | 8760 | 8760 | 6760 | 760 | 8760 | 8760 | 8760 | 8760

16 17

Fonte: O Autor

A exemplo do estudo anterior os resultados sdo obtidos para 0 modelo estatico com o
carregamento prescrito por norma para aproximar os efeitos dindmicos da agdo do vento e
para 0s carregamentos impulsivos descritos nas Figuras 22 e 23, e a barra que apresenta maior
compressdo no banzo inferior é a barra 66, por este motivo foram utilizadas estas barras para
demonstrar os resultados. Estes resultados serdo mostrados para o deslocamento transversal
maximo e para os esforcos normais nas barras indicadas na Figura 27, para 0s seguintes
estudos de caso:
iv. Modelo estatico com carregamento prescrito na subsecdo 3.1.1 e com
resultados apresentados na Tabela 9, obtidos pelos softwares FEM-
Reticulado2D e Strap.

V. Modelo dindmico com carregamento prescrito pela funcdo tipo onda quadrada
descrito na Figura 22 e com resultados apresentados nas Figuras 28 e 29 e na
Tabela 10.

Vi, Modelo dindmico com carregamento prescrito pela funcdo meio seno da Figura
23 e resultados apresentado na Tabela 11.

Um dos resultados interessante da Tabela 9 é a frequéncia natural da estrutura, onde é
menor em comparacdo ao exemplo A. Este fato se deve principalmente a esbelteza da
estrutura, e por isso, deve-se verificar a possibilidade do vento excitar a estrutura em
frequéncias baixas e da mesma entrar em ressonancia, como visto na revisdo bibliografica, a
norma NBR 6123:1988 orienta que para estrutura com periodo superior a um segundo se faz

necessario a verificacdo dinamica da estrutura.



Tabela 9 — Resultados do problema estatico para o exemplo B-iv

7

FEM Re‘z:):uladoZD S‘E[;';lp Unidade ((Da-lrfj)e/ggfgo
Deslocamento max. em w 0,1211 0,121 |m 0,08%
Frequéncia Natural 3,33 3,30 |Hz 0,90%
Forca Axial na Barra 16 261400 260270 |N 0,43%
Forca Axial na Barra 17 2340 2320 |N 0,85%
Forca Axial na Barra 66 206470 205770 |N 0,34%
Forca Axial na Barra 67 196380 195650 | N 0,37%

Fonte: O Autor

Os resultados do carregamento dindmico do tipo onda quadrada séo apresentados na
Tabela 10 e nas Figuras 28 e 29, na Tabela 11 sdo apresentados os resultados do carregamento

dindmico do tipo meio seno.

Tabela 10 — Resultados dindmico carregamento tipo onda quadrada para o exemplo B-v

. . : M?di? Estatico | Diferenga

Pico 01| Pico 02 | Pico 03 Dm?gnco (@ | ((a-b)/a)x100
Deslocamento max. emw (m) | 0,1296 | 0,152 | 0,1551 0,146 0,1211 | -20,20%
Forca Axial na Barra 16 (N) | 404494 | 294003 |279018| 325838 261400 | -24,65%
Forca Axial na Barra 17 (N) 3703 | 2674 | 2534 2970,33 2340 | -26,94%
Forca Axial na Barra 66 (N) |313858 | 228056 |216427 | 252780 | 206470 | -22,43%
Forca Axial na Barra 67(N) | 307462 | 223805 (212453 | 247907 196380 | -26,24%

Fonte: O Autor

Tabela 11 — Resultados dindmico carregamento tipo meio seno para o exemplo B-vi

. . : M?di.a Estatico | Diferenca

Pico 01| Pico 02 | Pico 03 sz)r;uco @ | ((a-b)a)x100
Deslocamento max. em w (m) | 0,1657 | 0,1522 | 0,1523 0,157 0,1211 | -29,42%
Forca Axial na Barra 16 (N) |348719 |324167|324268| 332385 261400 | -27,16%
Forca Axial na Barra 17 (N) 3192 | 2963 | 2964 3040 2340 | -29,90%
Forca Axial na Barra 66 (N) |274771|255704 |255784| 262086 | 206470 | -26,94%
Forca Axial na Barra 67(N) | 262278 | 243693 | 243768 | 249913 | 196380 | -27,26%

Fonte: O Autor

Na comparacéo do exemplo B os valores do modelo Dindmico estdo em torno de 27%

maiores do que o modelo estatico.
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Figura 28 — Deslocamento da trelica do exemplo B-vi
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Figura 29 — Forca axial da barra 66 do exemplo B-vi
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De acordo com os resultados observados nas Tabelas 9, 10 e 11, para o deslocamento
transversal méximo e as forgas axiais nas barras analisadas nota-se um aumento significativo
de em torno de 10% nas magnitudes destes resultados com relag&o aos obtidos nas Tabelas 6,
7 e 8 do exemplo A para os mesmos carregamentos. Esta diferenca ndo se verifica tanto nos
modelos estaticos, porém de forma mais intensa nos modelos dindmicos e sdo decorrentes da

acao das forcas de inércia sobre estruturas mais esbeltas.
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4.1.3 ExemploC

A trelica do exemplo C, Figura 30, tera as mesmas restricbes do exemplo A e B e

mostra também o carregamento devido a pressdo dinamica do vento.

Figura 30 — Trelica do exemplo C

Fonte: O Autor

Os resultados sdo obtidos para o modelo estatico com o carregamento conforme
exemplos anteriores, 0s carregamentos impulsivos do modelo dindmico sdo descritos nas
Figuras 22 e 23. Estes resultados serdo mostrados para o deslocamento transversal méaximo e
para os esfor¢os normais nas barras indicadas na Figura 30 para os seguintes estudos de caso:
vii.  Modelo estatico com carregamento prescrito na subsecdo 3.1.1 e com
resultados apresentados na Tabela 12, obtidos pelos softwares FEM-
Reticulado2D e pelo STRAP.

viii.  Modelo dindmico com carregamento prescrito pela funcdo onda quadrada
descrita na Figura 22 e com resultados apresentados na Tabela 13.

iX. Modelo dindmico com carregamento prescrito pela funcdo meio seno da Figura

23 e com resultados apresentados nas Figuras 31 e 32 na Tabela 14.

Tabela 12 — Resultados do problema estético para o exemplo C-vii

FEM Re'z;uladoZD S’EL:;\p Unidade (g_lzt)a/;e)z)r:fgo
Deslocamento max. em w 0,085 0,0846 |m 0,47%
Frequéncia Natural 3,75 3,72 |Hz 0,80%
Forca Axial na Barra 17 193970 192877 | N 0,56%
Forca Axial na Barra 18 5166 5120 |N 0,89%
Forca Axial na Barra 54 113070 112626 | N 0,39%
Forca Axial na Barra 72 205040 204587 |N 0,22%

Fonte: O Autor

Como nos exemplos anteriores os resultados da Tabela 12, dos modelos estaticos

obtidos para as condicGes de carregamento de vento da norma pelo FEM-Reticulado2D e pelo
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STRAP, mostram resultados muito préximos com uma diferenca relativa abaixo de 1% tanto
para o deslocamento quanto para as forgas axiais nas barras prescritas para a analise.

A primeira frequéncia natural é baixa, porém muito longe das frequéncias de rajadas
de vento que oscilam em torno de 1Hz e podem ocasionar o efeito de ressonancia na estrutura.

Os resultados obtidos com os modelos dindmicos tanto para o deslocamento
transversal méximo como para as forgas axiais nas barras s&o significativamente maiores,
cerca de 35%, do que os obtidos com o0 modelo estatico com a majoracdo de carregamento
prescrito na norma NBR 8800: 2008. Por outro lado para este exemplo o carregamento
dindmico decorrente do pulso de onda quadrada mostrou valores maiores para o deslocamento

e para os esfor¢os normais nas barras prescritas do que o carregamento produzido pela funcao

meio seno, conforme Tabelas 13 e 14 e Figuras 31 e 32.

Tabela 13 — Resultados dindmico carregamento tipo onda quadrada para o exemplo C-viii

. . . Me di_a Estatico | Diferenca

Pico 01| Pico 02 | Pico 03 Dm?guco @ | (@b)a)xi00
Deslocamento max. em w (m) | 0,0932 | 0,1456 | 0,1567 0,132 0,085 | -55,10%
Forca Axial na Barra 17 (N) |249318 303627 |304818| 285921 193970 | -47,40%
Forca Axial na Barra 18 (N) 7342 | 9009 | 9045 8465,33 5166 | -63,87%
Forca Axial na Barra 54 (N) |138009 | 168016 | 168674 | 158233 113070 | -39,94%
Forca Axial na Barra 72 (N) | 247984 |303776|305003| 285588 205040 | -39,28%

Fonte: O Autor

Tabela 14 — Resultados dindmico carregamento tipo meio seno para o exemplo C-ix

. . . Me di_a Estatico | Diferenca

Pico 01| Pico 02 | Pico 03 Dm?tg“co @ | (@b)a)xi00
Deslocamento max. em w (m) | 0,1158 | 0,1071 | 0,1053 0,109 0,085 | -28,71%
Forca Axial na Barra 17 (N) |258085 | 242159 |238729| 246324 | 193970 | -26,99%
Forca Axial na Barra 18 (N) 7139 | 6631 | 6526 6765 5166 | -30,96%
Forca Axial na Barra 54 (N) |149314|140617|138722| 142884 113070 | -26,37%
Forca Axial na Barra 72 (N) | 245852 | 229069 | 225543 | 233488 205040 | -13,87%

Fonte: O Autor

Com base nos resultados dos trés exemplos citados, as forcas axiais e deslocamento da
trelica sdo maiores quando levado em consideragdo as forcas de inércia dos materiais. Outra
observagdo importante a ser feita € que quanto menor a frequéncia natural da estrutura, maior

é a diferenca entre o modelo estatico e 0 modelo dinamico.
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Figura 31 — Deslocamento da trelica do exemplo C-ix
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Fonte: O Autor

Figura 32 — Forca axial da barra 54 estudo do exemplo C-ix
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Fonte: O Autor

A partir dos esfor¢cos normais para cada exemplo e cada estudo de caso correspondente
ao exemplo sera analisado na préxima secdo o estado de tensdes e deformacdes plésticas

correspondentes nas juntas K obtidos pelas barras prescritas nos exemplos AB e C.
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4.2  ESTADO DE TENSOES E DEFORMACOES NAS JUNTAS K

Para melhor avaliar o quanto se faz necessario considerar os efeitos dindmicos em
estruturas de grande porte, sera apresentado a seguir a analise dos estados de tensfes e
deformacbes nas juntas do tipo K, decorrente dos resultados dos modelos estaticos e
dindmicos. Este estado de tensdes e deformacgdes em torno da junta K é obtido por um modelo
estatico local, construido a partir dos perfis utilizados em cada exemplo com dimens@es de
0,5m a partir da junta, esta distancia foi escolhida para que os efeitos das condicbes de
contorno nédo influenciem na junta, e condigcdes de contorno descritas na Figura 33. As forgas
que atuam neste modelo decorrem dos esforgos normais das barras de cada exemplo e para

cada estudo de caso descrito na subsecéo 4.1.

Figura 33 — Condicdes de contorno da junta K

[ Fixed Support

|E_"| Displacement
. Force:-2340, M
. Force 2; 2 B14e+005 M

[B Force 3:2,0647e+005 N
[F) Force 4:-1,96382+005 M
|E Displacement 2

Fonte: ANSYS

Os resultados das tensdes e deformacdes nas regifes das juntas K foram obtidos por
meio de um modelo numérico utilizando o MEF através do software comercial ANSYS.

A malha gerada pelo Ansys é um método independente tetraédrica, baseia-se em
algoritmo de subdivisdo espacial. Este algoritmo assegura o refinamento da malha onde
necessario, mas mantém elementos maiores onde é possivel, isto para melhorar o tempo de
computacdo. A quantidade de elementos das malhas utilizadas para os modelos sdo
determinados por meio do software ANSYS, onde o mesmo refina a malha até 0 momento em

que a resposta em termos de energia apresentem uma convergéncia. O elemento utilizado em



83

todos os exemplos é do tipo sélido tetraédrico, isto porque este tipo de elemento é mais
fidedigno ao modelo real na Figura 34 é apresenta uma das malhas geradas para junta tipo K.

Figura 34 — Malha na junta

Fonte: ANSYS

Os estados de tensGes e deformacgdes sdo analisados através das tensbes equivalentes
de von-Mises e das deformacdes plasticas equivalentes ambas descritas respectivamente em

funcdo das tensdes e deformaces principais pelas equagdes (105)-(106).

- :|:(O'l—0'2)2+(0'2 _20'3)2"'(0'3_0'1)2}% (105)
& —i(l[(g —&, ) +(5,— &) +(5,—¢ )2]]% (106)
T Y e 2 &3 378

Na Eqg. (106) o coeficiente de Poisson tem valor v =0,5, ja 0 modelo de deformag&o

plastica ocorre sem variacdo de volume.
Os resultados sdo discutidos através de trés analises correspondentes aos exemplos a

sequir.
4.2.1 Exemplo A

Os resultados sdo obtidos a partir do modelo estatico local descrito na Figura 33 com
as cargas nas barras 16, 17, 66 e 67 referentes aos trés estudos de caso apresentados nas
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Tabelas 6, 7 e 8. As solicitagbes do modelo local da junta correspondem aos esforcos
produzidos pelo carregamento estatico e pelos carregamentos dindmicos das estruturas
reticuladas analisadas. Para, a junta tipo K, correspondente a este estudo de caso as malhas

obtidas, assim como o erro em norma de energia pelo processo de auto-adaptatividade “h”,
sdo indicados na Figura 35 e na Tabela 15.

Figura 35 — Convergéncia em termos de energia do exemplo A
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Fonte: ANSYS

Tabela 15 — Refino da malha do exemplo A

N©° Energia (J) AE (%) Elementos
1 0,08024 - 34985
2 0,05148 -43,66 62574
3 0,05159 0,203 150514

Fonte: Adaptado do ANSYS

Os resultados sdo mostrados por meio das tensdes equivalente de von-Mises (TevM)
na Figura 36 a, b e c, e das deformacdes plasticas equivalentes (DPe) na Figura 37 a,bec, e
por meio dos valores maximos para as tensdes equivalente, deformagdes plasticas equivalente

e energia de deformacéo (ED) para cada estudo de caso descritos na Tabela 16.
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Tabela 16 — Resultados maximos de (TevM), (DPe) e (ED) para o exemplo A

Modelo Modelo Modelo
e dindmico tipo | dindmico tipo
estatico NBR .
pulso meio seno
Tensdo von-Mises (MPa) 269,6 268,2 273,7
Deformagdo Pléstica (m/m) 0,00380 0,00346 0,00588
Energia de Deformagéo (J) 0,0467 0,0516 0,0855

Fonte: O Autor

Figura 36 — Tensdo equivalente de von-Mises na junta do exemplo A

C
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Fonte: Adaptado do ANSYS

Figura 37 — Deformacdes plasticas equivalentes na junta do exemplo A
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Fonte: Adaptado do ANSY
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Os resultados em tensdes de von-Mises apresentados na Figura 36 a, b e ¢ mostram
uma diferenga pouco significativa, porém as deformagdes plésticas geradas pelo carregamento
do modelo dindmico tipo onda meio seno € quase o dobro do modelo estatico a Figura 37a e
37c confirmam a influéncia das forcas de inércia nestes campos. A mesma diferenca ocorre
com a Energia de deformagdo, onde a Tabela 16 mostra que para 0 modelo dindmico tipo
onda meio seno é praticamente o dobro do modelo estético.

4.2.2 ExemploB

Estes resultados sdo obtidos a partir do mesmo modelo estatico local descrito na
Figura 33, com as propriedades fisicas e geométricas do perfil descritas na subsecdo 3.1 e com
as cargas nas barras 16, 17, 66 e 67 referentes aos resultados de trés estudos de caso indicados
nas Tabelas 9, 10 e 11 correspondentes aos esforgos produzidos pelo carregamento estatico e
pelos carregamentos dindmicos. De forma similar ao exemplo anterior a malha final do
modelo numérico foi obtida por refino “h” baseado no resido da energia de deformacgdo. OS

resultados do refino sdo indicados na Figura 38 e na Tabela 17.

Figura 38 — Convergéncia em termos de energia do exemplo B
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Fonte: ANSYS



87

Tabela 17 — Refino da malha do exemplo B

N° Energia (J) AE (%) Elementos
1 0,07412 - 66314
2 0,02938 -86,44 112017
3 0,02940 0,072 196996

Fonte: Adaptado do ANSYS

Os valores das tensdes de von-Mises equivalente, das deformacdes plasticas

equivalente e energia de deformacdo sdo apresentados na Tabela 18 juntamente com as

Figuras39a,beceFigurad40a, bec.

Tabela 18 — Resultados maximos de (TevM), (DPe) e (ED) para o exemplo B

Modelo di I}/Io_delo. Modelo dindmico
o indmico tipo ) :
estatico NBR tipo meio seno
pulso
Tensdo von-Mises (MPa) 351,2 386,2 414.9
Deformacéo Plastica (m/m) 0,0144 0,0176 0,0222
Energia de Deformacao (J) 0,0584 0,1289 0,0294

Fonte: O Autor

Figura 39 — Tensdo equivalente de von-Mises na junta do exemplo B

a

3,5121e8 Max
3,1609e8
2,8097e8
2,4585e8
2,1074e8
1,7562e8
1,405e8
1,0538e8
7,0267e7
3,5149e7

I 31853 Min

[ PEEEEEEE

b

3,8621e8 Max
3,475%e8
3,0897e8
2,7036e8
2,3174e8
1,9312e8
1,545e8
1,1588e8
7,7264e7
3,8646e7
27507 Min

C

4,1498e8 Max
3,7349e8
3,3199%8
2,905e8
2,498
2,0751e8
1,6602e8
1,2452e8
8,3028e7
4,1534e7
39656 Min

BT .

Fonte: Adaptado do ANSYS
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Figura 40 — Deformacdes pléasticas equivalentes na junta do exemplo B

a b c
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Fonte: Adaptado do ANSYS

Tanto as tensbes de von-Mises como as deformacbes equivalentes e a energia de
deformacdo neste exemplo apresentam valores muito superiores para 0 modelo dindmico com
carregamento tipo onda meio seno em comparagdo com o modelo estatico. Os resultados da
deformacédo plastica mostrados na Figura 40a correspondente ao modelo estatico apresenta
quase a metade dos valores observados na Figura 40c. Estes resultados sdo confirmados pela
Tabela 18, estas diferencas nas tensdes e deformacdes se deve que a forca aplicada nos

modelos dinamicos e cerca de 30% maior que o0 modelo estético.

4.2.3 ExemploC

Para o exemplo C sdo obtidos a partir do mesmo modelo estatico local descrito na
Figura 33, com as propriedades fisicas e geométricas do perfil descritas na subsecdo 3.1 e com
as cargas nas barras 17, 18, 54 e 72 referentes aos resultados dos estudos de caso indicados
nas Tabelas 12, 13 e 14 correspondentes aos esfor¢os produzidos pelo carregamento estatico e
pelos carregamentos dindmicos da funcdo da onda quadrada e da funcdo meio seno
respectivamente. Para esta junta da trelica foi gerado uma malha final com 356506 elementos,
a curva de convergéncia em termos de energia para este exemplo € mostrada na Figura 41 e 0

refino “h” é indicado na Tabela 19.
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Figura 41 — Convergéncia em termos de energia do exemplo C
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Fonte: ANSYS

Tabela 19 — Refino da malha do exemplo C

N©° Energia (J) AE (%) Elementos
1 0,03093 - 137210
2 0,02321 -28,51 170755
3 0,02332 0,076 356506

Fonte: Adaptado do ANSYS

Os valores das tensdes de von-Mises, das deformacdes plasticas equivalentes e energia

de deformacéo sdo apresentados na Tabela 20 juntamente com as Figuras 42 a, b e ¢ e Figuras

43 a,bec.

Tabela 20 — Resultados méaximos de (TevM), (DPe) e (ED) para o exemplo C

Modelo Modelo Modelo
estatico dindmico tipo | dinamico tipo
NBR pulso meio seno
Tensdo von-Mises (MPa) 289,5 312,4 290,5
Deformac&o Pléastica (m/m) 0,00519 0,00861 0,00622
Energia de Deformacao (J) 0,0232 0,0463 0,0278

Fonte: O Autor
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Figura 42 — Tensao equivalente de von-Mises na junta do exemplo C
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Fonte: Adaptado do ANSYS

Neste exemplo as tensbes de von-Mises apresentadas através da Tabela 20 e das
Figuras 42 a, b e ¢ ndo mostram resultados discrepantes em termos de valores e de regido

solicitada para os trés estudos de caso.

Figura 43 — Deformac®es plasticas equivalentes na junta do exemplo C
a b c
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Fonte: Adaptado do ANSYS

Por outro lado as deformacBes plésticas equivalentes correspondentes ao modelo

dindmico com carregamento tipo onda quadrada, conforme Figura 43b, mostra o maior valor
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do que o0 modelo dindmico correspondente ao carregamento com fun¢do meio seno mostrado
na Figura 43c e quase o dobro do valor mostrado no modelo estatico na Figura 43a, isso se
deve, pois, 0 carregamento tipo onda quadrada tem as barras mais solicitadas em comparagéo
0s outros modelos.

Se utilizou os valores maximos de tensdo equivalente de von-Mises, deformacdo
plastica e energia de deformacéo para efeito de comparagdo entre valores, em um projeto o
mais adequado seria escolher um valor com Vvarios pontos, pois 0 valor maximo corresponde
somente a um ponto no sistema, nas Figuras36, 37, 39, 40, 42 e 43, nota-se que 0 segundo
valor tanto para tensdo equivalente de von-Mises e Deformacéo plastica é consideravelmente
menor.

A energia de deformacdo também é maior no modelo dindmico tipo pulso em
comparagdo com o modelo estatico, isso se deve a geometria da trelica com banzo inclinado

se comportar de forma diferente, contudo o modelo dindmico ainda supera 0 modelo estatico.
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5 CONCLUSAO

Este capitulo traz as conclusdes do trabalho realizado, e sugestbes para trabalhos
futuros. De forma geral os resultados confirmam que o objetivo do trabalho foi alcangado.

Com base nos resultados observados a regido plastificada nas juntas das trelicas foram
maiores nos exemplos B e C que correspondem aos modelos mais esbeltos e onde foram
observados os maiores valores para os esforcos normais das barras. O fato observado nos
exemplos supracitados conduz a conclusdo que para estruturas de mesmo véo livre, as
estruturas mais esbeltas, ou seja, as de menor inércia transversal sdo mais sensiveis aos efeitos
dindmicos.

A energia de deformacdo verificada nos trés exemplos que os efeitos dindmicos em
estruturas esbeltas sdo maiores do que comparado com o modelo estatico. Nos exemplos A e
B a energia de deformacdo que mais impactou foi a do modelo dindmico tipo meio seno, ja no
exemplo C a energia de deformacgdo mais impactante foi a do modelo dindmico tipo pulso,
portanto a geometria da trelica influéncia nos resultados, porém o modelo dindmico ainda
continua sendo superior ao modelo estatico.

Os resultados de valores maximos de tensdo equivalente de von-Mises e deformagéo
plastica comparados no capitulo de resultados, mostram que para os exemplos citados o
modelo dindmico tem valores maiores quando comparado com o estatico, porém os valores
sdo correspondentes a um ponto, os valores alisando a regido como um todo sdo menores, em
um projeto o ideal seria adotar um valor menor que o valor maximo.

De forma geral, se pode verificar nos exemplos analisados que os esfor¢cos normais e
deformacbes geradas levando em consideragdo a influéncia das forcas de inércia sdo
consideravelmente maiores que as provenientes do modelo estatico considerando o
coeficiente de seguranca prescrito pela norma NBR 8800: 2008. Esta afirmacdo ndo quer
dizer que todas as estruturas calculadas pelo método estatico tém risco de ruina, pois, 0
modelo estatico prevé em seu célculo um coeficiente de seguranca para contemplar as forcas
de inércia envolvidas no modelo dindmico. O que sim se pode concluir, a partir dos estudos
feitos neste trabalho, € que grandes estruturas esbeltas, devem ser verificadas também com

modelos dindmicos.
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51  SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

A seguir serdo apresentadas algumas propostas ou sugestdes para continuidade da
pesquisa apresentada.

Devido a oscilagdo da forca atuante nas barras das trelicas vista nos graficos desta
dissertacdo, sugere-se o estudo do efeito de vida util por fadiga nas juntas tipo K.

Outro aspecto importante que pode ser aprofundado ¢ a influéncia da solda nos nos das
trelicas, onde estes afetam termicamente o material usado, mudando suas caracteristicas
fisicas.

O material quando € levado em conta as forcas de inércia € muito importante, a
sugestdo é variar o material, bem como a se¢do transversal do mesmo.

Neste trabalho foi considerada estrutura em regime elastico linear, visto que as
conclusdes serdo utilizadas em projetos onde sdo controladas as deflexdes.

Entretanto, para aprofundar mais o tema propdem-se o estudo considerando a néo
linearidade geomeétrica e fisica.

Para os exemplos deste trabalho foram considerados carregamentos deterministicos
para o problema estatico e dindmico, neste sentido, a sugestao para trabalhos futuros é utilizar

um carregamento estocastico para formulacéo dindmica.
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