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RESUMO

Neste trabalho sdo descritas analises estatica e dinamica em regime elastico de poérticos
espaciais com incerteza no carregamento utilizando o método de elementos finitos (MEF). A
abordagem do problema dinamico estrutural de vibracdes forcadas sera feita dentro do regime
elastico linear com amortecimento viscoso. O portico é abordado com teoria de viga fina onde
sdo considerados os acoplamentos devido as forcas normais e a torcdo sobre o modelo de
flexdo em viga fina de Bernoulli-Euler. A formulac&o forte do problema dinadmico da viga
com carga axial € obtida a partir das equacdes de equilibrio de Euler-Lagrange, decorrentes do
principio variacional de Hamilton e, a formulacéo forte do problema dindmico do eixo longo
sujeito a tor¢cdo é determinada utilizando o modelo de tor¢cdo de Saint-Venan. Para a
determinagdo da formulacdo fraca para o elemento de viga tridimensional foi aplicado o
meétodo dos residuos ponderados Galerkin. Também € descrita neste trabalho, a analise da
confiabilidade estrutural considerando a incerteza no carregamento e, em algumas
propriedades mecanicas dos materiais, utilizando o método de Monte Carlo (MMC). A série
de Neumann foi utilizada como alternativa para reduzir o tempo de processamento do
problema dindmico. A analise simultanea das diversas variaveis foi abordada utilizando a
estatistica multivariada. Os resultados da analise estatica e de vibracdes livres dos exemplos
numericos sao apresentados com o intuito de validar os métodos contidos neste trabalho
comparando-os com resultados obtidos utilizando swmftware comercial de analise
estrutural.

Palavras-chaves:Pérticos espaciais. Analise estatica. Analise Dinamica. Elementos finitos.
Incerteza no carregamento. Monte Carlo.



ABSTRACT

In this thesis, static and dynamic analysis of elastic space frames with regime uncertainty in
loading using the finite element method (FEM) are described. A structural approach to the
dynamic problem of forced vibrations will be made within the linear elastic regime with
viscous damping. The structure is approached with thin beam theory which the couplings are
considered normal forces due to twisting and bending about the model thin Bernoulli-Euler
beam. The strong formulation of the dynamic problem of the beam with axial load is obtained
from the equilibrium equations of Euler-Lagrange equations arising from the variational
principle of Hamilton and the strong formulation of the dynamic problem of the long shaft
under torsion is determined using the model of twist of Saint-Venan. To determine the weak
formulation for three-dimensional beam element applies the Galerkin method of weighted
residues. Is also described in this study, the analysis of structural reliability considering the
uncertainty in loading and some mechanical properties of materials using the Monte Carlo
method (MMC). Neumann series will be used as an alternative to reduce the processing time
of the dynamic problem. The simultaneous analysis of several variables is addressed using
multivariate statistics. Some results of numerical examples are presented in order to validate
the methods contained in this work compared with the results obtained from structural
analysis of commercial software.

Keywords: Space frames. Static analysis. Dynamic Analysis. Finite elements. Uncertainty in
loading. Monte Carlo.
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1 INTRODUCAO

A presente dissertacao refere-se a analise estitittadmica de porticos espaciais
com incerteza no carregamento utilizando o meétoelcelementos finitos e faz parte do
Programa de Pdés-graduacdo em Engenharia Mecanitinigarsidade de Caxias do Sul,
Mestrado Profissional, realizado juntamente comnpresa Dallemole Estruturas Metélicas.

1.1 APRESENTACAO DA EMPRESA

A Dallemole Estruturas Metdlicas iniciou suas atides empresariais em 1988, atua
na fabricacdo e montagem de obras para fins indigsér comerciais. Localizada na cidade de
Flores da Cunha, a empresa esta instalada em w@mnt& phdustrial com 12.000 m2 de area
construida. Especializada em galpdes industriaidfDadlemole Estruturas Metélicas se
responsabiliza pelo projeto, fabricacdo e montagesh estruturas metélicas. Com foco na
fabricacdo de pecas metalicas trelicadas, a Daléemstruturas Metélicas conta com uma
equipe de engenharia prépria, que é a responsaleldesenvolvimento de todos os seus
projetos de acordo com as normas nacionais e atemais. Na montagem das estruturas
metalicas, a empresa conta com uma equipe de sgrexw que fiscalizam a montagem
garantindo a sua conformidade com o projeto e gpaumento dos prazos acordados com o
cliente.

Com projetos de crescimento previstos em seu plarejto estratégico para os
proximos anos e, projecado de dobrar a capacidadiijiva j& em 2014 com a inauguragdo da
nova planta com 24.000 m2 de area construida, aesapnveste no conhecimento para o
desenvolvimento de novos projetos visando deseergrodutos cada vez mais seguros e

competitivos.

1.2  JUSTIFICATIVA

O crescimento da construcao metalica no Brasippgnmonado pela disseminacéo da
utilizagdo do aco em edificagcdes e pelo aumentdetaanda do mercado em obras mais
rapidas, eficientes e com menor impacto ambiematfiera ser limitado pela falta de

capacitacao e qualificacdo dos profissionais respais pelo seu desenvolvimento.
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Para atender a este cenario, o tipo de estrutur@ioaemudou nas Ultimas décadas.
Os projetos estdo cada vez mais desafiadores, jauestruturas maiores e mais esbeltas
exigindo uma maior qualificacéo por parte dos geifinais responsaveis por estes projetos.

Dentro deste contexto surge a necessidade de\sdiaea&omportamentos que, em
estruturas menores, nao causam impactos significapara o seu dimensionamento, porém
em grandes estruturas podem ser relevantes ndtadesu

Na utilizacdo de estruturas, onde os efeitos dio@nisao significativos, como
aeronaves, plataformas de prospeccdo de petromues de grandes vaos, estruturas
submetidas a fenbmenos sismicos, grandes estrigubssetidas a acdo de vento, etc., os
modelos de carregamento deterministicos ndo seranmostdequados para aproximar as
solicitacbes de carater aleatorio sobre o0s compeserstruturais. Neste sentido a
consideracdo dos efeitos de aleatoriedade do eamesgo possibilita ao modelo uma
simulag&do mais realista do comportamento dinamstauteiral e dos mecanismos de falha a
ele associados.

Os fendbmenos de aleatoriedade comecam a ser absrdeam um formalismo
matematico consolidado, na década de quarenta mpogrupo de fisicos do laboratério
americano de Los Alamos no novo México, para estpdzblemas de difusdo aleatéria de
neutrinos num material radiativo. Dentre estesdisise destaca Stanislaw Ulam, pai do
método de Monte Carlo, baseado na teoria de vasiakeatdrias. Desde entdo a utilizacao
deste método, vem sendo ampliada em varios seguisdas ciéncias e da tecnologia. Na
engenharia estrutural, a utlizacdo de métodos qoesideram aleatoriedade de
carregamentos, propriedades fisicas e geométr@asamponentes estruturais tem ganhado
significativa importancia a partir da década derdgd. Dentro deste contexto, pesquisas tém
evoluido no sentido de aprimorar os métodos trada&s, como o Monte Carlo Direto, de
forma a torna-lo mais eficiente na abordagem dblenoas de grande porte.

A partir do exposto propde-se neste trabalho unmadalgem do comportamento
dindmico de estruturas reticuladas tridimensiongizando o Método de Elementos Finitos
juntamente com o método de Monte Carlo Direto, mamasiderar os efeitos aleatérios do

carregamento em problemas estaticos e dinamicestdduras reticuladas espaciais.
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OBJETIVO GERAL

Este trabalho tem por objetivo analisar o compogtaim estatico e dinadmica de

porticos espaciais com incerteza no carregameiltpantio o método de elementos finitos,

juntamente com o método de Monte Carlo.

1.4

OBJETIVOS ESPECIFICOS

A fim de alcancar o objetivo geral do trabalho,afar definidos os seguintes

objetivos especificos:

a)

b)

c)

d)

f)

Estudar o método de elementos finitos para abondaggatica e dinamica de
estruturas reticuladas espaciais.

Desenvolver as rotinas de pré e pds processamedrsd gorticos espaciais
utilizando o método de elementos finitos converaion

Estudar o método de Monte Carlo e suas aplicacdes peoblemas de

confiabilidade estrutural.

Desenvolver rotinas no Matlab para aplicar o métaldo Monte Carlo na

abordagem de problemas dindmicos em estruturasuleetas sujeitas a
carregamentos aleatorios.

Desenvolver o Método de Monte Carlo utilizando resgde Neumann para reduzir
o tempo de inversdo da matriz efetiva na abordatjeé@mica.

Determinar a probabilidade de falha da estrutura.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

A analise estrutural exige conhecimento, tempo l@lidade do calculista antes e
durante o processo de calculo. As corretas escalbamodelo utilizado para simular o
comportamento estrutural e as selecdes adequadasodaponentes que irdo compor o
arranjo estrutural sdo, dentre outras tarefas,uasnggis exigem da capacidade técnica do
engenheiro.

A utilizacdo de técnicas de analise computaciona$ estruturas exige um
aprimoramento profundo dos sistemas estruturais,fodma a proporcionarem maior
economia e principalmente uma adequada seguranca.

As representacfes matematicas dos modelos fisequessas geralmente em
equacdes diferenciais e/ou integrais, podem sacisoladas via métodos analiticos. Este tipo
de solucdo se aplica para poucos casos, tais commélese elastica de estruturas com
carregamento estatico. Para casos de estruturasogrefeitos dindmicos séo significativos as
solugdes analiticas, em geral, ndo estdo dispenpaga esses casos, requerendo, portanto, a
escolha de procedimentos aproximados para a coaéetraas solugbes: os métodos
numericos. Dentre as técnicas numéricas destagdstodo dos Elementos Finitos (MEF).

Estabelecida a partir da discretizacdo do meioimont 0 Método de Elementos
Finitos (MEF) é uma técnica de calculo de manaia @ sélido € subdividido em um nimero
finito de partes, denominados de Elementos, codestantre si por intermédio de pontos
discretos, chamados de Noés. A escolha adequad@acetdo tamanho dos Elementos
depende das propriedades do problema em questgondge Clough e Wilson (1990) a
andlise estrutural anterior a 1952 estava resdritéiscretizacdo do continuo utilizando-se
elementos conectados a dois pontos no espaco. igndedo de Método dos Elementos
Finitos foi cunhada por Clough (1960) em um artggbre analise de estados planos de
tensao, cujos campos de deformacdes foram intelp®lpor uma distribuicdo constante. O
MEF ja foi aplicado em diversos problemas de ae&@istrutural desde estruturas reticuladas,
passando por estruturas de superficies (placagagjae finalmente em estruturas
volumétricas. A descricdo especifica do MEF paranpmnentes estruturais pode ser
encontrada em diversos trabalhos, como no casevdatamento feito por Mackerle (2000).

As primeiras abordagens de problemas fisicos atiip métodos estocasticos na
engenharia estrutural, com o intuito de questi@arcerteza nos parametros de projeto de
componentes estruturais, segundo Nowak e Colli@®QR se devem a Mayer (1926),
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Wierzbicki (1936) e Strelezki (1947). Nos traballsogpracitados os autores concluiram que
as cargas e 0s parametros de resisténcia sao igaateatorias dependentes ou ndo do tempo
e sempre para cada estrutura ha uma probabilidatiede falha durante a sua vida util.

Entretanto, os trabalhos apresentados por Cora8b9) e posteriormente por
Hasofer e Lind (1974) foram os primeiros a abommaspectos qualitativos da analise de
confiabilidade estrutural. O trabalho apresentado @ornell (1969) propde o indice de
confiabilidade em segundo momento (variancia) tasdb em uma formulacdo que continua
em vigor. No segundo trabalho, € proposta a définjzara um formato invariante do indice
de confiabilidadéd obtido no espaco das variaveis reduzidas (espagedgano), que consiste
em avaliar o valor da variavel aleatoria ao inveésudlas médias na funcéo de estado limite no
ponto de projeto. Esta proposta é considerada wmardiores contribuicbes nos modelos
matematicos de confiabilidade estrutural.

O trabalho apresentado por Rackwitz e Fiessle (1pi&de calcular o indice de
confiabilidade, por meio de um método interativole gdeva em consideracdo a funcao
densidade de probabilidade normal para todas &s/ess.

A proposta de Grigoriu, Veneziano e Cornell (19¢8hsiste na definicdo das
fungBes de distribuicdo de probabilidade das varsagleatérias. Se estas funcbes ndo forem
definidas corretamente acarretardo em graves emasdeterminacdo do indice de
confiabilidade.

Melchers (1983) destaca a importancia de se camsjdem sistemas estruturais, a
correlacdo entre resisténcia dos seus elementas @ater uma avaliacdo correta da
probabilidade global de falha do sistema estrutural

Em outra importante proposta, que leva em congjdera fato de que as variaveis
aleatdrias ndo possuem a mesma influéncia na pholaale global de falha de um sistema
estrutural, Madssen (1988) propde um modelo quealéitores de sensibilidade associados
a estas variaveis. Estes fatores contribuem padiminuicdo do numero de variaveis
aleatérias do problema e, consequentemente, imiamndiretamente no tempo necessario
para o processamento.

Dentre os trabalhos mais recentes na area de bia@ae estrutural, em ambito
nacional, podem ser citados, entre outros: Nog20@5) e Verzenhassi (2008).

No procedimento proposto por Nogueira (2005), asgveis associadas ao ponto
Otimo séo o ponto de partida para um novo probléenatimizacdo de um novo Lagrangeano
agora com as restricdes impostas pela equacaaatbdsnite de confiabilidade estrutural.

Isto € obtido através de uma técnica de acoplamentee 0 método deterministico de
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otimizacdo, baseado na minimizagédo sem restrigdésagrangeano da fungéo objetivo, e de
um meétodo probabilistico que utiliza o Método dep&ticie de Resposta (MSR) na
determinacao de equacao de estado limite.

Verzenhassi (2008) utiliza os métodos FORM/SORNamterminar as equacdes
de estado limite, juntamente com os métodos depwitg;do quadratica e Reguly-Falsi na
determinacdo do coeficiente de seguranca 6timo para funcdo objetivo definida como
custo global da estrutura.

Conforme Wenhui (2010), a utilizacdo da simulac&o Monte Carlo Direto na
resolucdo de problemas estocésticos utilizando wdoéde elementos finitos requer um
grande numero de amostras, 0 que requer muito telmpoocessamento para a realiza¢do do
calculo. Aplicando a expansdo de Neumann, no meételoMonte Carlo, ocorre um
incremento na eficiéncia computacional tornando odeio de elementos finitos mais
vantajoso. Wenhui (2010) apresenta também outrotodog aplicados no célculo de
problemas estocasticos que podem melhorar a poeeia&ficiéncia computacional.

No capitulo 3 serdo apresentadas as principaiss liaéeicas que serdo utilizadas

neste trabalho.
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3 METODOLOGIA APLICADA

A abordagem deste trabalho, para obtencdo dosadeslque serdo apresentados no
capitulo 4, sera realizada em duas etapas assinnuisadas.

Na primeira etapa sera feita a abordagem do pr@bldmamico estrutural de
vibragdes forgadas utilizando o MEF. O modelo ciagto para vigas finas, onde se definirdo
os acoplamentos devido as for¢as normais e a toseéd abordado com a teoria de viga fina
de Bernoulli-Euler. Utilizando as equacfes de éoud de Euler-Lagrange sera obtida a
formulacdo forte do problema dinamico da viga carga axial e, a formulagéo forte do
problema dindmico de tor¢do do eixo longo seraratada utilizando o modelo de tor¢ao
de Saint-Venan. A formulacéo fraca para a viganwhsional sera determinada através do
método dos residuos ponderados Galerkin. Os ceefes de rigidez, associados a
deformacé@o normal, tor¢cdo e flexdo, serdo obtides/@s da determinacdo das fungbes de
forma e mapeamento. As equacdes de equilibrio dooaserdo obtidas de acordo com a
formulacdo semi discreta para elementos de vigatfidimensional. Para diminuir os tempos
de processamento dos métodos de integracdo direteétodo de superposicdo modal sera
utilizado. O amortecimento de Rayleigh, para o |enmla dindmico, sera obtido por
combinacéo linear das matrizes de massa e rigidez.

Na segunda etapa sera feita a analise simultarse@adaveis contidas no problema
utilizando os conceitos da estatistica multivariddamétodo de Monte Carlo (MMC) sera
utilizado para a analise da confiabilidade estaltoonsiderando a incerteza no carregamento
e em algumas propriedades mecéanicas dos matdériaé&ie de Neumann serd utilizada como
alternativa para reduzir o tempo de processamentogprdblema dinamico através da

aproximacao da inversdo da matriz de rigidez edprve.

3.1 PROBLEMAS DE VIBRACOES FORCADAS EM PORTICOS ESPAC$A
UTILIZANDO O MEF

O problema do pértico espacial € abordado com a&ede viga fina onde sao
considerados os acoplamentos devido as forcas moeratorcdo sobre o modelo de flexdo
em viga fina de Bernoulli-Euler. A abordagem doljema dinamico estrutural de vibracdes

forcadas sera feita dentro do regime elastico lideaacordo o seguinte escopo:
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a) Determinacdo do modelo cinematico para vigas finas.

b) Obtencédo das equacdes de equilibrio dindmico & garprincipio variacional de
Hamilton para o problema de flexdo em vigas sotefaxial.

c) Obtencéo das equacdes de equilibrio dinamico ppraldema de torcdo em eixos
circulares longos.

d) Formulacgdes fracas para o problema da viga conaaatigl.

e) Formulacéo fraca para o problema de torcdo em é&xg®s.

f) Formulacdo fraca para o problema de vibracdo farcaoh vigas em 3D e
construcdo do espago de aproximacao.

g) Formulagcdo semi discreta em problemas de vibradodesdas em vigas em 3D.

h) Descricdo do problema no sistema global de cood#ena

i) Meétodo de integracéo direta de Newmark (MN).

j) Método de decomposi¢do modal.

k) Amortecimento viscoso.

3.1.1 Modelo cinematico para vigas finas

Na abordagem do modelo de vigas finas foram corsmide pequenos
deslocamentos, de forma que permanecam validap@sses da viga de Bernoulli-Euler.

O modelo de viga fina, ou modelo de Bernoulli-Eudetargamente utilizado na
engenharia, 0 mesmo € definido a partir de um noodelematico que desconsidera a
deformacéo cisalhante. Este modelo é utilizada para razdo vao livre / altura da ordem de
L/h=10, e fundamentam-se nas seguintes hipéteses:

a) Entre a superficie livre superior e inferior daavith uma superficie onde as fibras
nao modificam seu comprimento, chamada de superfaitra.

b) As secdes retas antes da deflexdo permanecenapéms deflexao.

c) As fibras perpendiculares a superficie neutra adiesdeflexdo permanecem
perpendiculares apés a deflexdo (desconsideracdefalanacao cisalhante).

d) As tensdes normais a superficie neutra ndo sdddewem consideracao.

A partir das hipoteses supracitadas, 0 modelo ctielmque descreve o movimento
de um ponto no interior da viga é mostrado na Ridia) e definido pelas equacdes 1 e 2. Na
abordagem do modelo da viga coluna foram considerpdquenos deslocamentos, de forma

gue permanecam validas as hipoteses da viga deukfBuler.
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g,y
)=ty

w(x) =w,() )

(1)

Na equacdo 1, a derivada do deslocamento tranb¢easetacdo sofrida pela secao
gue contém p’, que permanece perpendicular a témgetinha neutra como indicado na
Figura 1(a). A utilizacdo da derivada do deslocamémansversal para aproximar a rotacéo e

valida para contemplar pequenas rotacfes ja quaidaoca partir de uma linearizacdo da
expansdo em seérie de Taylor do deslocamento tresadvem V\(X+AX) como indicado nas

equacbes 3 e 4.

Figura 1 — Modelo cinemético de viga fina: a) mosmto; b) rotacao

Yw 'I'J

(a) (b)

Fonte: O Autor

wlx+ ) Do)+ ®

Consideranday x muito pequeno, na Figura 1(b), resulta-setemi@) = @ e@ =6

onde:

p= ot X)) _du_ 5 @

Um dos aspectos relevantes do modelo de viga fineé deslocamento transversal
é definido a partir do deslocamento da linha newuwaseja, para todos os pontos sobre uma
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fibra perpendicular a linha neutra sera consideradmo deslocamento transversal destes
pontos, o deslocamento da linha neutra.

Outro aspecto relevante desta teoria € que limiteampo de deformacbes a
deformacé&o normal na direcéo do seu eixo prodymdélexdo e por esforco normal.

Definido o campo de deslocamento, na proxima s@osesera determinada a
formulacgéo forte do problema dindmico da viga calun

3.1.2 Formulacao forte do problema dinamico da viga fina

A abordagem do problema de formulagéo forte parpro8lemas de viga sujeita a
carregamento axial foi desenvolvido de acordo cetytH2010), entretanto a notacdo assim
como as figuras foram propostas pelo autor destriscaito.

A formulacéo forte do problema dindmico da viga coanga axial € obtida a partir
das equacdes de equilibrio de Euler-Lagrange, detes do principio variacional de
Hamilton, e das condi¢des de contorno e de vaioiairpara o problema em questéo.

O principio variacional de Hamilton fundamentarsedeterminacdo dos extremos
do funcional definido pela integral do Lagrangeamon certo intervalo de tempo. O
Lagrangeano, definido na equacdo 5, descreve gianmtal da viga, ou seja: a energia

potencial interna, a energia produzida pelas foegésrnas e a energia cinética associada aos

deslocamentosu(X, t) e V\(X, t).

=SS v ert v A v

1, (ou 1 w1 1
2% ) av-L ey 2| av+L | pudx+ [qwd
e av-3] f(x)(asz 3] P Jawex

O principio variacional de Hamilton estabelece gas uma vizinhanca de fungdes
testes, que extrema o funcional definido pela naledo Lagrangeano na equacdo 5 entre os
instantest;, e t,, é aquela que satisfaz o principio de conservalgionomento linear

(segunda lei de Newton). A partir do exposto, objfma de determinar o extremo do

funcional supracitado para o problema da viga axtkcna Figura 2 é enunciado como:
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DeterminarU(X,t) e V\(X,t), utilizando a equacéo 6, para a viga indicadaigar& 2

tal quedu,dvOVar':

Figura 2 — Viga engastada sujeita a carregamerabekansversal

Propriedades do Material: Massa EspecifigaNiodulo de ElasticidadeE]; Area @); Momento de Inércia ).

Is
| qixf)

I Secdo 5SS
I 7

I o

I —>

|

I

u=ty= 9—0 t=w=8 =0

b
\L
\L

Fonte: O Autor

o j Ldt ﬁ A{%}[%}dxcjt ﬁpl[axatj@xgﬂdxdt

t10 t10

tzL t L 2 2
A{ ](aowjd xdt- j j A{@j(@jdxdt— [E 22| 29 Jaxa (6)
ox \ ox L0 [6)4 o0x
t2L t2L
+” dedxdt+”qudxdt: 0, Odu, owOVar'
t10 t10

O espacgovar ' é o0 espaco das variagdes definidos como:

Var' = (a0 (0Lt [100)= nfl. )= 24(00) = 24 (L0) = 0.0kt = avf,) -

x[o,L]}

Integrando-se por partes, no tempo e no comprimastprimeiras cinco integrais da
equacao 6 se obtém a equacado 7, cujo nucleo dgdpé® representa a equacdo de Euler-

Lagrange.
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12 6u d%u
ot Ldt -EA— + p |dudxdt
f ﬂ( g TP

(7)

t2L 2
+[]] A2~ pnl W_E19W 4 g |awdxdt= 0, D, avmvar'o
X ax at ot ox

O primeiro termo da segunda integral da equacawrésponde a inércia rotacional,
que € desprezada nos modelos de viga fina por s&o pequena com relacdo a inércia

transversal. A partir da equacdo 7, se define blenma de valor inicial e de contorno, ou

formulacédo forte para a viga, como sendo: Determimg(x,t)DCz[O,L]x[O,t] e

w(x t)oc[oL]x[0t] tal que:

As equacdes do dominio sao 8a e 8b.

2 2
EA Y s pnd % = o xolo,L[x]oq] (8a)
X ot
d*'w 9*w
Ela——q pA T = 0, xOJo,L[x]ot (8b)
As condi¢ces de contorno sdo expressas pelas expudce.
uot)=ulL,t)=0 tOjot (8¢)
wot)=w(Lt)=0, tO]ot] (8d)
owot) _ aw(L,t) o to]od] (8e)
ox 0x
J& as condi¢des de valor inicial sdo definidasspedmacoes 8f-8i.
ux0)=u(x) XEI[O, L] (8f)
2(x0)=u(x. xdoL @9)

w(x0)=w(x), xO[aL] (8h)
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% =w(x), xO[oL (&)

Em modelos de porticos tridimensionais, além deéfie tracdo e compresséao, se tém
as solicitacdes decorrentes da torgcdo. Em compemaslicitados dentro do regime eléstico
linear é possivel desacoplar estes fenbmenos seta ga generalidade do problema.

Sendo assim serdo determinadas a seguir as equic@gsiilibrio dinamico para o

problema de torcdo em eixos longos.
3.1.3 Formulacao forte do problema dinamico de torgéo ereixos longos
A equacéo de Euler-Lagrange em eixos longos ssjeittor¢do € obtida a partir do
principio variacional de Hamilton para o eixo de&e circular, constituido de material

isotrépico, homogéneo e com resposta elasticar|imaticado na Figura 3.

Figura 3 — Eixo longo engastado nas extremidadegsa torcéo

#Hx.r)

.

@

Fante Autor

A equacao de equilibrio dinamico para o eixo losgito a torcdo é determinada a
partir do principio variacional de Hamilton de fansimilar ao que foi utilizada para o
problema da viga coluna mostrada na subsecéo &2.eBte modelo especifico é utilizado o
modelo de tor¢do de Saint-Venan, onde s&o condi@erapenas as tensdes e deformagdes
cisalhantes produzidas por torcdo. Para este matelguestdo, o Lagrangeano € definido

pela equacao 9.

L :ij p.x(a_f”j dx—EJL'GIX(g—(XoJdeﬂL'T(/dx ©)
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A solucdo que se procura € uma fun@éﬁ,t) tal que, pararf(z(x,t)DVaI‘, se tem a
equacéo 10.

51)%Ldt:;|%ﬁplxg—fa§¢ j Ia(oa&adxﬂ‘Ta&dxdt 0, UogVat (10)

O conjuntovar ' para o problema de torcéo € definido abaixo:

Var' =390 {0 L [ov{0)= (L. 0)= $2(0.) = 22 0.0)= 0.l )= ) =

x0[o, L]

Integrando por partes as duas primeiras integeisgdiacdo 10 se obtém a equacédo

11.

L 2 2

J'J’[_ gfa Gl g—f+TJ5¢dxdt:0, Oogi Vat (11)
t, 0

Como a equacédo 11 se anula para qualquer valdgpdéVar' entdo, pelo teorema

do célculo variacional, se tem a equacéo 12.

61,22+ 9,92 120, IxOjoLx]o] (12)
oX ot

A equacdo 12 corresponde a equacao de Euler-Lagpmarg o problema de torgao.

A partir desta equacao, pode-se descrever o prebtEmcondicdes de contorno e de valor

inicial que consiste em determinﬁx,t)DCz[O, L]X[O,t] tal que:

A equacdo 13a é a equacgdo do dominio.

Glxg%” +p|xg%” ~T=0, IxOjoUx]of (13a)
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As condi¢cOes de contorno séo expressas pelas expua8b e 13c.

dat)=0 (13b)
¢Lt)=0 (13c)

J& as condi¢des de valor inicial sdo definidasspedmacdes 14a e 14b.

¢(x0) = ¢,(x) (14a)
0¢ -
~ x0)=aK) (14b)

Nas subsecbes 3.1.2 e 3.1.3 foram abordados axulém®es fortes para 0s
problemas hiperbdlicos de vibracdes forcadas nawtanidas em vigas finas sujeitas a forca
axial e eixos longos sob torcao.

Na proxima subsecao, a partir das formulacdesdosera obtida a formulacdo fraca

semi discreta utilizando o método dos residuos @@abs Galerkin.

3.1.4 Formulacao fraca para o problema de vibracdes forgdas da viga em 3D

A formulacéo fraca para o elemento de viga tridisi@mal € obtida pelo método dos
residuos ponderados Galerkin. Por se tratar derabigma linear, sera utilizado o principio
de sobreposicao de efeitos para considerar sepaeatia os efeitos de flexdo, esforco normal
e torcdo. O problema apresentado nesta subseg@&@smuonde ao elemento de viga de secéo
circular, material homogéneo com resposta elddiitear e condicbes de contorno e
carregamento indicados na Figura 4.

Deve-se ressaltar que, no exemplo proposto, saiteasituacéo de flexdo obliqua
que sera abordada por sobreposicao juntamente s@feitos das forcas axiais e do torque.

O método dos residuos ponderados aplicado a esitéepra € obtido para quatro
situagcOes que sejam: Deformacgéo normal em x; tagg@dorno de x; flexdo em torno de z;

flexdo em torno de y.
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Figura 4 — Eixo longo engastado nas extremidadeg@a momento distribuido

u=w=v=0 segdo

Ox=0y=0z=0

AY
P
Z,W N
u=w=v=0
Ox=0y=06z=0

Fonte: O Autor

Sendo assim, a formulacéo fraca é obtida pela gobigio de efeitos resultando no
seguinte problema:
DeterminarU(X,t) e (AX,t)Dé : \:(X,t) e V\(X,t) Uy, sendod ey definidos pelas

equacgOes 15 e 16 respectivamente.

s={g0H[o,L]x[0t]/ ¢(0) =¢(L) =0} (15)
y={ponoodw©)=u()=02 0= 1)=0f 16)

Obtém-se a equagédo 17.

L L 2 2
[er au@d +IGI awadqu jElya oo Mo [E1, 940V g
ox® 0Xx ox“ Ox

0 0

j PrULE

6t2 fm‘;t—zl’d/dx j pA Ju:I j pJ Jqﬂx (17)

L L L L
+ [ pdudx+ [ Togeix~ [ q,dndx~[q,dwx=0, 0ou, o Ovar, O, awvOVar’
0 0 0 0

Na equacgéo 1%ar e Var“sdo espacos de variagdes definidos nas equac@:$918

var={{(x)OH[o,L]|%(0) =¥(L) =} (18)
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Varﬂ={w(x)uH2[o, L]1#(0) = w(L) = 0,2% (0) = 2% =o} (19)

A partir da formulacéo fraca definida pela equat@p pode-se agora descrever a
formulacdo semi discreta, contudo, é necessérinidpfeviamente as funcdes de forma para
aproximar o deslocamento axial, o angulo de toradw deslocamento transversal como €

mostrado na subsecao 3.1.5.
3.1.5 FuncgOes de forma e mapeamento

As funcbes de forma sdo determinadas de maneira abger exatamente os
coeficientes de rigidez associados a deformacamaiptorcéo e flexdo. A rigidez em uma
determinada direcdo de um ponto do dominio do coewte estrutural €, por definicdo, a
solicitacdo necessaria para produzir, na direc@casitada, um deslocamento ou rotacdo de
magnitude unitaria. Os coeficientes de rigidez estruturas reticuladas planas estéao
associados as forcas e momentos que produzem a®eslotos ou rotacdes unitarias nas
extremidades das barras. Pela teoria das equagf@endiais ordinarias aplicadas a
problemas de valores no contorno (Petyt, 2010fuagdes que aproximam exatamente oS
coeficientes de rigidez na tor¢cado e deformacfesisagéo funcdes lineares enquanto que na
flexdo sao polinbmios cubicos. A construcdo dagdes é apresentada a seguir nas subsecdes
3.1.5.1e3.1.5.2.

3.1.5.1 Funcdes de forma lineares
As funcdes de forma para aproximar deslocamentessax angulos de tor¢cdo sao as

funcBes lineares definidas no dominio natural demehto pelas equacbBes 20a-20b e

mostradas na Figura 5.

#(&)=1-¢ (20a)
$(é)=¢ (20b)
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Figura 5 — Funcdes de forma linear no dominio el elemento
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As funcdes definidas nas equacdes 20a-20b sao mamidé&zadas para aproximar 0os

mapeamentos lineares onde, para uma viga de coemgomh do elemento de barra, se tem a
equacgao 21.

x¢é)=Lé (21)

Da equacao 21 se tem 0 mapeamento da derivadalerdento de arco mostrados
nas equacoes 22-24.

dx _

s L (22)

dx = Jd¢ (23)
Onde:

J=L (24)

Na equacdo 24] € o jacobiano do mapeamento da derivada da ccantdea do
elemento de arco.
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3.1.5.2 Funcbes de forma para aproximar flexao

As funcdes de forma que aproximam flexdo em viga fle Bernoulli-Euller devem
satisfazer os critérios de continuidade para agrarderivada ja que a rotacdo € a primeira
derivada do campo de deslocamento transversalugdés que atendem estas propriedades
sdo conhecidas como fungbes de Hermite para preBlete flexdo com regularidade

cloL]
As funcbes apresentadas a seguir estdo definidadomdnio paramétrico de um

elemento definido enﬁ)e[O,]] e tem a forma dada pela equacao 25:

Y (§)=a,8 +a,é* +aé+a, (25)

A equacdo 25 € obtida para satisfazer os crit@d@®sontinuidade definidos na
Tabela 1 como segue:

Tabela 1 — Condi¢gbes de contorno

i Y, (0) 2 (1) dd_é? (0) dd% ()

WIN|F

O|OoO|Oo|r
O/, O|O
oo |O
R O|lO|O

4
Fonte: O Autor

Nota-se que, na Tabela 1, séo definidas as corddgeontorno para quatro fungoes
de forma, as funcGe, e ¢, sdo particdes de unidade e garantem que nos s@eatnentos
0s parametros de deslocamento transversal coincaemo deslocamento no ponto. Por
outro lado, as funcoe, e {, garantem a continuidade da rotacdo com valor limigé@ara a

primeira derivada entre os nds do elemento, o euaife dizer, que o parametro associado a
rotacdo € a propria rotacdo no né. Os comentangsasitados podem ser melhores

compreendidos através das equacles 26 e 27 apdse@t seguir. Supondo qu) €o

deslocamento transversal descrito no dominio nadoralemento como:
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W)= Wity (&) + 6, (&) + oty (&) + 6,4, (¢) (26)

Na equacao 26 se tem qud,O) =W e V\(l) =W,, nota-se qu@l/z(O) 2404(]) =0.

Da mesma forma se tem para a rotagéo, ou %gjvéo) =6 e d—W(l) =6,, neste caso
X

dx
se tem:g[/zvg(O):gZ/M(l):l.
Uma maneira pratica de se obter as funcdes deafodibicas € através do processo

matricial indicado na equacéao 27.

w = Pa (27)
Onde:

lel X X x3J (28)

a'={a, a a a} (29)

Por outro lado, considerando um mapeamento linaagesbmetria e aplicando as
condi¢cbes de contorno indicadas na Tabela 1, paralemento de viga com comprimento L

se tem:

w=3l+ax0)+ax(0+ax(Q;
6,=0+a,+28,X(0 + 33X (0 ;

w, =g, +ax1)+ g X()+ ax(1;
6,=0+a,+2a,x()+ 3a,X(9 ;

(30)

O sistema de equacbes descrito na equacédo 30 podesmito de forma mais
conveniente em notag&do matricial resultando:

P R

6| |0 1 2

w[ (1 x() 2() ¥(3 212 (31)
&) [0 1 () 3¢(3]la
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A equacéo 31 pode ainda ser expressa de forma ctargzano:

u=Aa (32)
Onde:
10 0 O
o1 0 o0
01 2 3
(34)

u’ :{Wl a6 w, 92}

A partir da equacédo 32 pode-se isolar o vatersubstituir na equacéo 27, obtendo-
se a fungédo deslocamento transvemsatomo combinagéo linear de fungdes de forma e os

vetores de parametros de deslocamentamo segue:

a=A"lu (35)
Substituindo a equacao 35 na equacao 27 se obtém:

w=PA'u (36)
A equacdo 36 ainda pode ser escrita em funcao tez e funcdes de forma como:

w=H (x)u (37)

Na equacédo 37 a matriz de funcdes de forma é oltjlrtir da equacdo 36 como
segue:

H(x)=PA* (38)
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Para um mapeamento linear, descrito na equacgmwdé,se descrever as funcdes de

H no dominio natural do elemento como indicado neego 39.

,(é)
e
w,(é)

H(¢)

As funcdes de forma da matriz 39 sdo definidasegascoes 40a-40d, apresentadas

a seguir, e mostradas no dominio natural do elemmenfFigura 6.

@ (&)=28-382+1 (40a)
Y,(é)=8-28+¢ (40b)
Wy(&) =38 -28° (40c)
w,(é)=6-& (40d)

0.15

0.1

0.05| -/

-0.05}- LT SETRRPTNN SRPINEIE S At
-0.1 \\ ../.(
-0.15 - R
w02 02 04 06 0.8 1
é |3
(@) (b)

Fonte: O Autor

Definidas as funcbes de forma para aproximar obl@mmas de deformacéo axial,
torcéo e flexdo pode-se agora determinar a forrialaemi discreta para o elemento de viga

indicado na subsecéo 3.1.6.
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3.1.6 Formulacao semi discreta para elemento de viga finem 3D

A formulacdo semi discreta abordada nesta subskgagesenvolvida conforme
Hughes (1987), onde a discretizacao € feita no miorfisico do problema, ficando o vetor de
parametros de deslocamento em funcdo do tempo.sinmeera obtida a partir da equagéo
17 para o elemento de viga indicado na Figura de @anproblema agora passa a ser:

Determinarug(x,t) e ¢f(x,t) 0%, ve(xt) e we(x,t) Oy, de maneira queF 0 J e

¥, Oy, onde:

uy = NSU,(t) (41a)
@ =N, (1) (410)
v = NeU.(t) (410)
we = NeU,(t) (41d)

Nas equacOes 41a-418l7, N2, NJe N; séo as matrizes de fungdes de forma e

U, é o vetor de parametros nodais definidos com segles equacdes 42a-42e:

Ne=[#(6) 0 0 000 ¢ 0000 0 (42a)
Ne=[0 0 0 ¢(6) 0 0 0 00 ¢,(6) 0 0 (42b)
Ne=[0 ¢(¢) 0 0 0 ¢é) 0 wlé) 0 0 0 wlé) (42c)
Ne=[0 () 0 0 0 -¢,(¢) 0 ¢f¢) 0 0 0 -y, ) (42d)

(42e)

UT(H)={u) wl) w) &6 &) éo)
w(t) wi) wl) @) i) ek

As variagdes dos campos de deslocamendo§, o, vy e o, sdo definidas

utilizando o mesmo espaco de aproximacéo utilizeoequacdes 42a-42e como segue:

AL =NV, (43a)
=N, (43b)
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My =NV, (43c)
ang =NV, (43d)

Deve-se ressaltar aqui que o vetor de parametrateslecamentos associados aos
campos de variacdes independe do tempo, ja a fagdulsemi discreta é obtida a partir do
método de residuos ponderados (Galerkin). Sendo astem (equacgéo 44):
vi=la, o W 6 & & q, v, w, & & &} (44)

A partir das equacdes 41la-41d e equacdes 42a-d2dtédm a aproximacao para o

campo de deformacbes normais, produzidas por esfoogmal, flexdo e deformacbes

cisalhantes decorrentes de torcdo como segue:

OUy _ 14
—=J"B U, [t 45a
L - B2, () (@52)
0 _ s
— =J7BU_It 45b
%~ 3780, ) (45b)
0vi _
=J7BJU [t 45¢
e U.(0) (45¢)
°we
=J 7B U, [t 45d
PV 2U.(t) (45d)
Das equac0Oes 45a-45d se tem que:
ONE
B, = —
VT e (462)
ON®
B,= g (46b)
0¢
_O°NJ
B, = e (46c¢)
_0°Ny,
B, = (46d)
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A formulac&o semi discreta para o elemento é oltidestituindo as equacdes 4la-
41d, equacbes 43a-43d e equaches 46a-46d na equd¢aesultando, apos manipulacdo

matematica, na equacao 47 como segue:

1 1 1 1
[ [EAB]B,J7dé+ [ GI,B)B,I7d¢ + [EI I B]B,d +[EIJ ‘3B;de£ju
0 0 0 0
1 1 1 1 B
+(J'pANJVNWJd{+IpANJNJd{—J.,oANJNqu{—J.pIXN;N@Jd{JU (47)
0 0 0 0

+j NJ chkf+j N;Tde—j NVTVondf—j N, q,Jdf =0
0 0 0 0

A equacéo 47 pode ser escrita em forma matrioah elagédo ao sistema local de
coordenadas, através da equagéo 48.

M,U+K U, =F, (48)

Na equacao 48 se tem:

1 1 1 1
K, = [ EAB]B,J7d¢ +[GI,B;B,J"dé + [ EN, I B]B,dé + [ EI,J°B]B,d¢ (49)
0 0 0 0
1 1 1 1
M, = [ OANN,,JdE + [ pANTNJIGE - [ oANTN,JdE = [ A NI N, JdE (50)
0 0 0 0
1 1 1 1
Fi =~ N pJcf - [NJ TJ0 + [N}, Jdé + [NJq,Jd§ =0 (51)
0 0 0 0

Para o caso de estruturas reticuladas espaciate ea tem acoplamento de
elementos estruturais, como € o caso de porticodigas, o sistema global de equacgfes de
equilibrio dindmico é obtido pela contribuicdo @gela elemento com relacdo a um sistema
global de coordenadas através de regras de cadadivde cada elemento conforme Hughes
(1987).
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3.1.7 Equacdes de equilibrio dindmico no sistema globakdcoordenadas

A abordagem a seguir sera feita para o caso geraleja, levando em conta que os
eixos principais da sec¢éo coincidem com os eixadedenadas locais do elemento de viga.

Para introduzir estd secdo é indispensavel defirviamente o que seja um
operador de rotacdo. As definicbes a seguir sémsfde acordo com Nering (1970).

Definicdo: SejaQ, um operador que representa uma transformacaar lohefinido
por Q:V -V, ondeVe v sdo espagos vetoriais reais. Diz-se que2 um operador de

rotacado sel Q'=Q" tal que Q":V -V, ou seja, a transformacéo linear constitui um

isomorfismo.

O operador de rotagdo que leva vetores de umaldeaef ={él € és}, BOR,

para uma base globd :{q € %}, gOR’, ambas com vetores definidos na Figura 7 (a-

c), é obtido através de uma operacédo de mudarigasgecomo segue:

Figura 7 — Vetores de base logalrepresentados na base global

A

Fonte: O Autor

Para obter o operador de rotacéo parte-se do pmalde determinar as coordenadas

de um vetorv OV , no sistema de coordenadas da has®esta forma se tem a equagéo 52.

V=V V.6 +V e (52)

Com relagéo a base ondeVv' :{\71 v, \73}, as coordenadas podem ser obtidas por

projecdo como segue nas equacdes 53-55:
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V. =VI[g =V, cox, +V, COSB, +V,CoS), (53)
v, =V[€, =V, cox, +V, COSB, +V,COS), (54)
(55)

v, =VvIg, =V, cosx, +V, COSB, +V, COSy,

As equacdes 53-55 escritas na forma matricial péesantadas na equacao 56.

v, cosa, CospB, cosy, ||V,
V,r=|cosa, cospB, COSy, |4V, (56)
V. cosa, CoSpB; COSy; ||V,

De forma compacta a equacéo 56 é escrita como:

v=Qv (57)
A partir da equacgéo 57 conclui-se que:
cosa, COspB, cosy,
Q' =|cosa, cosf, cosy, (58)
COSa, COSf; COSy,
Por outro lado, como,
Q'=Q' (59)
Portanto:
cosa, CO0sa, COSa,
(60)

Q=|cospB, cosf, cosp,
COS), COSy, COSy,
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A partir da equacdo 60 pode-se agora determinapeyador de rotacdo para
representar o vetor de parametros de deslocamefitodd na equacédo 42e, para o elemento

de viga indicado na Figura 8, no dominio globatderdenadas:

Figura 8 — Elemento de viga orientado com relac&¢praZ

rffe: O Autor

Para determinar o operador de rotagédo elemento de viga indicado na Figura 8 é

necessario determinar primeiramente o operagaatravés da orientacdo do elemento com

relacdo a base globaj . Para determinar a bage determina-se primeiramente o vet@r

representado pela equacéo 61.

& = 61
-l ©)
Os vetores€, e € sdo determinados por produto vetorial @eom os vetores da

baseg, sendo que o produto vetorial deve ser feito paraetores que satisfazem a seguinte

condicdog (g #1, i = 12,3. Supondo que [, #1 entdo se tem as equagdes 62 e 63.

N(DI
Il
No]
X
wCD

(62)

Kl
X
&L

§ol
I
Kol
X
ol

(63)

o
X
ol



40

Lembrando que paria= 1,23, se obtém as equagdes 64a-64c.

coxy, =¢lg (64a)
coy3 =e, (€ (64b)
Coy, =g, 1§ (64c)

A partir das equacdes 64a-64c, obtém-se o opemRdoepresentado na equagéo 66,

tal que:
U, =RU, (65)
Onde:
Q 0 0 O
SRR
0 0 0 Q

Na equacédo 63, é o vetor de parametros de deslocamento com cetagdistema
local de coordenadas indicado na equagdo 42&,eé o mesmo vetor representado no

sistema global de coordenadas. Em virtude que eladaento tem uma orientacao diferente
na estrutura, a contribuicdo da rigidez da masda ®etor de for¢cas consistentes de cada
elemento deve ser feita no sistema global de coadd#s. Sendo assim, deve-se escrever a

equacdao 48 com relacdo ao sistema global de camtdemesultando na equacgéao 67.
MU +K U, =F (67)
Na equacéo 67 se tem:

M, =RM R’ (68)

K, =RK/R’ (69)
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F. =RF, (70)

A equacéao de equilibrio dinamico global para unblgnma ndo amortecido, indicada

na equagao 71, é obtida por regra de conectividadal a partir das matrizes,, M e F;

conforme Hughes (1987).

MU +KU =F (71)

A equagado 71 constitui uma forma de representaomportamento dindmica da
estrutura, onde as amplitudes de variacdo de deskrto, velocidade e aceleracdo se
mantém constantes. O modelo supracitado, obviamedi® representa adequadamente o
comportamento estrutural amortecido que ocorre modelos experimentais. Um modelo
mais realista é obtido introduzindo o efeito desigiacdo de energia dindmica através do

amortecimento com descrito na equacgao 72.

MU +CU +KU =F (72)

Nas proximas subsecdes serdo abordados, seguiyti¢2P&0), a diagonalizacéo da

equacao 72 e o modelo de amortecimento viscosaniiim chamado modelo de Rayleigh.

3.1.8 Método de superposi¢cao modal

O método de superposicdo modal consiste em des@esistema linear da equacgéo
72 no espaco modal, conseguindo assim a forma rdigada do sistema linear. A ideia
basica deste método € diminuir os tempos de pracesto dos métodos de integracéo direta.

Para descrever esta metodologia parte-se descevendetoresi e u como

combinacéo linear dos autovetores corresponderggaatao 48.

KO = QM (73)

Na equagdo 732 é a matriz diagonal de autovalore® € uma matriz cujas colunas

sao os autovetores da equacado 73, ambas defimoassegue:
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oo a4

o

o=lg ¢ - ¢ - 4] (75)

O procedimento de diagonalizacédo parte dos priogifer Petyt (2010)) de que os
autovetoresy , obtidos a partir da equagédo 73 sdo mutuamerdgaris e, além disto, sdo

massa-ortonormais.

Por outro lado podem-se descrever os vetored) e U como combinacao linear

dos autovaloresy de forma que:

U =axt) (76a)
U = ox(t) (76b)
U = ox(t) (76c)

Substituindo as equacgfes 76a-76¢c na equacado 72-myltiplicando a equacao

resultante pod’ se obtém a equacéo 77.
PTMPK +DTCOX + D KDx = dTF (77)

Aplicando a propriedade que 0s autovetores sdoarmassnormais:

M =1 (78a)
C=o0o"Co (78b)
OTKD =A (78c)

F=o'F (78d)
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Nas equacgbes 78a-78d,, C, A e F sdo a matriz identidade, a matriz de
amortecimento descrita no espagco modal, a maiagodal do quadrado das frequéncias
naturais e o vetor de forgas descrito no espac@hmnespectivamente.

Substituindo as equacdes 78a-78d na equacao 7Btém @ forma diagonal da

equacéo 72.

1% +CX+Ax = F (79)

Como o sistema de equagles descrito pela equacdd d&sacoplado, pode se

escrever na forma indicial, pafaj =1...,n:

% +Cx+afx =F (80)

A equacdo 80 sera utilizada na determinacdo daizmae amortecimento

proporcional que sera comentada a seguir na sub8eLd.
3.1.9 Amortecimento viscoso
No problema dinamico, considerando o amortecimeisttdso ou amortecimento de
Rayleigh, a matriz de amortecimento é obtida ponlioacéo linear das matrizes de massa e
rigidez como indicado na equacéao 81.

aM + K =C (81)

Os coeficientes da equacdo 81 séo obtidos atravésjuhcdo 80 escrita em funcdo

do coeficiente de amortecimento como segue:
X +25ax+afx =F (82)
Na equacdo 82 se teff; =2¢{«,, onde & é o coeficiente de amortecimento

correspondente ao mode'. A partir do exposto, a equacédo 81 pode ser asent forma

desacoplada resultando no seguinte sistema linear:
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a+Paf =28, =12 (83)

Para as duas primeiras frequéncias naturais e isspdioneiros coeficientes de

amortecimento se obtém o seguinte sistema linear:

(84)

{a+ﬂaf=2<ifq
a+ﬁa§ =20

Nota-se que, para obter os coeficiente® g € necessario conhecer previamente as
primeiras duas frequéncias naturais do sistépn@} e os coeficientes de amortecimerfice

¢, associados aos dois primeiros modos.
Os valoresa e g determinados, desta forma, s&o utilizados para ebbeatriz de

amortecimentac na equacao 81. Embora este modelo de amortecirsejatonuito citado na
literatura da engenharia, ndo € um modelo adegpadoser utilizado em componentes com
coeficientes de amortecimento muito baixo comoc@so de estruturas constituidas de aco e
concreto entre outros. Neste caso € recomendadaabaor@agem de analise modal no
dominio da frequéncia e a utilizacdo de amorteciméisterético como mostrado em Petyt
(2010).

3.1.10 Integracao direta - Método de Newmark

O método de integracao direta de Newmark (MN) énuébodo numeérico iterativo
que fornece as componenté& + At), U(t + At) eU(t + At) a partir de valores conhecidos
U(t), U(t) eU(t) e da variacdo destes campos correspondente aiptat, obtido através
da equacédo de equilibrio dindmico correspondentpralolema em questdo. Senti§t) o
vetor de deslocamentos noddi€t) o vetor de velocidadesi&t) o vetor de aceleracao.

A equacdo de equilibrio dindmica € estabelecidanstante (t + At), por este
motivo, o0 método de Newmark (MN) faz parte dos mésoimplicitos de integragéo direta. O
método € restrito & consideragdo linear da acéleragndo deve ser utilizada, por exemplo,
em problemas de impacto onde ocorre um comportanmé linear brusco na desaceleracéo

de um componente estrutural.
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O MN é uma extensdo do método da aceleracdo liaealném conhecido como
método da aceleracdo média como esquematizadguia B.

Figura 9 — Aceleracdo Média de Newmark

i ..
U(t+An

L1163
\fr—%[ﬁ(:)ﬁm +A)]

{ +AN

;Y_)

At
Fontelaptado de Bathe (1996)

A equacéo de equilibrio dindmico é definida pelaagdo 85.
MUt+At + CUt+At + Kut+At — Rt+At (85)

SendoM, C eK as matrizes de massa, amortecimento e rigidealglob
Neste método, os vetor&t + At), U(t + At) e U(t + At) sdo obtidos a partir dos
vetoresU(t), U(t) e U(t). Considerando o conceito da aceleracdo média estirestantes

et + At e o parametré = 0,5 se obtém a equacéo 86.
= .. .. 1,. ..
U=01-8U1)+8s0(+At) = E(U(t) + Ut + At)) (86)

Utilizando a expansdo em série de Taylor da funf@o+ At) até o termo

quadratico se obtém a equacao 87.

du(t) A4 leU(t)

At? 87
dt 2 dt? ®87)

Ult+At) =U,+

Substituindo a aceleracdo média, definida na equa@ana equacao 87 se obtém:

Ut + At = U + U(AL + [(% _ a) i(t) + ali(t + AD)| A2 (88)
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2
Sendo o parametrax > %G + 5) se obtém, considerando a aceleracdo média com
6 =05, a=0,25.
Expandindo em série de Taylor até o termo lineaetor velocidaddJ(t + At) se

obtém a equacéao 89.

Ut +At) =U() + dl;—it)At (89)

Substituindo‘%ﬁt) na equacado 89 pela aceleracdo média da equacde 86{ém a

equacao 90.
UCt+4) =U0() + [(1—8)U(t) +8U(t + Ap)]Ae (90)

As constanteg e empregadas no método de Newmark determinam a fooma
os deslocamentos, velocidades e aceleracdes sé@dadals em cada passo de tempo da

solucdo. O método considera que a aceleracdo ¢éanbm®ntre os passos de tenfpp e

2
(t + At) sed = 0,5 ea = 0,25. Bathe (1996) argumenta quesse %G + 5) ed = %entéo

o0 método é incondicionalmente estavel, ou sejaa pmralquer incremento de tempo
considerado o método convergira.
Na proxima secdo serdo abordados os conceitosegée stilizados para analisar

simultaneamente as variaveis contidas no problentufiabilidade estrutural.
3.2 ESTATISTICA MULTIVARIADA

A estatistica multivariada estuda os fendmenos resdo e analisando suas
diversas variaveis simultaneamente. Dificilmententeresse de um estudo é focado em
apenas uma variavel e, portanto, estabelecer &0 entre elas conduzira a andlises mais
robustas e mais informativas.

A analise, a descricdo e a interferéncia sdo e com base nas respostas
simultaneas, valendo-se da estrutura de correlagtiie as variaveis. Os assuntos abordados

nesta secéo estao textualmente de acordo comrag@08).
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3.2.1 Variaveis aleatérias multidimensionais

As variaveis aleatorias multidimensionais constitues fundamentos béasicos do
processo estocastico (processo aleatorio que depmdempo) conforme Ferreira (2008).
Um exemplo deste tipo de variavel é o comportamalgatorio de uma torre metélica sobre
diferentes tipos de a¢bes de vento.

Um processo estocastico multivariado, Figura 10nterwdo asp variaveis
mensuradas nas unidades amostrais, € normalmente representadaumpar matrizYj,
indicada na equacéo 91. O primeiro indice referajsésima unidade amostral e 0 segundo, a

k-ésima variavel aleatoria, senfe- 1, ...,nek =1, ..., p.

y=|: =~ (91)

Como notacao especifica, a variavel aleatoriaregn@sentada por letras mailsculas
e as suas realiza¢gbes por letras mindsculas.

Cada linha da matriz, apresentada na equagao@ésemta um vetgr-dimensional,
de observacdes multivariadas, e cada coluna, uor vetimensional das realizacbes

independentes de uma determinada variavel.

Figura 10 — Processo estocastico multivariado
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Font&Autor
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Para o0 processo estocastico, representado pelo akdatorioY, a funcdo de

distribuicdo de probabilidade multivariada € daeka gquacéo 92.
Fy)=PY<y)=PY1=y,,\, SYZ;---'YpSYp) (92)

Se a varidvep-dimensionalY for continua, entdo existe uma funcdo densidade de

probabilidadef (y) ndo negativa dada pela equacéo 93.

0PF
f) = ﬁ (93)

Sendo F(y) = ff; ...f_y;f(yl, . ¥p)dy; ..dy, a fungdo probabilidade

correspondente. Para que a equacao 92 seja un@ofdegsidade de probabilidade, ela tem
de obedecer as propriedades estabelecidas pelkagbegd4 e 95:

f_ f_ e yp)dys o dy, =1 (94)
f(YIl '"lyp) = 0 (95)

A esperanca matematica para um vetor aleakgrim caso continuo, € definida para

cada elemento do vetor por uma integral multipfendia na equacgéo 96.

j;o:o f_o:oylf(yl, v Yp) dYq - dyp)] "

e | |=u=[] (96)
J-_OO ...j_ooypf(yl, v Vp) dYy ...dyp)J Ky

Outra medida a ser utilizada é a interferénciatisia entre as variaveis. A

variancia ou a covariancia de um vetor aleatotiné@ matriz definida pela equacéo 97.
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E(Y; — puy)? - EM _“1)(Yp _”p)
Cov(Y) = E(Y — i)Y — )T = E(Y, - #2?0’1 — U1) E(Y, — MZ?(YP - .Up) ’ (97)
[E(Yp _.up)(Yl — W) - E(Yp _”P)z

em que E(Y —w) (Y — ) = [ o 5 0k = ) 01 = 1) f 311, oo, ¥p) dyy .. dyy) para
k,l =1,2,..,p, € acovariancia entre a variaYgle Y, também representada poy.

Quanto as variaveis tem correlacdo nula a matrizosga diagonal e o erro de
disperséo € dado pela variancia que é definidadi@imnal da equacao 97.

A matriz de covariancia é também conhecida comaimdé variancia populacional

definida na equacao 98.

0'11 Glp
o .. O

covy=x=|;: o (98)
Op1 Opp

Deve-se notar que as expressdes supracitadas tdetanm Gnico vetor aleatorio,
portanto, a equacdo 98 é também chamada de mat@tdcovariancia. Por outro lado é
comum se trabalhar com mais de uma variavel aleabdde se tem a matriz de covariancia
cruzada descrita a seguir.

Se X € um vetor aleatorip dimensional de uma distribuicio com meégia e

covariancia,, eY outro vetor aleatdrio com medig e covariancia,,,, entao:
Cov(X,Y) = E(XYT) —EQOE(YT) = E(XYT) — uxpy” (99)
Na equacéo 99, no casoXieY serem independentéxv(X,Y) = Zyy = 0.
3.2.2 Estatisticas descritivas
As estatisticas descritivas de um processo estoe&sto definidas pelos momentos
estatisticos como: a média amostral, para estimaedia da distribuicdo, e a matriz de
covariancia para medir a disperséo e a covariagao.

A média amostral, de uma amostra aleatjjd,, ..., Y,, em RP, estimador de: é

definida pela equacéo 100.
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XYoo le]
p.=2 = CyTy = [Y?‘ (100)
n n _
Y.,
A equacédo 100 pode ser escrita em forma matrioig#iocme a equacéo 101.
Y11 Y21 Ynl 1
= 1|V, Y o0 Y, 1
r=—1: 7 . i1 (101)
Yip Yo - Ympl\1

A autocorrelagcdo amostral, estimadorXjeentre as variaveig., e Y., € definida

pela equacao 102.

1

S, =
kl n—1

D (=P )Gy = Vo) (102)
j=1

Se as variaveis ndo sdo correlacionadas entdo riz riaé diagonal, ondé& = I,

entdo a equacao 102 se reduz a variancia apreaardajuacao 103.

n

1 _ |2

Skr = S%k =n_1Z(ij—Y-k) (103)
=1

Por outro lado, a matriz de autocorrelaggoode ser obtida a partir da matrizjue

representa o processo estocastico atraves da eql@ta

1 1
S = YTY — =yT117Y (104)
n—1 n
Colocando em evidencl& e Y na equacgéo anterior obtém-se a equacéo 105.
1 1
S = YT [1 —= 11T] Y (105)
n—1 n
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A equacao 148 pode ser descrita em funcdo da nuErizrojecaa) = I —%11?
Esta matriz é simétrica e independente, ou §&€a= Q% = Q e Q = Q7. Uma consequéncia
disto é queS é ao menos nao-negativa definida, pois para umr vegualquer ndo nulo

pertencente 8P obtém-se a equacao 106.

1
TCH — TyT — TyTNT —
a'Sa=—=a'v"Qva =—[a"Y"Q"][QVq]
1 e 1 an>0 (106)
n—1 _n—lz J =
j=1
ParaX = QYa.

A matriz de soma de quadrados e produtos amostegirésentada pd¥ e definida

pela equacao 107.
1
W=mn-1S=YT [1 — 511T] Y =YTQY (107)

Outra quantidade populacional relevante € o ceefiei de correlacdo entre duas

variaveisYy, Y; definido pela equacgéo 108.

Oki

Pr1 = (108)
\V OkkOu

A correlacdo é uma estimativa de covariacao estnadaveisyy, Y; em uma escala
padronizada e possui dominio no intervatd,1]. A covariancia possui dominio no intervalo
]—o0, [ e, portanto pode nao fornecer uma ideia precisa associacdo linear entre as
variaveis é forte ou fraca. Na escala padronizadaalor muito proximo de £1 indica que as
variaveis estao fortemente associadas. Se o cadficde correlagdo populacional for zero,
indicara que as variaveis ndo possuem associagéar.liSe for definidd = diag(Z) =

1

vV Okk

diag (o) e V12 = diag( ) obtém-se a matriz de correlagBes populacigngl,,

definida na equacéao 109.
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1 p1z = P
p= V_l/ZZV_l/Z — ,021 :1 pr (109)
ppl sz 1

De forma analoga pode-se defini=Rliag(S) = diag(Sy,) € tambémD~1/2 =

diag <L> entdo o estimador da matriz de correlacdo éidefima equacao 110.

v Skk

1 T12 rlp
R=p2sp-t2=|Tt 1 = To (110)
™1 Tp2 ... 1
Sendory,; definido pela equagao 111.
1 712 v Ty
Sk T 1 - N2
e — D-1/2sp-1/2 = | "21 _ P (111)
b1 Tp2 ... 1

Os conceitos apresentados na secao 3.2 serdo addsiz para analisar
simultaneamente as variaveis contidas no probleam@odfiabilidade estrutural considerando
a incerteza no carregamento e em algumas propgedadcéanicas dos materiais.

Na proxima secao serdo apresentados os métodaerice utilizados para tratar as

incertezas dos carregamentos e a determinacamtlabsiodade estrutural.

3.3 METODO DE MONTE CARLO DIRETO (MMCD)

Nesta secdo serdo abordados os métodos utilizataestyatar as incertezas dos
carregamentos e das propriedades da estruturaalodidbde estrutural; método de Monte
Carlo direto; integracdo de Monte Carlo e formutadd método de Neumann em sistemas

lineares.
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3.3.1 Confiabilidade estrutural

Confiabilidade estrutural é a habilidade de umarugsia em desempenhar
adequadamente, durante sua vida util, a funcéo ganaal foi projetada (Nogueira, 2005).
Portanto, a confiabilidade deve medir a probaliledda estrutura de violar um determinado
estado-limite, ou simplesmente, falhar. De um mgeloérico, a falha pode ser definida como
a incapacidade do componente corresponder a denprad¢éhe € exigida, ou seja, a sua
capacidade € inferior a demanda. As formas comogoemponente estrutural pode falhar
dependem do tipo de carregamento, tipo do mateaaldicbes ambientais, tempo de vida,
cuidados com manutencéo, etc.

Os modos de falha de estruturas reticuladas tritBioaais sdo independentes do
tempo {ime-invarian). S&o modos que possuem igual probabilidade deeycem qualquer
gue seja a vida ou tempo de uso do produto comslder

Ao se considerar um modo de falha particular, urndetagem de incerteza deve ser
considerada. Esta modelagem é realizada a pargaid@netros de projeto cuja variabilidade
é significativa na definicdo da equacdo de estadibel para o problema em questdo. Estes
parametros que ndo tem mais carater deterministi@m randémico sdo chamados de
variaveis aleatorias de um problema de confialdkdastrutural. A notacdo matematica usual
para variaveis aleatérias sao letras maiusculas.

Matematicamente a confiabilidade estrutural é dddiromo a probabilidade de ndo
ocorrer falha associada a um ou mais modos sineadtaante (fratura, plastificacao,

flambagem, deformacao elastica excessiva, etcdoseefinia pela equacao 112.

Ce=1-Pf (112)
Na equacdo 112, o ternR é a probabilidade de falha da estrutura correspued
ao modo analisado e € definida matematicamenteepelacdo 113.

Pr = (X)dX (113)

fa(x><of
Na equacédo 113, o dominio de integraGiX)<0 representa a regido do dominio

probabilistico onde os pontos estdo contidos narfigie definida pela equacédo de estado
limite conforme indicado na Figura 11.
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Figura 11 — Dominio de falha, n 2,

X2
G(xl,x2 ) >0

Fonte: AdaptadaNbgueira (2005)

A funcdo G(X,,X,) define a superficie de estado limite. O estaddtdippode ser
definido como a fronteira entre o desempenho désegao indesejado de uma estrutura. De
forma genérica uma funcéo de estado limite, em|pnods de confiabilidade estrutural, é
obtida a partir de parametros, com pelo menos ulesdapresentando variabilidade,
associados a capacidade de resisténcia e a sg@witla estrutura. De forma compacta uma

funcao de estado limite pode ser definida pelag@uals.
GX) =R(X) —S&X),i=12,..,n (114)

OndeR(X;) é capacidade de resisténcia do componefif&§ a solicitagdo atuante,
onde os dois parametros por sua vez podem serdimpes de variaveis aleatorias.
A partir da equacdo 114, pode-se escrever a equdgade forma mais compacta

com auxilio de uma fungao indicatrigobtida a partir d& (X;):

(115)

ls

1G(X)<0
0,G(X%)>0

Desta forma, a probabilidade de falha pode seitesmmo na equagéo 116.

P =P[G(X)<0, X]=] & f( %) dx (116)
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Ondef (X;) € a funcao distribuicdo de probabilidade para detarminada variavel
aleatoria. Na subsecédo a seguir, serd apresentadonlo utilizado para a determinagédo da
probabilidade de falha.

3.3.2 Método de Monte Carlo direto

O Método de Monte Carlo Direto (MMCD) permite simubjualquer processo cujo
andamento dependa de fatores aleatorios. Surgiialofiente no ano de 1949, com o artigo
The Monte Carlo Methode autoria dos matematicos John von Neumann es&tanulam.
Segundo Ulam, o nome do método foi dado em homemageseu tio, que era frequentador
do cassino de Monte Carlo. Aplicado inicialmente problemas relacionados a bomba
atdmica e posteriormente, em resolucdes de integnaitidimensionais e complexas para
resolver certas equacdes integrais que nao erasivpasde solucdo analitica.

O MMCD foi utilizado para examinar a equacao detBohnn e, em 1908, o método
foi utilizado para estimar o coeficiente de corgélada distribuicdo de Student. Seu processo
de implementacdo é simples, porém, sua utilizacaeséita devido a seu alto custo
computacional.

Uma das vantagens do MMCD é de permitir que setitud® célculo de integrais
complexas, que ndo possuem solugdes analiticaad@shpor expressbes baseadas em teorias
probabilisticas de grandes numeros. Entretantadaadg desvantagem esta relacionada ao
namero excessivo de simulacdes necessarias parsejymssa estimar com precisdo a
probabilidade de falha.

Por exemplo, para se estimar uma probabilidadeatteaa fda ordem de0™™", o
nimero de simulacbes necessarias ndo devera saolird10*2) ou 10**3), dependendo
da variabilidade dos parédmetros envolvidos. Pateutasas metalicas, considera-se uma
probabilidade de falha na ordem #@i@~3 a 10, portanto, seriam necessaris® a 10°
simulacdes. Esta quantidade excessiva de simulagdeso MMCD menos eficiente do que
outros métodos quando da utilizacdo de modelos Ind@ares de representacdo do
comportamento das estruturas.

Para sua utilizacdo é necessario que as varidlegitbdas tenham distribuicdo de
probabilidade conhecida, onde a ideia basica do IM@itilizar procedimentos baseados em

teoria probabilistica para calcular a integral deéne a probabilidade de falha da estrutura.
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3.3.3 Integracdo de Monte Carlo

Nesta subsecdo, serd apresentada uma técnica simpg@fa calcular integrais
unidimensionais, equacéao 117, por um método de &Gatlo textualmente de acordo com
Rubinstein (1981).

b
I = fg(x)dx (117)

a

A técnica € chamada de "Método de Monte Carlo detarcou errar”, e baseia-se na
interpretacdo geomeétrica de uma integral como urea. &ara o calculo da integral da
equacao 96 considera-se que o integrandp(dg é limitado:
0<gkx) <c, a<x<bh.

Consideraf)l como sendo o retangulo da Figura 12.

Q={(,y)ra<x<bh0<y<c}l

Figura 12 — Representacdo Grafica do "Método detdGarlo de acertar ou errar"

Q(X) A

* Errar

* Acertar

g(x)
0 a b
Fonte: Adapiatk Rubinstein (1981)

Seja(X,Y) um vetor aleatério distribuido uniformemente sabretanguld) com a

funcado de densidade de probabilidade respresentaelquacao 118.
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( 1
c(b—a)
freyX,Y) = (118)

,se (x,y) €EQ

|
k 0 ,outro

Para determinar qual é a probabilidadeepresentada pela equagédo 120, para que o

vetor aleatori X, Y) esteja abaixo da curggx), sendds = {(x,y):y < g(x)}, segue:

b
area abaixo de g(x) = area S = f g(x)dx (119)
a

_areaS f:g(x)dx o

= = = (120)
areaQ cb—a) c(b—a)

p

Supondo-se queN vetores aleatérios independentes sdo geradosY (X

(X2,Y2),...,(Xn, Y ). O parametr@ pode ser estimado pela equacéo 121.

Ny

5= _H 121
P= (121)

Onde Ny € o numero de situacbes em queX;) >Y;, i=12,..,N, ou seja, 0

namero de acertos,/¢— Ny € 0 numero de erros. A integigbode ser estimada, a partir das

equacgOes 120 e 121, pela equacéo 122.
N,
[~0, =clb—a)— (122)
N
A variancia dej é representada pela equacao 123.

A Ny 1 1
var p = var (W) = mvar(NH) = Np(l —p) (123)

Aplicando a equacédo 120 na equacéo 123 se temagam@24.

1 I

varﬁ :NW[C(b—G)—I] (124)
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Portanto, a equacgao 125 define 6;.
1 1
var 6y = [e(b ~ )Pvar p = [e(b ~ > Lp(1=p) = S leb —a) = 1] (125)
E o desvio padrao é definido pela equacgéo 126.

og, = [var 6,]1/% = N~Y2{I[c(b — a) — I]}*/? (126)

Para se determinar a quantidade de estimaivasarte-se da questdo representada

pela equacao 127.
P[0, —I| <] =a? (127)

Utilizando a desigualdade de Chebyshev se obté&ques;oes 128 e 129.

var 0
P16, — 1| <&] 21— —— (128)
var 0
as1-—; ! (129)
Substituindo a equacao 125 em 129 se obtém a end0a
p(1 —p)c(b — a)]?
<1— 130
<1 N ez (130)
IsolandoN na equacao 130 se define a equacéo 131.
1- b —a)]?
N> p(1—p)lc(b—a)] (131)

- (1—-a)e?

QuandoN é suficientemente grande, pode-se aplicar o tendeniimite central, que

diz que a variavel aleatori é distribuida aproximadamente de acordo com ailuligtéio

normal, sendo:
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6, <! 132
1= o (132)
P(O; <x) = p(x) (133)
() = — j T etz gy (134)
x)=——=| e
V2r ) o
Portanto, o intervalo de confidncia com nivel 2a paral é definido pela equacéo
135.
[p(1 — P)]V*(b — a)c
01 i Zg Nl/z H (135)
Ondez, € expresso pela equacgao 136.
Zg = ¢ 1(a). (136)

Desta forma pode-se calcular a integral que deterrai probabilidade de falha de

uma estrutura.
3.3.4 Formulacdo do método de Neumann em sistemas lineare
A série de Neumann tem como finalidade reduzir ropte de processamento do

problema dinamico, apresentado nas equacoes 133, attavés da aproximacao da inversao

da matriz de rigidez equivalente.

KeqYiinr = Foq (137)
Yiiar = Keq_lFeq (138)

OndeY;,,; € o vetor de deslocamento nod#].£¢€ o vetor de forca equivalente.

A matriz de rigidez equivalente é definida pelasagfes 139, 140 e 141.
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Keq = Ko + AK (141)

Na equacéo 139 os coeficientgse a, provem da equacao do método de integracéo
direta de Newmark (ver Hughes (1987)).

Sendok,;, M, e C, as matrizes de rigidez, massa e amortecimentecgspmente, a

parcela deterministica da matriz equivalerifg é obtida pelas somas das parcelas
deterministicas correspondentes a matriz de rigidezmassa e de amortecimento como
indicado na equacao 140. A parcald corresponde ao desvio na matriz de rigidez efetiva
decorrente da incerteza do médulo de elasticidade.

A série de Neumann paqu‘1 € apresentada na equacgdo 142.

Koy ' = (Ko +AK) 1= —P+P?—P3+-)K,™" (142)
Ondel é a matriz identidade e a matFiz2 descrita na equacédo 143.

P =K, 'AK (143)

De forma analoga, o vetor de for¢ca equivalente &mlipode ser decomposto no

vetor de forca deterministica e no vetor de fostaadstica conforme equacao 144.
Foq = Fo + AF (144)
Substituindo as equagdes 142 e 144 na equacae 1I88&n a equacdo 145.
Yirae = I — P+ P2 — P3 4+ )K" ' (Fy + AF) (145)
O procedimento de sistematizacdo da implementagagputacional da série de
Neumann foi realizado de acordo com Lei e Qiu (20ste procedimento é obtido a partir
de um algoritmo de sistematizagcéo do processo auusa seguir.

DefinindoY, eAY, nas equacGes 146 e 147 se obtém a equacgao 148.

YO = Ko—lFO (146)
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AY, = K, *AF (147)
Yt+At: (I_P+P2_P3+"‘)(Y0+AYO) :YO+AYO_PYO_PAYO+

_ _ (148)
P2Y0+P2AY0 - P3Y0 - P3AYO + cee
A equacédo 148 pode ser representada pela equagao 14
Vewse = ) (“D"PM(Fy +8,) = ) (~1)" P, (149)
n=0 n=0

Definindo Y,,, AY,, eY, nas equacdes 150, 151 e 152 e os substituindgus;&o

149 se obtém o vetor de deslocamento nodal na &ous.

¥, =P"%, ; n=012,.. (150)

AY, = P"AYy ; n=0,12,.. (151)

Y, =7, +AY, : n=0,12,.. (152)

Yt+At = Z(_l)n YTl = YO - Yl + Yz - Y3 (153)
n=0

Por outro lado é possivel obter uma féormula de redddade para obtel,,

conhecendd),_, conforme indicado na equacéo 154.
Y, = P"(¥, + AY,) = P(P™'Y,) = K, *AK(P™"1Y,) (154)

Um dos aspectos fundamentais na aplicagdo da megpaqroposta consiste da
obtencdo do modelo de incerteza para 0 moduloasti@tade. Este modelo estabelece uma
relacdo da aleatoriedade do modulo de elasticidadeas coordenadas do centroide de cada
barra do reticulado. Para o problema propostoirgdo do médulo de aleatoriedade é
descrito pela equagéo 155.

E(x.&) = e [1+ 9(x.£) ] (155)
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Na equacdo 155X € o vetor posicdo das coordenadas do centroiddataas do
reticulado, ¢ (w) € a variavel aleatoria ond@[0,1], £ é o valor médio do médulo de
elasticidade do material utilizado&(x,f) € 0 vetor que confere a incerteza ao modulo de

elasticidade em funcéo do vetor posi¢cdo com a di&eequivalente ao nimero de elementos

obtido pela equacao 156.
o(x.&)=S"y(§) (156)

Na equacgdo 156S™ € o fator transposto da decomposicdo de Choleskyatriz de

autocorrelacdd? das distancias dos centroides das barras desarggguacao 158. A funcéo

de incertezay (&) é obtida a partir da variavel aleatééiéw) supracitada de forma que:

p(&)=¢ (157)
R=S'S (158)

A matriz de autocorrelacdo das distancias dos aees das barras do reticulado é

obtida pela equacao 159.

R (x) =% /®) (159)

I

Na equacdo 1597¢é o coeficiente de dispers@b¢ a distancia de correlacag/g € a

matriz cruzada de distancias dos centroides daashdo reticulado. Para todos os exemplos
estudados neste trabalho foram utilizados0,1e d =1.

Os conceitos abordados neste capitulo, bem comocayitulos anteriores, seréo
aplicados em exemplos numéricos de pérticos edgpasendo que 0s resultados serdo

apresentados no capitulo a seguir.
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo serdo apresentados exemplos ddues$ricalculadas utilizando as
formulacdes descritas no capitulo anterior. Pafa fta desenvolvido um programa
computacional, utilizando um software interativoat&a performance voltado para o calculo
numérico (MATLAB), chamado PortAL3D. Alguns de seasultados serdo comparados aos
obtidos por meio do software comercial de anakseutural (STRAP).

Sera apresentado um exemplo de célculo estatioo éxamplo de calculo dinamico
de poértico espacial utilizando o Método de Elemerimitos (MEF). Para a confiabilidade
estrutural, serdo apresentados exemplos de esssutaculadas utilizando o Método de
Monte Carlo Direto (MMCD) e o Método de Monte Caukdlizando a série de Neumann para
reduzir o tempo de inversdo da matriz efetiva narddgem dinamica. O capitulo de
resultados aborda os seguintes temas: analisacastaibracdes livres, analise dindmica
deterministica, analise dindmica estocastica atilio o MMCD e a utilizacdo da série de

Neumann para inversao da matriz efetiva.

4.1 ANALISE ESTATICA

Nesta se¢do serdo mostrados os resultados pardedonsstatico, utilizando o MEF
para os deslocamentos nodais e esforcos normalmeas de um portico tridimensional em
regime elastico linear com condi¢cdes de contoreonrggtricas e de carregamento indicadas
na Figura 13(a). Os resultados obtidos, utilizamdg@rograma préprio PortAL3D, sado
comparados com os resultadossdftwarecomercial STRAP.

O poértico 1 é constituido de aco estrutural, coroppedades mecéanicas e
geomeétricas da secdo transversal indicadas na aldhelpara todos os elementos do
reticulado. As Figuras 13(b) e 13(c) indicam os, mosn 0s maiores valores de deslocamento,
e as barras, com os maiores valores de esforcessagéo utilizados para a apresentacao dos
resultados.

O portico 1 foi submetido a um carregamento geogrsimulando uma acao do
vento sobre a lateral do pértico como indicado mura 13(a), sendo que para o modelo
estatico é considerado um coeficiente de majordedin4 sobre a pressao dinamica.
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barras selecionadas

nés selecionados

Figura 13 — a) Condicdes de contorno; b) nés adiis, ¢) barras analisadas
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4.1.1 Resultados para deslocamento nodal e esfor¢co normal
Os resultados obtidos para a componeéhtdo deslocamento nodal e para o esforgo

normal estdo indicados na Tabela 3 e na Tabela difefenca relativa entre os resultados
obtidos com o PortAL3D e com o0 STRAP ¢ estabelgoadas equacdes 155 e 156.

: (160)

—_ (161)

Nas equacdes 155 e 158, é a diferencga relativa para o deslocamento trasalve

A, a diferenca relativa para o esforgo normal. OsnderV,, N,, V,, N, sdo os

deslocamentos e os esfor¢cos normais obtidos nd[RRite no STRAP respectivamente. As

Figuras 14(a) e 14(b) ilustram os deslocamentoairabtidos.

Tabela 3— Comparacao deslocamentos STRAP x PortAL3D
Componente de deslocamentfm)

NO STRAP PortAL3D Av

12 0,10841 0,10923 0,76%
13 0,11344 0,11432 0,78%
14 0,11751 0,11842 0,77%
15 0,12065 0,12155 0,75%
16 0,12284 0,12377 0,76%
28 0,10845 0,10923 0,72%
29 0,11351 0,11432 0,71%
30 0,11752 0,11842 0,77%
31 0,12064 0,12155 0,75%
32 0,12284 0,12377 0,76%

Fonte: O Autor



Tabela 4 — Comparacao esforco normal STRAP x PGTAL

Esfor¢o normal (N)
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BARRA STRAP PortAL3D AN
1 273261,22 273431,01 0,06%
2 244021,39 244065,72 0,02%
3 211515,34 211513,04 0,00%
4 180504,97 180491,26 0,01%
5 151811,42 151794,82 0,01%
6 125584,75 125567,60 0,01%
7 101850,82 101833,55 0,02%
8 80614,39 80597,05 0,02%
9 61876,16 61858,82 0,03%
10 45636,25 45619,00 0,04%
Fonte: O Autor

Figura 14 — a) Deslocamento PortAL3D; b) deslocam&TRAP
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Fonte: O Autor

Os resultados observados para a compongnto deslocamento mostram valores
proximos do PortAL3D e do STRAP, esta diferencab@ma abaixo de 1,0%, ndo deve ser
considerada como um erro ja que ndo se tem umeasohnalitica padrdo para comparar 0s
resultados de ambos esftwares Os resultados de esfor¢co normal apresentam ddase

inferiores a 0,1%. Na proxima secéo serdo anassad frequéncias naturais do reticulado,

gue servem como orientacdo em projetos para égit@menos de ressonancia.



4.1.2 Resultados para a frequéncia natural
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As frequéncias naturais sdo determinadas para ioseipss dois modos e 0s
resultados obtidos no PortAL3D e no STRAP sao aptados na Tabela 5 por meio das

frequéncias naturais e da diferenca relativa didinia equacéo 157. Os primeiros dois modos

sdo mostrados na Figura 15.

(162)

Na equacdo 157w é a diferenca relativa para a frequéncia naturslte@mosa, e

G, sao as frequéncias naturais obtidas no PortALBD $TRAP respectivamente.

Tabela 5— Comparacao frequéncia natural STRAP tAP8D

Frequéncia natural (Hz)

MODO STRAP PortAL3D Aa
1 0,8998 0,9072 0,82%
2 1,0323 1,0420 0,94%
Fonte: O Autor

Figura 15 — a) Modo 1,
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Os resultados observados para as frequéncias isatwwatram uma diferenca abaixo
de 1% para as frequéncias obtidas no PortAL3Dabedos no STRAP. Neste estudo de caso
os resultados obtidos no PortAL3D mostram que oaretigeiramente mais rigido daquele

obtido pelo STRAP para a mesma ordem de frequéncia.

4.2 ANALISE DINAMICA

Nesta se¢do, o portico tridimensional utilizadoexemplo anterior, sera analisado
por meio de um modelo dindmico deterministico. @sultados, para o esforco normal do
modelo dinadmico deterministico, serdo obtidos paranesmo carregamento do modelo
estatico supracitado, porém sem o coeficiente deragio.

Os resultados serdo obtidos para o esforco nommddagras do modelo estéatico e o

esfor¢co normal do modelo dindmico deterministico.
4.2.1 Propriedades do modelo dinamico deterministico

Para definir o modelo dindmico, algumas premisse®osconsideradas:
a) Sera considerado amortecimento viscoso (Amortedonda Rayleigh) com

coeficientes de amortecimento, associados a pangei@ segunda frequéncia
natural, de, =002% e &, =003,

b) A forca é aplicada por um pulso uniforme indica@oRgura 16 com duragao
de 3s.

c) O tempo de amostragem sera de 3s.

d) O intervalo de tempo a ser utilizado no processantegracao direta é de
At = 001s.

Figura 16 — Pulso constante de for¢ca num interdal8s

F(N)
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N =38
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0s 35

Fonte: O Autor
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4.2.2 Resultados

Os resultados obtidos séo para o esforco normiaama 1. A diferenca relativa entre

o valor estatico e o dinamico € dada pela equag@@dmo segue,

_ |Nd B Ne|

N T |N | (163)

Onde N, e N, sdo os esforcos normais da barra 1 decorrentesodelo dinamico

deterministico e estatico respectivamente. Osteaig sdo apresentados na Tabela 6 para o
valor médio no intervalo de tempo de amostragemesforco na barra para a resposta

dindmica e o valor do esfor¢co obtido pelo modetéaten supracitado.

Tabela 6— Comparacdo modelo estatico x modelo damdm
Esforco normal (N)

BARRA N N, AN

e

1 273.431,01 274.634,10 0,44%
Fonte: O Autor

Figura 17 — Variagéo do esforco normal da barra tempo
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Esforco Normal (N)

Fonte: Otdu



70

Os resultados observados para o valor médio docesimrmal do modelo dindmico
deterministico apresentaram valores inferiores, dderenca abaixo de 0,44% com relacdo
ao modelo estético, contudo, deve-se levar em ogu¢aos efeitos das forcas de inércia
podem ser potencializados caso se tenham repetigéessivas do pulso.

A Figura 17 mostra o comportamento do esfor¢co nbrmantervalo do tempo de

amostragem.

4.3 CONFIABILIDADE ESTRUTURAL — MONTE CARLO DIRETO

Nesta secao, sera utilizado o Método de Monte (Qaireto na abordagem de dois
exemplos de vibracdes forcadas. No primeiro exempdon amortecimento viscoso, as
vibracbes forcadas sdo produzidas por um sinatGeaatuando na base e, no segundo
exemplo, sem amortecimento, por uma forca produgaaum sinal de ruido branco (sinal
aleatério estacionario de média nula). Além doegamento, 0 médulo de elasticidade do
material e a sua tensao de escoamento tambémveeideis aleatdrias do modelo.

A verificagdo da convergéncia do método serad adalieom relacdo a solugéo
dindmica deterministica para um numero adequadameldvado de realizacdes. Os
resultados sdo mostrados através do comportamemtéempo do deslocamento e da
velocidade num ponto especifico, bem como do cotapwnto do esfor¢co normal no tempo,

para uma barra especifica, devido ao carregam&ateo.

4.3.1 Exemplo 1: Propriedades do modelo dindmico estocé&sh

Para a aplicacdo do Método de Monte Carlo no aaldal confiabilidade estrutural,
para o poértico tridimensional utilizado no exemmaterior, seguem abaixo algumas
consideragOes adotadas:

a) Foram consideradas trés variaveis aleatérias gjanse sinal na base, o
modulo de elasticidade e a tensédo admissivel deriakt
b) Sera considerado amortecimento viscoso (Amortedionda Rayleigh) com

coeficientes de amortecimento, associados a paneed segunda frequéncia
natural, de§, =002t e &, =003¢,
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c) O n6 de amostragem é o numero 16 indicado na FitR(a). Foi escolhido
em virtude de apresentar o maior deslocamento mblggna dinamico
deterministico.

d) O numero de realiza¢6es foi de 2500.

e) O tempo de amostragem e de aplicagéo do sinat=lde

f) O incremento de tempo na integracdo numérica At @e001s.

4.3.2 Exemplo 1: Especificacdo das variaveis aleatorias

A seguir serdo descritas as varaveis aleatoritsaotas no célculo.

4.3.2.1 Carregamento

O poértico 1 foi submetido a um carregamento prattuzdor deslocamento na
componentew obtido por um sinal harménico perturbado por undaubranco (sinal
deterministico). O sinal aleatério que atua nosAis indicados na Figura 13(a), é obtido a
partir de uma distribuicdo normal para os valoressthal pseudo-randémico com valor
maximo da amplitude média de 0,015 m e desvio padkdl0%. O comportamento do sinal

aleatdrio no tempo para a primeira realizacao &trado na Figura 18.

Figura 18 — Sinal aleatério e sinal deterministieexcitacéo na base do portico
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4.3.2.2 Mobdulo de elasticidade

O modulo de elasticidade, com distribuicdo aleatéi obtido para cada elemento
sem considerar correlacdo estatistica da propredatte elementos. Os valores aleatérios

para a propriedade sao obtidos por meio de gepsgiao-randomica (fungdo do MATLAB)
com distribuicio normal de méd@ =2x10° MPa e dispersag; = O1E, .

4.3.2.3 Tensao de escoamento

A tensao de escoamento também foi considerada oomovariavel aleatoria obtida

a partir de geracdo pseudo randémica normal (fumgBdATLAB) com valor médio

g, =25( MPa e com um desvio padrdg = 0lo, .

4.3.3 Exemplo 1: Resultados

Os resultados sao analisados sobre os seguinas@sp

a) Os valores médios do deslocamento e da velocidadeempo, para o0 né
analisado, obtidos pelo modelo deterministico @ péétodo de Monte Carlo
Direto mostrados nas Figuras 19(a) e 19(b).

b) As variacbes do deslocamento e da velocidade npaepara o n6 analisado,
obtidos pelo modelo deterministico e pelo MétodoMiente Carlo Direto
mostrados nas Figuras 20(a) e 20(b).

c) A variacdo do esforco normal no tempo, para a bamadisada, obtida pelo
modelo deterministico e pelo Método de Monte C&@leto mostrado na
Figura 21.

d) Convergéncia da andlise de confiabilidade em fund@o nimero de
realizacdes para o critério de falha baseada sédethe escoamento mostrado
na Figura 22.

e) Probabilidade de falha no tempo baseada na tensdissivel para a barra em

analise mostrada na Figura 23.



73

Figura 19 — a) Deslocamento do n6 16; b) velociabded 16
0.015 : : : :

0.01

Deslocamento (m)
o

-0.01 : :
— MMCD
: — Deterministico
_0015 i i T T
0 0.2 04 0.6 0.8 1
Tempo (s)
(a)

0.15 , ‘ , ,

0.05

Velocidade (m/s)

-0.1

-0.15

— Deterministico

| .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tempo (s)

(b)

Fonte: O Autor

A Figura 19 ilustra a aproximacao obtida por meaoMMCD indicando os valores

médios do deslocamento e da velocidade no tempogpad analisado.
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Figura 20 — a) Variacdo do deslocamento do no lgatiacédo da velocidade do n6 16
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A Figura 20 apresenta resultados que indicam axapagdo obtida por meio do
MMCD, tendo em vista que a variancia maxima pagg@slocamento ficou em torno de 1,9 x
10" m2 e para a velocidade em torno de 5,5 % (b0/s) 2.
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Figura 21 — Esforcos normal na barra 1

(]
5x10 ‘ ! ! !

Esforgo Normal (N)
o

U U AU Y S SO S SRS
- JRERRIREREEEEE s TERE ——— MMCD -\
: : — Deterministico
_5 | | T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Tempo (s)
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A Figura 21 apresenta resultados que ilustra axapegdo obtida por meio do

MMCD indicando os valores médios do esfor¢co nomaabarra 1.

Figura 22 — Convergéncia do método MMCD na predorita probabilidade de falha
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O resultado apresentado na Figura 22 indica quik, @edtério da tensdo de
escoamento sobre a qual atua também a incertbaaaaira falhar com uma probabilidade de
aproximadamente 87%. Outro resultado, como € nuwsina Figura 23, sédo os intervalos de

tempo aonde a barra ir4 a falhar.

Figura 23 — Probabilidade de falha no tempo
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Fonte: O Autor

Como pode se notar na curva da Figura 23, ha pitmlzate de falha ndo nula entre
o instante inicial e o segundo décimo de segurdiepeis do quinto décimo ao oitavo décimo
de segundo. A curva apresentada deve estar decamammd os valores no tempo onde a curva

de esfor¢co normal atinge os valores maximos alslut

4.3.4 Exemplo 2: Propriedades do modelo dindmico estoc&sb

Para a aplicacdo do Método de Monte Carlo no caldal confiabilidade estrutural,
para o pértico tridimensional em regime elasticwdir ndo amortecido com condi¢cbes de
contorno, geométricas e de carregamento indicaaldgura 24(a), seguem abaixo algumas
consideracOes adotadas:

a) Foram consideradas trés variaveis aleatorias gaense forca produzida por
um sinal de ruido branco, o médulo de elasticidadetensdo admissivel do

material.
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b) Nao sera considerado o amortecimento.

c) O né de amostragem é o numero 4 indicado na FRi({g. Foi escolhido em
virtude de apresentar o maior deslocamento no @mudl dindmico
deterministico.

d) O numero de realizagfes foi de 2500.

e) O tempo de amostragem e de aplicagéo do sinat=lde

f) O incremento de tempo na integracdo numerica st de001s.

O portico 2 é constituido de aco estrutural, coroppedades mecanicas dos
materiais e geométricas da secédo transversal dacaa Tabela 7, para todos os elementos
do reticulado. A Figura 24(b) indica 0 n6 e a bayua seréo utilizados para a apresentacao

dos resultados.

Figura 24 — a) Condicfes de contorno; b) n6 e lmaratisados
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Tabela 7 — Propriedades mecanicas e geometrigadrtico 2
Propriedades dos Materiais

Modulo de Elasticidade do Aco 2,0X1Pa
Coeficiente de Poisson 0,3
Peso Especifico 78,50 kKN/m3
Tensao de Escoamento 300 MPa
Tensdo de Ruptura 400 MPa
Propriedades Geométricas das Barras
Perfil Tubo® 355,6 x 9,5
Area 10.329 mm?
Momento de Inércia 1,5478x&mm"
Momento Polar de Inércia 3,0956 X1ont'

Fonte: O Autor

4.3.5 Exemplo 2: Especificacdo das varidveis aleatorias

A seguir serdo descritas as varaveis aleatoriézagkas no céalculo.

4.3.5.1 Carregamento

O portico 2 foi submetido a um carregamento pratdtuzior uma for¢ca gerada por
um sinal de ruido branco. O sinal aleatdrio, quea abbs nos localizados na face ZY, € obtido
a partir de uma distribuicdo normal para os valalessinal pseudo-randémico com valor
médio de 20.000 N e desvio padrédo de 10%. O cdampento do sinal aleatério no tempo

para a primeira realizacdo € mostrado na Figura 25.

Figura 25 — Sinal aleatério para carregamento aodorbranco
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4.3.5.2 Mobdulo de elasticidade

O modulo de elasticidade, com distribuicdo aleatéi obtido para cada elemento
sem considerar correlacdo estatistica da propredatte elementos. Os valores aleatérios

para a propriedade sdo obtidos através de geragiml@randdomica (funcdo do MATLAB)
com distribuicio normal de méd@ =2x10° MPa e dispersag; = O1E, .

4.3.5.3 Tensao de escoamento

A tensao de escoamento também foi considerada oomovariavel aleatoria obtida

a partir de geracdo pseudo randémica normal (fumgBdATLAB) com valor médio

g, =25(MPa e com um desvio padrdg = 0lo, .

4.3.6 Exemplo 2: Resultados

Os resultados sao analisados sobre os seguinas@sp

a) Os valores médios do deslocamento e da velocidadeempo, para o0 né
analisado, obtidos pelo modelo deterministico @ péétodo de Monte Carlo
Direto mostrados nas Figuras 26(a) e 26(b).

b) As variacbes do deslocamento e da velocidade npaepara o n6 analisado,
obtidos pelo modelo deterministico e pelo MétodoMiente Carlo Direto
mostrados nas Figuras 27(a) e 27(b).

c) A variacdo do esforco normal no tempo, para a bamadisada, obtida pelo
modelo deterministico e pelo Método de Monte C&@leto mostrado na
Figura 28.

d) Convergéncia da analise de confiabilidade em fund@o nimero de
realizacdes para o critério de falha baseada sédethe escoamento mostrado
na Figura 29.

e) Probabilidade de falha no tempo baseada na tensdissivel para a barra em

analise mostrada na Figura 30.
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Figura 26 — a) Deslocamento do né 4; b) velocidbuaé 4
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Fonte: O Autor

A Figura 26 apresenta resultados que indicam axapagdo obtida através do
MMCD, indicando os valores médios do deslocamentia @elocidade no tempo para o no
analisado.
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Figura 27 — a) Variacdo do deslocamento do no dabacéo da velocidade do n6 4
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Fonte: O Autor

A Figura 27 apresenta resultados que indicam axapagdo obtida através do
MMCD, tendo em vista que a variancia maxima padesiocamento ficou em torno de 1,5 x
10° m2 e para a velocidade em torno de 0,25 (m/s) 2.
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Figura 28 — Esforcos normal na barra 335
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A Figura 28 apresenta resultados que ilustram exapacdo obtida por meio do

MMCD indicando os valores médios do esfor¢co nonmaabarra 335.

Figura 29 — Convergéncia do método MMCD na predorita probabilidade de falha
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O resultado apresentado na Figura 29 indica quik, @edtério da tensdo de
escoamento sobre a qual atua também a incertbaaaaira falhar com uma probabilidade de
aproximadamente 73%. Outro resultado interessanotep € mostrado na Figura 30, sdo os

intervalos de tempo aonde a barra ira a falhar.

Figura 30 — Probabilidade de falha no tempo
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Fonte: O Autor

Como pode se notar na curva da Figura 30, ha pitmlzae de falha ndo nula entre
0 primeiro e o quaro décimo de segundo e depoisedto ao nono décimo de segundo. A
curva apresentada deve estar de acordo com osvalortempo onde a curva de esforco
normal atinge os valores maximos absolutos.

Um procedimento para diminuir o tempo de processsomgecorrente do Método de
Monte Carlo Direto, quando se tem uma variaveltéteaque influencia a matriz de rigidez
efetiva, consiste na utilizacdo da série de Neunpana evitar a inversao da matriz de rigidez
efetiva. Nos exemplos abordados, o0 modulo de eildatle com aleatoriedade na posicao
torna o processo de inversdo da matriz de rigifiesttva com alto custo computacional. Na
proxima secdo é utilizado o MMCD com a série de mimun com ordem linear e ordem
quadratica na abordagem dos exemplos supracitadeado as comparacfes dos resultados

guanto a precisédo e ao tempo de processamento.
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4.4  MONTE CARLO UTILIZANDO A SERIE DE NEUMANN

Nesta secao, os porticos utilizados no exemplaiantserdo analisados por meio de

rotinas desenvolvidas no MATLAB utilizando a séde Neumann na abordagem de

problemas dindmicos em estruturas reticuladastasjaicarregamentos aleatorios. A série de

Neumann tem como finalidade reduzir o tempo de ggemmento do problema dinamico

aproximando a inversdo da matriz de rigidez efajivando a mesma também € aleat6ria em

funcdo do mddulo de elasticidade. Nestes exempldsizado o MMCD juntamente como a

utilizacdo da série de Neumann com ordem lineardeno quadratica na abordagem dos

problemas dindmicos da secao 4.3. A apresentacd@sdiéados segue a seguinte sequéncia:

a)

b)

d)

f)

Para o exemplo 1:Comparacéao entre os valores médios do deslocaraatdo
velocidade do no 16 e de suas variancias utilizanddMCD e o MMCD
juntamente com a série de Neumann com expansaar |{MMCD-N1) e
expansao quadratica (MMCD-N2) conforme Figuras 31

Para o exemplo 2:Comparacéao entre os valores médios do deslocaraatdo
velocidade do n6 4 e de suas variancias utilizanddMCD e o MMCD
juntamente com a série de Neumann com expansaar liiMMCD-N1)
conforme Figuras 32(a — d);

Para o exemplo 1:Comparacao da componente do esfor¢co normal na barra
utiizando MMCD e o MMCD juntamente com série deulN@&nn com
expansao linear (MMCD-N1) e expansao quadratica (MIMN2) conforme
Figura 33;

Para o exemplo 2:Comparacdo da componente do esforgco normal na barra
335 utilizando MMCD e o MMCD juntamente com série Meumann com
expansao linear (MMCD-N1) conforme Figura 34;

Para o exemplo 1:Comparagao dos tempos de processamento decordentes
MMCD e do MMCD utilizando a série de Neumann conpamsao linear
(MMCD-N1) e com expansédo quadratica (MMCD-N2) cujesultados sao
apresentados na Tabela 8.

Para o exemplo 2:Comparagao dos tempos de processamento decordentes
MMCD e do MMCD utilizando a série de Neumann conpamsao linear

(MMCD-NL1) cujos resultados séao apresentados nald &e



85

Figura 31 — a) Deslocamento do n6 16; b) variagédeslocamento do no 16; c¢) velocidade
do no 16; e) variacdo da velocidade do n6 16
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Fonte: O Autor

A Figura 31 apresenta os resultados da comparagie es valores médios do
deslocamento e da velocidade do né 16, para o matteexemplo 1, e de suas variancias
utilizando o MMCD e o MMCD juntamente com a sérig deumann com expansao linear
(MMCD-N1) e expansao quadratica (MMCD-N2). Os grdéi indicam valores de variancia
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maiores, respectivamente, para MMCD-N1, MMCD-N2 BI®D, ou seja, quanto maior o

grau da expansao da série de Neumann menor éadciari

Figura 32 — a) Deslocamento do né 4; b) variacddadtocamento do no 4; c) velocidade do

no 4; d) variacao da velocidade do n6 4
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A Figura 32 apresenta os resultados da comparagtie es valores médios do
deslocamento e da velocidade do n6 4, para o maltelexemplo 2, e de suas variancias
utilizando o MMCD e o MMCD juntamente com a sérg "eumann com expansao linear
(MMCD-N1). Os graficos indicam valores de variangiaiores para MMCD-N1 em relacao
ao MMCD.



Figura 33 — Esforco normal na barra 1
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A Figura 33 apresenta a comparacdao da componengsfdazo normal na barra 1,
para o exemplo 1, utilizando o MMCD e o MMCD junt&me com série de Neumann com
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expansao linear (MMCD-N1) e expansdo quadratica Q@WWMN2). O gréfico indica valores

de esforco normal maiores, respectivamente, par&€BM 1, MMCD-N2 e MMCD.

Figura 34 — Esforco normal na barra 335
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A Figura 34 apresenta a comparacédo da componergsfoicco normal na barra 335,
para o exemplo 2, utilizando MMCD e o MMCD juntarteeigcom série de Neumann com
expansao linear (MMCD-N1). O gréfico indica valords esforco normal maiores para
MMCD-N1 em relagdo ao MMCD.

Tabela 8- Tempo de processamento em horas paenpkx1
MMCD MMCD-N1 MMCD-N2
Tempo (h) 12,51 11,41 12,11

Fonte: O Autor

Tabela 9— Tempo de processamento em horas paenpkx2
MMCD MMCD-N1

Tempo (h) 14,31 12,05
Fonte: O Autor

De acordo com os resultados obtidos, a utilizacdosérie de Neumann com
expansao linear na abordagem de problemas dinédramosstruturas reticuladas sujeitas a
carregamentos aleatdrios apresenta uma varianciar magando comparada ao MMCD
(figuras 31 a 34), em contra partida, ocorre unmairdiicdo no tempo de processamento
(tabelas 8 e 9). Quanto ao tempo de processameatte, salientar que todos os exemplos
foram calculados em um mesmo computador com pradesdntel Core i5 de 2.6 GHz e
memoéria RAM de 4 GB.

Os valores obtidos por meio da utilizacdo da sddeNeumann com expansao
quadratica indicam uma reducéo na variancia (fgg@dae 33), porém, um aumento no tempo
de processamento quando comparados com os vakredrié de Neumann com expansao

linear (tabela 8).
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho foram desenvolvidas rotinas no MABI.Ae pré processamento e de
pOs processamento, para analise estatica e dinameicastruturas reticuladas espaciais
utilizando o método de elementos finitos converaio(MEF). Embora a solucdo de
estruturas reticuladas com o uso de elementosdijatesteja amplamente difundida, algumas
técnicas e teorias aqui abordadas séo pouco caoalse&sse € o caso da analise de porticos
espaciais sujeitos a carregamentos aleatorios, @ompcado de andlise da confiabilidade
estrutural através da determinacéo da probabilidadalha no tempo, utilizando o método de
Monte Carlo Direto (MMCD). Além disso, outra cobuicdo do presente trabalho € a
utilizacdo da série de Neumann para reduzir o teshegarocessamento do problema dinamico
aproximando a inversdo da matriz de rigidez efetiva

Foram apresentados alguns exemplos de estruturizsilacks utilizando as
formulacdes descritas neste trabalho e, de seulsa@ss, pode-se concluir o seguinte:

a) Os resultados obtidos do programa desenvolvido AGIM\B para o calculo
estatico (PortAL3D) estdo compativeis com os redok obtidos dsoftware
comercial STRAP. Para o deslocamento nodal, aetifar entre os resultados
ficou abaixo de 1,0% e, para o esforco normal, isethcas encontradas foram
inferiores a 0,1%.

b) Para as frequéncias naturais, os resultados olesrvaostram uma diferenca
abaixo de 1% para os dois primeiros modos de \dloragendo que o modo de
vibracdo obtido no PortAL3D é ligeiramente maisiddgdaquele obtido pelo
STRAP para a mesma ordem de frequéncia. Para anetism maior precisao os
modos de vibracdo superiores a estes, deve-se trmaetiscretizacdo das barras
do modelo.

c) No modelo dindmico deterministico, os resultadoseolados estdo compativeis
com os resultados do modelo estatico. O valor mélliimlo para o esfor¢o normal
do modelo dinamico é ligeiramente inferior quandmparado ao valor obtido do
modelo estatico com diferenca abaixo de 0,5%. Glntdeve-se levar em conta
que os efeitos das forcas de inércia podem sengatados caso se tenham

repeticbes sucessivas do pulso.
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d) O modelo dindmico e as incertezas nos carregamentuass propriedades dos
materiais representam um modelo mais proximo ao efnodeal, porém a
complexidade e o tempo de processamento sdo maiores

e) Para a aplicacdo do método de Monte Carlo Diretaatoculo da confiabilidade
estrutural do poértico tridimensional amortecido, ossultados indicam a
aproximacéo obtida por meio dos valores encontrgofo® a variancia do
deslocamento e da velocidade (em torno de 1,9 xni®e de 5,5 x 16 (m/s) 2
respectivamente).

f) Para o portico tridimensional ndo amortecido, acapfo do método de Monte
Carlo Direto no célculo da confiabilidade estrutumpresentou resultados com
uma aproximacdo menor quando comparado com o moaelortecido. A
variancia para o deslocamento ficou em torno dex1,6°> m? e para a velocidade
em torno de 0,25 (m/s) 2.

g) O MMCD apresenta resultados que indicam, pelormitia tensdo de escoamento
sobre a qual atua também a incerteza, a probatélidan percentual que a barra
ira falhar. Outro resultado interessante sdo @svatos de tempo aonde a barra ira
a falhar. A interpretacdo correta destes resultagdisa que a consideracao do
carregamento como uma variavel aleatoria poderaedanem reducdo de custo
na estrutura.

h) A utilizacdo da série de Neumann com expansaorliapeesenta uma variancia
maior quando comparada ao MMCD, em contra partidasre uma diminui¢cdo no
tempo de processamento.

i) A utilizacdo da série de Neumann com expansao §tiealindica uma reducéo na
variancia e um aumento no tempo de processameatalqucomparada a série de
Neumann com expansao linear.

J) Os valores de reducdo no tempo de processamerandaua utilizacdo da série
de Neumann, ndo sao expressivos, pois a parcetavaeho tempo necessario para
realizar a inversdo da matriz de rigidez € peq@enaelacdo ao tempo total. Em
modelos com matriz de rigidez muito grande estaug&dl pode ser mais

significativa.

Na proxima secdo, serdo apresentadas algumas &egjesibre trabalhos futuros

relacionados a assuntos que nao puderam ser abendeste trabalho.
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51 SUGESTAO DE TRABALHOS FUTUROS

Sugerem-se a seguir, futuras contribuicdes a edialbho que podem ser fundamentais
para a consolidacdo de uma proposta de soluca@pzbkemas de engenharia estrutural que

sao comumente encontrados nos escritérios de am@isalculo estrutural:

a) Implementacdo da néo linearidade geométrica pan@rdiionamento de prédios
metalicos;

b) Utilizacdo de modelos com carregamentos obtidosa@®do com as Normas
Técnicas;

c) Otimizacao dos programas desenvolvidos utilizandmgramacéo DELPHI,

d) Abordagem de analise modal no dominio da frequémrcia utilizacdo de
amortecimento histerético;

e) Estudo da otimizacdo para o coeficiente de segardagestruturas que possuem
grande custo estrutural como, por exemplo, grapoEtios metalicos;

f) Avaliacdo dos indices de confiabilidade de refdeepara revisdo dos coeficientes

de seguranca das Normas Técnicas.
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