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RESUMO

Em um contexto no qual as redes elétricas estdo cada vez mais distribuidas e interligadas, a mi-
riade de dados a serem processados pelas concessiondrias pode estar além da tecnologia com-
putacional. Torna-se justificdvel a insercdo de um novo paradigma computacional, a computa-
cdo quantica, que tem potencial teérico para resolver problemas especificos em um intervalo de
tempo que pode ser exponencialmente menor que o tradicional. No contexto das redes elétricas,
um problema que nos ultimos anos vem sendo estudado € a incorporacao do algoritmo quantico
de Harrow, Hassidim e Lloyd (HHL) para solu¢do de equacdes lineares ao problema de fluxo de
poténcia, tanto para o tradicional por métodos iterativos, quanto para o fluxo de poténcia CC,
um método que lineariza o problema através de algumas aproximacdes. Este trabalho realiza a
simulacao ideal de fluxo de poténcia CC através de um cédigo construido no Qiskit baseado no
algoritmo HHL para dois sistemas, de trés e de cinco barras, obtendo um circuito de 4 g-bits
com solugdo exata para o primeiro € um circuito de 5 g-bits com erro percentual absoluto mé-
dio de 6.124% para o dltimo, além da experimenta¢do em um computador quantico real da IBM
para o sistema de trés barras, com um erro de 6.935%. Realiza ainda uma comparag@o entre a
simulagdo quantica e uma simulacdo classica de fluxo de poténcia por métodos iterativos que
resulta em um erro de 7.630%. Adicionalmente, um c6digo com funcionalidade equivalente foi
construido em Matlab.

Palavras-chave: Computacdo Quantica. Fluxo de Poténcia CC. Algoritmo HHL. Qiskit.



ABSTRACT

In a context in which electricity grids are increasingly distributed and interconnected, a myriad
of data to be processed by utilities may be beyond computer technology. The insertion of a new
computational paradigm becomes justifiable, the quantum computing, which has theoretical
potential to solve specific problems in a time interval that can be exponentially smaller than the
traditional. In the context of power systems, a problem that has been studied in the last two
years is the incorporation of the quantum algorithm of Harrow, Hassidim and Lloyd (HHL) for
solving linear equations to the power flow problem, both for the traditional by iterative methods,
as for the DC power flow, a method that linearizes the problem through some approximations.
This work performs the DC power flow ideal simulation of two systems, through a code built in
Qiskit based on the HHL algorithm for two systems, three and five bars, obtaining a circuit of 4
g-bits with exact solution for the former and a circuit of 5 g-bits with mean absolute percentage
error of 6.124% for the latter, plus experimentation on a real IBM quantum computer for the
three bar system, with an error of 6.935%. It also makes a comparison between the quantum
simulation with a classical power flow simulation by iterative methods that results in an error of
7.630%. Additionally, code with equivalent functionality was built in Matlab.

Keywords: Quantum Computing. DC Power Flow. HHL Algorithm. Qiskit.
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1 INTRODUCAO

A quantidade de dados da rede elétrica coletados pelas concessiondrias vem aumentando
em um ritmo sem precedentes devido a fatores que exigem uma rede modernizada distribuida,
digitalizada e integrada, como uma geracdo cada vez mais renovavel, distribuida e com me-
nor emissdo de carbono, o aumento da intensidade e frequéncia de desastres naturais como
consequéncia de mudancgas climéticas, o surgimento de novas tecnologias e a eletrificacao de
varios setores, como o de transporte. A aquisi¢do de mais dados permite uma melhor observa-
bilidade da rede e uma melhor tomada de decisdao, a0 mesmo tempo em que exige uma robusta
computacdo de base capaz de converté-los em informacdes uteis (ESKANDARPOUR et al.,
2020a,b,c).

Uma rede modernizada deve incluir sistemas de larga escala dindmicos e ndo-lineares que
variam temporariamente entre transitorios e objetivos mais lentos de otimizagao, apresentando
distintas dificuldades matemadticas e computacionais. A otimizagao do sistema elétrico em larga
escala pode exigir esforcos computacionais nao-triviais. Em problemas de despacho de ener-
gia, a complexidade computacional aumenta exponencialmente com o nimero de varidveis,
conforme se observa no estudo de Cafaro e Grossmann (2014), em que os autores criam um
modelo para otimizar uma rede de cadeia de abastecimento de gds de xisto com 50 mil va-
ridveis e 50 mil restricdes que demanda um tempo computacional entre 15 e 24 horas. Uma
otimizacao que inclua transporte, producdo e demanda de energia, geracdo de energias renova-
veis e fluxos de informacgao da internet das coisas pode exigir um esforco computacional que
ndo pode ser suprido pela tecnologia computacional atual (CASCIO; MA; MARECHAL, 2020;
ESKANDARPOUR et al., 2020c). O mesmo cendrio pode ser observado em problemas de ané-
lise de seguranca do sistema de energia, comumente avaliada considerando provaveis falhas de
componentes, que podem exigir a resolucdo de milhares de cendrios de fluxo de energia, cada
um considerando uma diferente contingéncia (ESKANDARPOUR et al., 2020b).

De fato, existem casos em que as técnicas proeminentes desenvolvidas nas décadas anteri-
ores para resolver varios problemas computacionais, como os métodos exatos, as técnicas de
otimiza¢cdo numérica e os métodos estocasticos, podem nao ser adequados. Uma alternativa
promissora para os problemas computacionais enfrentados na construcao de uma rede confid-
vel, resiliente e segura é a de um novo paradigma de computacdo: a computacdo quantica
(ESKANDARPOUR et al., 2020c)

A computagdo quantica tem seu inicio na década de 1980. Em 1982, a ideia de um com-
putador quantico surgiu quando o fisico Richard Feynman indicou que fendmenos da meca-
nica quantica poderiam ser aplicados para simular um sistema quantico de forma mais eficaz
do que em um computador cldssico, para o qual o tempo de simula¢ido cresce exponencial-
mente (FEYNMAN, 1982). A primeira proposta de um computador quantico ocorreu em 1985,
quando David Deutsch descreveu formalmente a primeira mdquina de Turing universal quantica
(DEUTSCH, 1985), que assim como a maquina de Turing cldssica (TURING, 1937), ndo € ade-
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quada para a implementacao de algoritmos complexos. O modelo de circuitos e portas 16gicas
quanticas foi desenvolvido a partir de 1985 e culminou no surgimento do algoritmo de Shor,
em 1994 (SHOR, 1994), que resolve em tempo polinomial um problema sem solucdo eficiente
em um computador cldssico, a fatoracdo de nimeros inteiros, potencialmente ameacando varios
dos métodos criptograficos comumente usados, € no algoritmo de Grover em 1996 (GROVER,
1997), que realiza uma busca em uma lista desordenada com um ganho de tempo quadratico
em relacdo a sua versado cldssica. Os algoritmos mostraram que a computagdo quantica tem o

potencial tedrico para resolver problemas que nenhum computador classico pode.

A primeira demonstracdo experimental de um algoritmo quantico foi realizada em 1998
em um computador quantico de dois g-bits (a unidade de informagdo quantica) (CHUANG;
GERSHENFELD; KUBINEC, 1998) e desde entdo, nas ultimas décadas, a pesquisa e o de-
senvolvimento produziram significativos avangos na construcao de uma maquina quantica. En-
tretanto, a constru¢do de computadores quanticos enfrenta enormes problemas de engenharia
para correcdo de erros decorrentes da decoeréncia quantica e outras fontes de ruido quando o
numero de g-bits aumenta e por conta disso, somente a partir de 2017 e 2018, a construcio
de computadores quanticos universais com dezenas de g-bits foram anunciados por empresas
como a IBM, Google e Microsoft (PORTUGAL; MARQUEZINO, 2019; ALMUDEVER et al.,
2017). Em 2017, a IBM anunciou o programa /IBM Q Experience, uma plataforma baseada
em nuvem para experimentacao e aprendizado quantico compartilhado (IBM, 2018) e o Qiskit,
um kit de desenvolvimento de software de codigo aberto (ABRAHAM et al., 2021; QISKIT,
2021a,b).

A era atual de computadores quanticos € nomeada NISQ (Noisy intermedicte-scale quan-
tum), um termo cunhado por John Preskill para designar o estado da arte atual na fabricacio de
processadores quanticos (PRESKILL, 2018). Esses processadores sao compostos por centenas
de g-bits ruidosos com tempo de decoeréncia limitado e ndo suficientemente sofisticados para
se implementar a corre¢ao de erro quantico, apresentando consequentemente um desempenho
imperfeito em suas operacdes. Com efeito, a era NISQ se encontra distante do objetivo de um
computador quantico universal tolerante a falhas, com milhdes de g-bits com baixas taxas de
erro e longos tempos de coeréncia que pode efetivamente resolver problemas como a fatoragcdo
de numeros inteiros. Contudo, na exploracdo do potencial da era NISQ, algoritmos foram pro-
postos em aplicagdes como a simulacao de sistemas quanticos, a simulacio de quimica quantica,
a solugdo de alguns problemas de otimizacdo, a programacao linear e a aprendizagem profunda
quantica (CALUDE; CALUDE, 2017; PRESKILL, 2018; BHARTI et al., 2021).

Nos tdltimos anos, alguns trabalhos foram realizados no emergente campo da aplicacdo da
computacdo quantica ao sistema elétrico e em janeiro de 2022 serd iniciada a iniciativa QUEST
(Quantum Upgraded Electric System of Tomorrow), criada pela Universidade de Denver em
colaboracdo de diversos servicos com o objetivo de construir um consércio entre universidade
e industria para trazer o poder da computacao quantica aos desafios de construir a rede elétrica
do futuro (DAVIS, 2021; JONES, 2021).
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Implementacdes de algoritmos evolutivos com inspiracdo em computacdo quantica (Quan-
tum Inspired Evolutionary Algorithm - QIEA), foram feitas para resolver alguns problemas do
sistema de elétrico em Jeong et al. (2009), Lau et al. (2009) e Vlachogiannis e Lee (2008).
O artigo de Ajagekar e You (2021) propde o uso de uma estrutura de aprendizado profundo
hibrido baseada em computac@o quantica para diagndstico de falhas de sistemas de energia elé-
trica utilizando como objeto de estudo a simulacdao de um sistema de energia com 30 barras
com grandes variagcdes de falhas de subestacdo e nas linhas de transmissao, demonstrando apli-
cabilidade, eficiéncia e capacidades de generalizacdo. Cascio, Ma e Maréchal (2020), em uma
revisdo sobre os paradigmas atuais das redes inteligentes (Smart Grids), destaca o papel que
a criptografia quantica pode desempenhar na seguranga cibernética de dados da rede elétrica e
também que algumas provas de conceito ja foram fornecidas para resolver problemas simpli-
ficados como otimizacao de fluxo de trafego e otimizacdo de rota para sistemas de transporte
multimodal como D-Wave (2021).

Ajagekar e You (2019) descrevem o potencial da computacdo quantica para impactar o
campo da otimizacdo de sistemas de energia discutindo aplicac¢des e técnicas para superar 0s
problemas enfrentados pelos computadores quanticos. O estudo pauta sua discussio na arquite-
tura de hardware de dois sistemas quanticos distintos disponiveis comercialmente fornecendo
um exemplo de solu¢do de um problema de otimiza¢do com uso de ferramentas de software de
codigo aberto. Seguindo esse campo de pesquisa, Koretsky et al. (????) formulam e aplicam
um algoritmo hibrido que € a expansao do Algoritmo de Otimizac¢do de Aproximac¢do Quantica
(Quantum Approximation Optimization Algorithm - QAOA) incorporando computacdo cldssica
para resolver um problema de otimizacdo importante na indudstria de energia elétrica denomi-
nado Unit Commitment, que visa para satisfazer uma carga de energia alvo visando minimizar

o custo operacional com uma série de unidades geradoras de energia sujeitas a restrigdes.

Eskandarpour et al. (2020c) discutem em profundidade o potencial da aplicagdo da compu-
tacdo quantica ao sistema elétrico de energia as dreas de otimizagdo, planejamento e logistica;
forecasting; previsao do tempo, design de turbinas edlicas; seguranga cibernética; seguranga da
rede e estabilidade da rede. Uma das aplicacdes abordadas € o fluxo de poténcia, que consiste
em um método de andlise numérica do sistema elétrico em condi¢des estdticas para determi-
nacdo do estado das grandezas elétricas com base na injecao e no consumo de poténcias ativa
ou reativa e nas caracteristicas fisica da rede, contendo informag¢des sobre o fluxo de eletrici-
dade em redes de transmissdo e de distribui¢do. O fluxo de poténcia é de natureza nio-linear e
€ tradicionalmente resolvido através de métodos computacionais iterativos como o método de
Newton-Raphson e os métodos desacoplados (MONTICELLI, 1983).

Os artigos sobre fluxo de poténcia utilizam o algoritmo quantico de Harrow, Hassidim e
Lloyd (HHL), introduzido em 2009 (HARROW; HASSIDIM; LLOYD, 2009) para solugdo de
sistemas de equacdes lineares em tempo polilogaritmico, um aumento exponencial em relacao
aos melhores algoritmos cldssicos conhecidos. Nos anos subsequentes, para comprovar a cor-

retude e eficiéncia do algoritmo HHL, alguns artigos foram publicados com sua a realizagdo
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experimental para sistemas de duas equacdes, como Barz et al. (2014), Cai et al. (2013) e Pan
et al. (2014). Em 2019, uma implementacdo experimental para um sistema de oito equacdes, 0
maior até o0 momento, foi desenvolvida por Wen et al. (2019).

A primeira solu¢do de um problema de fluxo de poténcia utilizando computacdo quantica
foi proposta em 2020 por Eskandarpour et al. (2020a). No artigo, os autores realizam a simu-
lacdo do fluxo de poténcia CC de um sistema elétrico de trés barras. O fluxo de poténcia CC,
utilizado em fases preliminares de estudos nas quais se exige a andlise de um grande nimero
de casos, € um método que utiliza algumas aproximagdes para reduzir o problema do fluxo do
poténcia a um sistema de equacdes lineares (MONTICELLI, 1983). Uma implementagdo ex-
perimental do fluxo de poténcia CC para um sistema maior, de nove barras, foi desenvolvida
em Eskandarpour et al. (2021). Em 2021, a primeira arquitetura quantica para solucdo de fluxo
de poténcia por métodos iterativos foi proposta por Feng, Zhou e Zhang (2021), com uma prova
de conceito para um sistema de cinco barras. Por fim, Eskandarpour et al. (2020b) apresenta
um estudo comparativo baseado em medidas de desempenho computacional comprovadas ma-
tematicamente para mostrar o potencial da computagcdo quantica na melhoria de desempenho
da rede elétrica, contendo como objeto de estudo o fluxo de poténcia CC no contexto da andlise
de seguranca do sistema de energia.

Diante do contexto apresentado, realizou-se a simulacio de fluxo de poténcia CC utilizando
computacio quantica. Dois sistemas foram simulados, um com trés e outro com cinco barras,
além da experimentacdo em um computador quantico real para o primeiro, construindo um

cddigo no Qiskit baseado no algoritmo HHL.

1.1 OBJETIVO GERAL

Realizar a simulacdo de fluxo de poténcia CC utilizando computa¢do quantica.

1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

* Construir um c6digo no Qiskit para solucdo de equacdes matriciais baseado no algoritmo
HHL.

» Realizar a simulacdo de fluxo de poténcia CC de dois sistemas, de trés e de cinco barras

e a experimentacao em um computador quantico real para o sistema de trés barras.

* Comparar os resultados obtidos do algoritmo desenvolvido com os resultados cldssicos
e para o sistema de cinco barras com o fluxo de poténcia pelos métodos tradicionais

iterativos.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo serd realizada a fundamentacgdo tedrica necessdria para a elaboracio deste
trabalho. Na Secdo 2.1 serd apresentado o problema de fluxo de poténcia e a sua linearizagdo
que culminard no modelo de fluxo de poténcia CC. Na Sec¢ao 2.2 serdo apresentados conceitos
e nocdes de dlgebra linear elementar, a matemadtica que fundamenta a mecanica quantica. Na
Secdo 2.3 serdo apresentados conceitos e postulados da mecéanica quantica, que por sua vez
s@o0 a base do funcionamento de um computador quantico. Na Secdo 2.4 serdo apresentados os
fundamentos da computacdo quantica. Na Secdo 2.5 serd apresentado o algoritmo quantico de
HHL, utilizado para obter a solu¢do de um sistema de equagdes lineares. Na Secdo 2.6 serd

apresentado o estado da arte da computag@o quantica no problema do fluxo de poténcia.

2.1 FLUXO DE POTENCIA

A operacdo confidvel de um sistema elétrico depende de muitos problemas baseados no
estudo de fluxo de poténcia. O fluxo de poténcia consiste em um método de andlise numérica
do sistema elétrico em condicdes estéticas para determinagdo do estado das grandezas elétricas
com base na inje¢do e no consumo de poténcias ativa ou reativa, contendo informagdes sobre o
fluxo de eletricidade em redes de transmissado e de distribuicdo. Problemas de fluxo de poténcia
sdo resolvidos em contextos diversos, como a cada poucos minutos para problemas de controle
e operacdo ou a cada ano para problemas de manutengdo e planejamento (ESKANDARPOUR
et al., 2020a; MONTICELLLI, 1983).

Nos problemas de fluxo de poténcia, a modelagem do sistema elétrico é representada por um
conjunto de equagdes e inequacgdes algébricas que dependem das caracteristicas fisicas da rede
(ESKANDARPOUR et al., 2020a). A anédlise ndo leva em conta os efeitos transitérios, sendo
portanto utilizada em sistemas nos quais as variagdes no tempo sao suficientemente lentas. Os
transitérios s6 podem ser devidamente levados em conta através de uma modelagem dinamica
envolvendo equacdes diferenciais (MONTICELLI, 1983).

O problema do fluxo de poténcia é inerentemente nao-linear e costuma ser resolvido atra-
vés de métodos computacionais iterativos, como o método de Newton-Raphson e os métodos
desacoplados. Contudo, aproximacdes podem ser feitas através de um modelo simplificado cha-
mado fluxo de poténcia CC, que estima a distribui¢do do fluxo de poténcia ativa em uma rede de
transmissao com baixo custo computacional e precisdo aceitdvel para determinadas aplicacoes
(MONTICELLLI, 1983).
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2.1.1 Formulacao basica
O fluxo de poténcia é formulado por um sistema de equacdes e inequacdes nao-lineares
algébricas, que correspondem as leis de Kirchhoff e a um conjunto de restri¢gdes operacionais
da rede elétrica e de seus componentes (MONTICELLI, 1983). A formulagdo bésica necessaria

para desenvolvimento do modelo de fluxo de poténcia CC, descrita por Monticelli (1983), serd

apresentada nesta subsecao.

2.1.1.1 Defini¢ao do problema

A cada barra k da rede sdo associadas quatro varidveis, sendo duas delas como dados do

problemas e duas como incdgnitas:

* V) - magnitude da tensdo nodal

0. - angulo da tensdo nodal

Py, - geragdo liquida de poténcia ativa
* Qi - injecdo liquida de poténcia reativa.
Sao definidos trés tipos de barras:

* P() - onde sdo dados P e (). e sdo calculados Vj, e 0,
e PV - onde sdo dados P e V}, e s@o calculados )y e 0,

e P46 ou de referéncia - onde sdo dados V), e ;. e sdo calculados P, e Q)

As barras P() e PV sao utilizadas, respectivamente, para barras de carga e barras de gera-
cdo. A barra P, além da funcdo de fornecer a referéncia angular do sistema (a referéncia de
tensao € o proprio no terra), € utilizada para fechar o balanco de poténcia do sistema, levando
em conta perdas de transmissdo ndo conhecidas antes de se obter a solucdo final do problema.
Cabe ressaltar que existem outros tipos de barras, como PQV, P e V, que aparecem em situ-
acoOes particulares, como o intercambio de uma érea e o controle de magnitude de uma barra
remota, que ndo sdo considerados na formulacdo bdsica, e consequentemente, no modelo de
fluxo de poténcia CC.

O conjunto de equagdes de fluxo de poténcia € formado por duas equacdes para cada barra,
cada uma respeitando a primeira lei de Kirchhoff, isto €, poténcias ativas e reativas sao iguais
a soma dos fluxos correspondentes que deixam a barra através de linhas de transmissdo. Ma-
tematicamente, as equagdes relacionadas as poté€ncias ativa (F) e reativa () de uma barra

genérica k sdo:
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Pe= > = Pun(Vi, Vin, Ok, Om)

meQy,

Qk + QkSh(‘/k) - Z - ka(Vk, Vm7 914:7 gm)

mEQk

(2.1.1)

em que (k — m) correspondem aos ramos ligados a barra k, 25, representa o conjunto de barras
vizinhas da barra e Qih(Vk) corresponde a componente de poténcia reativa devido ao elemento
capacitivo em parelelo (shunt) da barra k.

Além disso, o conjunto de inequagdes que fazem parte do problema de fluxo de poténcia
¢ formado, entre outras (que nao serdo discutidas), pelas restricoes de magnitude das tensoes

nodais das barras PQ e pelos limites de injecao de poténcia reativa das barras PV:

Vkmin S V}C S Vkmaz

, (2.1.2)
Q" < Qr < Qp™

2.1.1.2 Modelagem de linhas e transformadores

O modelo equivalente ™ de uma linha de transmissdo € mostrado na Figura 1 e é definido
pelos parametros: a resisténcia série r, € a reatancia série ry,,, que somadas formam a im-
pedancia série zy,, € a susceptancia shunt bi’;1 A admitancia série yy,,, formada pela soma da

condutancia série g, € a susceptancia série by,,, € calculada por:

T T
. -1 km . km
Ykm = GJkm + Zbkm = Zgm — —1 (2.1.3)
7“2 + 1‘2 7,2 + 132
km km km km

Figura 1 — Modelo equivalente 7 de uma linha de transmissao.

‘;‘\'_—T_ Zim=Taim ¥ 1 Xkm @

3P sh
o 1b

i

Fonte: Adaptado de Monticelli (1983).

10m

Dado que Ej e E,, sejam as tensdes nas barras tais que £, = Vi.e'% e B, = V..e"" as
correntes [y, € I, sdo calculadas pelas expressoes:
Iim = Yem (B — Ey) + b0 E
k Yk ( k ) km Lk (2.1.4)

O modelo geral para transformadores (em fase e defasadores) consiste na admitancia série

Yrm € um auto-transformador ideal com relagcdo de transformacgdo 1 : ¢. Para o transformador



21

em fase, r ¢ um numero real ¢ = a e para o defasador, ¢ ¢ um nimero complexo t = ae’®. O

modelo € mostrado na Figura 2.

Figura 2 — Modelo equivalente de transformador.

16 1 16m

i
Ei=Vie ™ E,=V,e E.=V,e

©—T ® T
P i T

Nyl
yl m

—k

I

km ‘11 mk

Fonte: Adaptado de Monticelli (1983).

Para o transformador em fase, o circuito equivalente tem a mesma topologia que o modelo

das linhas de transmissao, ilustrado na Figura 3, em que:

A= Yk
B =a(a — 1)ykm (2.1.5)
C = (1 - a>ykm

Para a = 1, o modelo se reduz apenas a admitincia série y,,. As correntes [, € [, sao

portanto:

Iy = (A+ B)E, + (—A)E,

(2.1.6)
Lk = (—A)E, + (A+C)E,,

Figura 3 — Modelo equivalente 7 para transformadores em fase.

Fonte: Adaptado de Monticelli (1983).

O transformador defasador é um elemento que permite que se controle o fluxo de poténcia
ativa no ramo no qual ele estd inserido. Considerando um defasador puro, isto €, que ndo afeta
as relacdes entre as tensdes Vj, e V,,,, de modo que @ = 1. As correntes [y, € [, podem ser

escritas, definindo t* = ¢™7?, como:

Ty = _t*ykm(Em - Ep) = (yk’m)Ek + (_t*ykm)Em

2.1.7)
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O modelo de um defasador no qual a # 0 € constituido por um transformador em fase

(t = a) em série com um defasador puro (t = ae'?).
2.1.1.3 Fluxos de poténcia ativa e reativa

Através de manipulacdo algébrica pode-se chegar em expressdes gerais para os fluxos de

poténcia ativa e reativa para linhas de transmissao, transformadores em fase e defasadores:

P = (@rmVie)* Grom — (@m Vi) Vi Grem €08 (O + Grom)+

—(arm Vi) Vinbrmsen (O + drm)

Qrm = —(rmVie)* (b — ) + (@1 Vie) Vinbrem €08 (O — Gpem ) +
—(arm Vi) Vingrmsen(Orm — Prm)

(2.1.8)

No caso de linhas de transmissao, ax,, = 1 € ¢y, = 0, e as expressdes se reduzem para:

Prm = Vi2gem — ViVinGrm €05 Op — ViVinbrmsen Op,

(2.1.9)
Qrm = =V 0k — b)) + ViVinbkmc0s Opm — ViVinGmsen i
Para transformadores em fase, bi’}n = 0 e ¢, = 0, e a expressdo se torna:
Pkm == (akmvk:)ngm - (akm‘/lg>vmgkmcos ekm - (akmvk>vmbkm36n ekm (2110)

Qrm = — (@ Vi)V + (@1 Vie) Vinbem €08 Opn — (@i Vi) VinGomsen O

Por fim, para o defasadores puros, ax,, = 1€ bszn = 0, e as expressoes se reduzem para:

Py, = V;fgkm — ViV 9remcos(Orm + drm) — ViVinbkmsen(Ogm + drm)

(2.1.11)
ka = _Vk2bkm + ‘/kvmbkmcos(ekm - ¢km) - Vkvmgkmsen(ekm - ¢km)

2.1.2 Fluxo de poténcia CC

O fluxo de poténcia ativa em uma linha de transmissdo é aproximadamente proporcional a
abertura angular na linha e se desloca no sentido dos angulos menores para os angulos maiores,
uma relacao andloga a relagdo entre os fluxos de corrente e a queda de tensdo em um circuito
em corrente continua (lei de Ohm). Essa propriedade permite o desenvolvimento do modelo de
fluxo de poténcia CC, descrito por Monticelli (1983) e que serd apresentado nesta subsecao.

O fluxo de poténcia CC apresenta melhores resultados para tensdes maiores, ndo sendo
aplicavel em sistemas de distribui¢do em baixa tensdo, nos quais o fluxo de poténcia ativa
depende de forma significativa das quedas de tensdo (MONTICELLI, 1983).

O modelo CC ndo leva em conta a magnitude das tensOes nodais, as poténcias reativas e o
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taps ' dos transformadores, nio sendo aplicivel em todos os casos. Esse possui grande utilidade
em fases preliminares de estudos nas quais se exige a andlise de um grande nimero de casos,
que dificilmente pode ser feito através dos métodos convencionais. Nas fases subsequentes dos
estudos, pode ser necessario recorrer aos métodos cldssicos de fluxo de poténcia, como o de
Newton ou os desacoplados (MONTICELLI, 1983).

Uma importante caracteristica do modelo linearizado é o fato dele fornecer uma solucao
mesmo para problemas que nao poderiam ser resolvidos pelos métodos convencionais de fluxo
de poténcia, o que ocorre frequentemente em estudos de planejamento quando testam-se acrés-
cimos de carga ou de geracdo. Nesses estudos, problemas de convergéncia nos programas de
fluxo de poténcia sdo observados e o modelo CC pode fornecer um indicativo do que esta ocor-
rendo com a rede (MONTICELLI, 1983).

2.1.2.1 Linearizacao

Considerando o fluxo de poténcia ativo em uma linha de transmissao Py, dado pela Equacao

2.1.9, o fluxo no extremo oposto da linha, P,,;, de maneira andloga, € dado por:

Pk = V2 gim — ViVinGrm €05 Oem + ViVinbrmsen O, (2.1.12)

A perda de poténcia ativa € dada pela soma de Py, € Px:

Pim + Pk = Grem (V2 + V2 — ViVicos Oy, (2.1.13)

Se os termos das perdas forem desprezados nas Equagdes 2.1.9 e 2.1.12, Py, € P sao

reduzidos para:

As seguintes aproximacodes ainda sdo introduzidas na Equacao 2.1.14:

Vi 2V, = 1pu
sen Ogm = Opm (2.1.15)
1
by & ——
Lkm
resultando em:
0, — 0,,
Pkm — xlzﬁﬂkm — Yk ” Um (2.1.16)
Lkm

A equagdo tem o mesmo formato da lei de Ohm aplicada a um resistor percorrido por cor-

lelemento que varia a relacio entre o nimero de enrolamentos do primério e secundério através de uma chave
para controle de tensdo
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rente continua, sendo Py, andlogo a corrente, 6; e 6, andlogos as tensdes terminais e Ty,
andlogo a resisténcia elétrica, razdo pela qual o modelo é conhecido como fluxo de poténcia
CC.

Aplicando de maneira andloga as mesmas aproximagdes para o caso de um transformador

em fase, chega-se na expressao:

Pirm = QT O (2.1.17)

sendo que ayg,, ainda pode ser aproximado por ag,, = 1, reduzindo a expressdo do fluxo no
transformador para a mesma expressao vélida para linhas de transmissao.

Ja para o caso dos defasadores puros, chega-se na expressao:

P = z3,} sen(Oxm — drm) (2.1.18)

Os angulos 0y, € ¢, podem ter, individualmente, valores elevados, entretanto, a abertura
angular (0, + ¢rm) € da mesma ordem que a abertura existente nas linhas de transmissdo e

transformadores em fase, de modo que pode ser feita a aproximacao para:

P = T (O — Ok (2.1.19)

Considerando ¢y, constante, a expressao pode ser representada pelo modelo linearizado da
Figura 4, onde x,;nllgbkm aparece como uma carga adicional na barra k e uma geracdo adicional

na barra m (ou vice-versa para ¢y, negativo).

Figura 4 — Modelo linearizado de um defasador.

ff[,:H,q-"*',m
0 ] =
=Tt G 2 T ®
"‘hrv X.m -dq
P =x'(6 +¢ )
km km km km
== ., X O
©—TT b T @
[ L;VJ I
4 -4 1,
X ym P km Xym Hum Xym ¥ xm

Fonte: Monticelli (1983).

2.1.2.2 Formulacio matricial

O modelo linearizado, que consiste em um sistema de equagdes lineares, pode ser expresso

por uma equacao matricial. Para simplicidade de exposi¢do, seja uma rede de transmissdao sem
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transformadores em fase ou defasadores com NB barras. Neste caso, os fluxos de poténcia ativa

nos ramos da rede sd@o dados por:

Pim = 7, Okm (2.1.20)

em que X, ¢ a reatancia em paralelo que existe nos ramos £ — m. A injecdo de poténcia ativa

na barra k € igual a soma dos fluxo que saem da barra, isto é:

Po=Y apbm= > |+ D> (—2onbn) ., (k=1.NB)  (2.121)

meQy, meQy meQy

Expressando na forma matricial:

p= B (2.1.22)

sendo p o vetor das injecdes de poténcia ativa, 6 o vetor dos angulos das tensdes nodais 6, e B

uma matriz do tipo admitancia nodal e cujos elementos sdo:

-1
Bkm - ka

Bkk _ Z xl;}l (2.1.23)

mey
Para resolver o problema, uma das equagdes do sistema deve ser eliminada adotando-se
a barra correspondente como referéncia angular (6, = 0), de forma que o sistema passa a
ter dimensdo (NB - 1), e os angulos das (NB - 1) barras restantes devem ser determinados
resolvendo o sistema de equagdes lineares.
Transformadores em fase e defasadores sdo tratados da mesma forma na formagao da matriz
B e as injecOes de poténcia ativa do modelo de desafadores, indicada na Figura 4, devem ser

levadas em consideracdo na formacgao do vetor p.
2.2 ALGEBRA LINEAR

A dlgebra linear € um ramo da matemaética que estuda campos vetoriais e as operagdes line-
ares neles realizadas, sendo utilizada como formulagdo matemadtica para a mecanica quantica.
O espaco vetorial de interesse no contexto da mecanica quantica é o C", que € o conjunto de
todas as n-uplas de nimeros complexos. Os elementos de um espago vetorial sdo chamados de
vetores € sdo comumente representados por uma matriz-coluna, admitindo as propriedades de
soma e multiplicagdo por escalar complexo (NIELSEN; CHUANG, 2010).

A notacdo padriao da mecanica quantica para a abordagem da dlgebra linear é a notacdo de

Dirac, também chamada de notagdo bra-ket , onde |¢) é um rétulo para o vetor (comumente

ou ¢) denominado ket, sendo um vetor coluna, enquanto ()|, o conjugado transposto de [¢)), é
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denominado bra, sendo portanto, um vetor linha. O vetor bra também é chamado de vetor dual
de ket (NIELSEN; CHUANG, 2010).

Nesta se¢do, a maioria dos conceitos e defini¢des apresentados sdo desenvolvidos por Niel-
sen e Chuang (2010).

2.2.1 Bases e Independéncia linear

Um conjunto gerador de um espaco vetorial é um conjunto de vetores |11 ),...,|[t),,), tal que

qualquer vetor pode ser escrito como uma combinag¢do linear:

W) = ailey) 2.2.1)

(2
em que a,..., a, € C. Em geral, um espago vetorial pode ter muitas bases diferentes.

Um conjunto de vetores nao-nulos [¢1),...,|1),,) € dito linearmente dependente se existir um

conjunto a,..., a,, € C com pelo menos um a; # 0 que satisfaga a equagdo vetorial:

a1|¢1) + (l2|¢2> + ...+ Gn|¢n> =0 (222)

Os vetores do conjunto serdo linearmente independentes se a equacdo admitir apenas a so-
lucdo trivial.
Um subconjunto de vetores |1 ),...,|¢,,) linearmente independentes é uma base para espago

vetorial V, de dimensdo n. Todo espaco vetorial finito admite uma base.
2.2.2 Operadores lineares e matrizes

Um operador linear A é uma aplicagdo entre dois espacos vetoriais Ve W, A: V— W, que

preserva a propriedade de adi¢ao e multiplicacio por escalar, isto é:

)

A (Z ai|¢i>> = a; Aly) (2.2.3)
Um operador linear A € dito como sendo definido no espaco vetorial A quando A: V — V.
Um importante operador linear é o operador identidade I,, definido pela equagao I,|¢) = |¢)

para todo [1)).

Operadores lineares podem ser descritos pela sua representacdo matricial. Seja uma matriz
complexa A, de dimensdo m por n, composta por elementos A;;, que transforma vetores de C"
para C™ pela multiplicacdo de A por um vetor de C". Supondo que A: V— W, que |11), ..., |m)
seja uma base de V e que |¢1), ..., |¢,) seja uma base de W, a representacdo matricial de A é

dada por nimeros complexos A, até Anj, para cadaj (I <j < m), tais que:
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Ay = Aijléi) (22.4)
2.2.3 Produto interno e espaco de Hilbert

O produto interno € uma funcdo que toma dois vetores de entrada e produz como imagem
um nimero complexo, sendo denotado na notagdo de Dirac como (1)|¢), que para o conjunto C

deve satisfazer os seguintes axiomas:

e linearidade pelo argumento, (¢)| Z \idi) = Z i (Vi] i)
* (W]o) = ((Y]9)"

o (Y]p) > 0, com (p|¢) = 0 se e somente se [1)) = 0.

Um espaco vetorial com produto interno € dito espaco de produto interno. Em mecanica
quantica, o formalismo apropriado para o estudo de seus conceitos é fornecido pelo espago de
Hilbert, que nao precisa estar restrito a um nimero finito de dimensdes. Para a computagdo
quantica, o interesse estd nos espagos vetoriais complexos de dimensao finita, nos quais o es-
paco de Hilbert é exatamente a mesma coisa que um espago de produto interno. Um espago
de Hilbert, denotado por H, € um espago vetorial complexo normado com produto interno e
munido de métrica (ZINGER, 2015).

A norma de um vetor no espacgo de Hilbert provém do produto interno, sendo calculada por:

DN = VY1) (22.5)

Dois vetores s@o ditos ortogonais se o seu produto interno for igual a zero. Um vetor unita-
rio, também denominado normalizado, € aquele para o qual a norma € igual a um. Um conjunto
de vetores € dito ortonormal se todos vetores distintos do conjunto forem simultineamente or-
togonais e normalizados.

A métrica d entre dois vetores no espago de Hilbert, |1)) e |¢), é definida através da norma:

A, ¢) = |[|0) — |o)|| = /(& — o[ — ¢) (2.2.6)

Por ser munido de norma, o espaco de Hilbert pode ser dito como sendo um espago métrico.

O produto interno para um espaco de Hilbert definido no espaco vetorial complexo para dois

vetores genéricos [1)) = Z Y;lj) e o) = Z ¢x|k), é calculado por:

o1
<¢\¢>:[¢I zp;;] : (2.2.7)
Pn
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Outra importante operagdo é a do produto externo, denotada por |1)) (¢
bosa (2005) é calculada por:

, que segundo Bar-

(0 (T U
ol = | i | lor - el = i : (2.2.8)
Uy, Vo - Yoy

Adicionalmente, uma importante fun¢ao matricial é o traco da matriz, definida como a soma

dos elementos da sua diagonal.
tr(A) =) A (2.2.9)

2.2.4 Autovetores e autovalores

Um autovetor de um operador linear A em um espago de Hilbert H é um vetor |v) tal que

Alv) = A|v) (2.2.10)

sendo A um nimero complexo conhecido como autovalor de A, correspondente ao autovetor

|v). Os autovalores de uma matriz A sdo determinados pela solugdo da equagéo caracteristica:

det|A — AI| =0 (2.2.11)

O autoespaco que corresponde a um autovalor A é o conjunto de todos os autovetores cor-

respondes aos autovalores A, sendo um subespago vetorial do espaco vetorial onde A atua.

O operador A pode ser representado através de sua representacio diagonal:

A= "Xl (2.2.12)
J

em que vetores |j) formam um conjunto de autovetores ortogonais de A com os seus autovalores

correspondentes \;. Um operador € dito diagonalizavel se possuir uma representacao diagonal.
2.2.5 Operador hermitiano e operador unitario

Seja A um operador linear em um espaco vetorial H, existird em H um tnico operador linear

tinico AT, conhecido como adjunto ou conjugado hermitiano de A, tal que para todos os vetores

V), [9) € H,

(ATgly) = (| Arp) (2.2.13)
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Se |¢) for um vetor em 7, entdo )" = (1], e portanto, (A[y))" = (y] AT,

A operacdo de conjugacdo hermitiana leva a matriz A para a sua conjugada transposta, ou

seja, Al = (A*)T. Um operador A cujo adjunto é o préprio A é chamado de hermitiano ou
auto-adjunto. Uma importante propriedade de operadores hermitianos € a de admitirem apenas
autovalores reais (GRIFFITHS, 2011).

Um operador é dito normal se AA" = AT A. Um operador hermitiano é um operador normal.
Um operador é normal se e somente se ele for diagonalizdvel. Por conseguinte, todo operador
hermitiano € diagonalizavel.

Uma classe importante de operadores normais sdo os chamados operadores unitdrios, nos
quais se satisfaz a condi¢io UTU = UU' = 1. Operadores unitérios possuem a propriedade de
preservar o produto interno entre vetores. Isto é, para dois vetores |¢)) e |¢), o produto interno
entre U|y)) e Ul¢) é o mesmo que entre [1)) e |¢).

W|UTU|g) = (¥[I|g) = (¥[0) (2.2.14)

2.2.6 Numero de condicao

Segundo Zinger (2015), o nimero de condi¢do de uma fun¢do mede quanto a saida de tal
funcdo pode variar a partir de uma pequena diferenca na entrada. Portanto, estd relacionado
com a sensibilidade de certa funcdo a entrada. O numero de condi¢cdo pode ou ndo ser finito e €
comumente dado pela razdo entre o maior € 0 menor valor singular do operador analisado. Para
um operador hermitiano, o nimero de condi¢@o serd dado por:

K(A) = (2.2.15)

Amaz (A) ‘
Amin (A)

sendo \az(A) € Mnin(A), respectivamente, em médulo, o maior e o menor autovalor de A.
2.2.7 Produto tensorial

O produto tensorial ¢ uma forma de se juntar espacos vetoriais para formar espagos vetoriais
maiores, um procedimento utilizado em mecénica quantica para descrever sistemas com muitas
particulas (NIELSEN; CHUANG, 2010).

Supondo que H; e H- sejam espagos de Hilbert de dimensao m e n, respectivamente. O pro-
duto tensorial, representado por H; ® H;, € um espaco vetorial de dimensao mn. Os elementos
deste espago vetorial sdo combinagdes lineares de produtos tensoriais [1)) ® |¢) dos elementos
|1) de H; e |¢) de Ho. Se |i) e |j) s@o bases ortonomais de H; e Hs, respectivamente, entdo
o produto tensorial |i) ® |j) é uma base para H; ® H,. A notagdo para o produto tensorial
frequentemente é abreviada para |¢)|¢), |, ¢) ou ainda |)¢). Todas as nogdes sobre operador

adjunto, matriz unitaria, normalidade e hermiticidade sdo extentidas para H; ® Hs .
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A representacdo matricial do produto tensorial € conhecida como produto de Kronecker.

Seja A uma matriz de m x n, € B uma matriz p x g, o produto tensorial A ® B € representado por:

AnB A B e Ay, B
AyB  ApB - Ay B
AoB=| " - ? (2.2.16)

A matriz resultante tem dimensdes ng x mp. Termos como A;; denotam submatrizes p x g
cujos elementos sdo proporcionais aos da matriz B. Conforme exemplifica Barbosa (2005), para

o caso da multiplica¢do de duas matrizes 2x2, o resultado € uma matriz 4x4.

ax ay bx by

a b x Y aB bB av  aw bv bw
A®B= ® = = (2.2.17)

cv cw dv dw

2.2.8 Matrizes esparsas

Uma matriz cuja maioria dos elementos € igual zero é chamada de esparsa. A fracdo de
elementos com valor nulo é denominada esparsidade (ZINGER, 2015). Uma matriz é chamada
s-esparsa se tiver no maximo s elementos diferentes de zero por linha ou coluna (ESKANDAR-
POUR et al., 2020a).

A matriz a seguir, por exemplo, tem dimensao 4 x4 apesar de apresentar somente 4 elemen-

tos diferentes de zero, sendo 1-esparsa.

(2.2.18)

o o ot O
o o o
o w o O
S o o O

Armazenar e manipular matrizes esparsas em um computador pode ser feito de forma mais
eficiente através de algoritmos especializados que se beneficiam da estrutura vazia da matriz
(ZINGER, 2015).



31

2.3 MECANICA QUANTICA

A mecanica quantica € uma estrutura matemaética e conceitual para o desenvolvimento de
teorias fisicas. Os postulados da mecanica quantica fornecem a conexao entre o mundo fisico e
o formalismo da mecanica quantica (NIELSEN; CHUANG, 2010). Os conceitos e postulados
de mecanica quantica serdo descritos nesta sec¢do, para fornecer a base necessaria para o estudo

da computagdo quantica.
2.3.1 Principio da superposicao

Um sistema quantico pode se encontrar simultaneamente em vérios estados, em um fend-
meno chamado superposi¢do. Em mecénica quantica, cada estado possivel é descrito por uma
func¢ao de onda ), que nao € uma onda com significado fisico, mas uma onda de probabilidade.
A probabilidade do sistema estar no estado ¢ é [|>, um valor sempre real e positivo. |¢|* é
chamado de densidade de probabilidade (NIELSEN; CHUANG, 2010; HALLIDAY; WALKER;
RESNICK, 2008).

2.3.2 Espaco de estados

A qualquer sistema fisico isolado existe associado um espago vetorial complexo com pro-
duto interno (espago de Hilbert), conhecido como espaco de estados do sistema. O sistema €
complemente descrito pelo seu vetor de estado, um vetor unitario no espago de estados (NIEL-
SEN; CHUANG, 2010).

2.3.3 Evolucao de Schrodinger

A evolucao de um sistema quantico fechado € descrita por uma transformacdo unitdria, isto
é, o estado |1)) do sistema no tempo ¢; esté relacionado ao estado |1)") do tempo ¢, através de um
operador unitdrio U que depende somente dos tempos ¢; € to, tal que |1)') = U|)) (NIELSEN;
CHUANG, 2010).

A extensdo para o tempo continuo da defini¢do da evolucio de um sistema quantico € des-

crita pela equacdo de Schrodinger:

idhlip)
dt

sendo 5 a constante de Planck, determinada experimentalmente (cujo valor pode ser ignorado

= H) (2.3.1)

para os propositos deste trabalho) e H um operador hermitiano conhecido como hamiltoniano
do sistema. O operador hamiltoniano € um operador que corresponde a energia total do sistema
e o espectro hamiltoniano € o conjunto de possiveis resultados quando se mede a energia total
do sistema (GRIFFITHS, 2011; NIELSEN; CHUANG, 2010).
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O operador hamiltoniano por ser um operador hermitiano possui sua decomposi¢io espec-

tral:

H = E|E)(E| (2.3.2)
E

Os estados | E') sdo autovetores normalizados convencionalmente chamados de auto-estados
de energia e E s@o os autovalores que correspondem a energia do estado | F') (NIELSEN; CHU-
ANG, 2010).

A equagdo de Schrodinger para um Hamiltoniano que € independente do tempo pode ser

reduzida para:

H[y) = E|¢) (2.3.3)

O operador hamiltoniano é um operador observdvel. Em mecénica quantica, um operador
observavel € definido como um operador que aplicado ao estado de um sistema produz como
autovalores os possiveis valores de alguma grandeza passivel de mensuracdo. Todos os opera-
dores observaveis sdo hermitianos. Resolver a equacdo de Schrodinger consiste em encontrar
os autovalores e auto-estados do operador hamiltoniano do sistema. Os autovalores de um dado
operador hamiltoniano representam as grandezas fisicas observaveis permitidas, e portanto con-
forme propriedade supracitada dos operadores hermitianos devem assumir apenas valores reais
(GRIFFITHS, 2011).

2.3.4 Medidas quanticas

Um sistema quantico fechado evolui através de operadores unitdrios € para que uma me-
dida seja realizada, um sistema fisico externo, nao necessariamente descrito por um operador
unitario, deve acabar com o isolamento do sistema (NIELSEN; CHUANG, 2010).

Medicdes quanticas sdo descritas por uma cole¢do de operadores de medi¢ao M, que atuam
no espaco de estados sendo medido. Seja |1) o estado de um sistema quéntico, a probabilidade
de que o resultado m ocorra é p(m) = (Y| M} M,,|1)). O conjunto de operadores de medida
deve satisfazer a condigio Z p(m) = 1 (NIELSEN; CHUANG, 2010).

Conforme explica Nielsen e Chuang (2010), uma classe de medidas de interesse em compu-
tacdo quantica é conhecida como medidas projetivas. Uma medida projetiva é descrita por um

operador observavel M com decomposi¢do espectral:

M = Z mP,, (2.3.4)

em que P, € a projecdo no autoespaco de M associado ao autovalor m. Apdés a medicdo do
estado |1)), a probabilidade de se obter o resultado m serd p(m) = (¥|P,,|¢) e o estado do

sistema apds a medida sera:
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P
Pmly) (2.3.5)
p(m)
Medicdes projetivas possuem o cdlculo de seus valores médios e desvio padrdo para uma

série de medicdes. Utilizando o conceito estatistico de esperanga > para o clculo da média:

E(M)=> mp(m)=>_ (@|Pu|)=> @] (D> mPm| )= (M) (2.3.6)

m m

2.3.5 Sistemas compostos

Supondo que o interesse esteja em um sistema quantico composto formado por dois ou mais
sistemas quanticos distintos, o espaco de estados desse sistema fisico composto € o produto
tensorial dos espagos de estados dos sistemas fisicos individuais. Sejam os sistemas individuais
[11), [tha), ..., |thn), decorre que o estado do sistema composto serd [1)1) ® [1)e) ® ... ® [1y,)
(NIELSEN; CHUANG, 2010).

2.3.6 Emaranhamento quantico

Uma importante propriedade da mecanica quantica é o emaranhamento quéntico (ou entre-
lagamento quantico), um fendmeno que ocorre quando pares ou grupos de particulas interagem
de tal forma que o estado quantico de cada uma ndo pode ser descrito independentemente, € ao
invés disso, um estado quantico deve ser dado para o sistema como um todo (ZINGER, 2015).

Conforme Zinger (2015), sejam dois sistemas, A e B, de estados |¢) , € |¢) 5, que possuem
bases |j) 4 e |k) 5 para os espacos de Hilbert H4 e Hp, respectivamente. O sistema composto

entre A e B pode ser descrito como:

W) ap = D Cikli)a @ 1K) (2.3.7)
7.k

T : s ogin A o B _ AB -
O estado [¢) , 5 € dito separdvel se existir c; e ¢;’ de forma que ¢;;, = cj ¢ , e do contrdrio

€ dito insepardvel. Um estado insepardvel é chamado de estado emaranhado.
2.4 COMPUTACAO QUANTICA

Conforme define a (ACM, 2005, p.9): “De uma forma geral, podemos definir computagao
para significar qualquer atividade orientada a objetivos que exija, se beneficie de, ou crie com-
putadores. Assim, a computacao inclui projetar e construir sistemas de hardware e software

para uma ampla gama de finalidades; processamento, estruturacdo e gerenciamento de varios

2A esperanca de um conjunto de resultados equivale 2 soma dos produtos individuais de valor multiplicada pela
probabilidade.
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tipos de informacdes; fazer estudos cientificos em computadores; fazer com que os sistemas de
computador se comportem de maneira inteligente; criando e usando meios de comunicagio e
entretenimento; encontrar e coletar informacdes relevantes para qualquer propoésito, e assim por
diante. A lista é virtualmente infinita e as possibilidades s@o vastas”.

A computacdo tradicional se utiliza de bits baseados na légica bindria, enquanto os com-
putadores quanticos utilizam o andlogo quantico dos bits, o bit quantico, que pode estar em
um estado de superposi¢do quantica entre zero € um e se beneficiar do chamado paralelismo
quantico para fazer célculos simultaneos. (ZINGER, 2015).

Nesta secdo, a maioria dos conceitos e definicdes apresentados sdo desenvolvidos por Niel-
sen e Chuang (2010).

2.4.1 Bits quanticos

A unidade fundamental da computagio cléssica € o bit, também denominado digito binério,
que pode assumir os estados 0 ou 1 em valores diferentes para tempos diferentes. O conceito
andlogo da computacdo quantica € o bit quantico, ou g-bit (ou ainda qubit). O g-bit, além
dos estados 0 e 1, denotados |0) e |1), pode estar em uma superposi¢do quéntica entre os dois

estados. Matematicamente, a superposi¢ao de um g-bit € uma combinagdo linear de estados:

[¥) = al0) + 5[1) (24.1)

Os estados |0) e |1) sdo vetores no espaco de Hilbert complexo de duas dimensdes que

formam uma base ortonormal para o espaco C* denominada base computacional.

1 0
|0) = e |1) = (2.4.2)

0 1
Os ndmeros « e [ sdo complexos e estdo associados a probabilidades. Quando um g-bit
é medido, hd uma probabilidade |a|* de encontrar o estado |0) e uma probabilidade |3|* de
encontrar estado |1). Naturalmente, a soma das probabilidades deve ser igual a um, ou seja,
|a|*+|B|* = 1. O g-bit é um vetor unitdrio em um espaco vetorial complexo de duas dimensdes.
Alguns sistemas fisicos podem ser utilizados para implementar um g-bit sdo: duas pola-
rizagdes diferentes de um féton, o alinhamento de um spin nuclear em um campo magnético

uniforme e os dois estados de um elétron orbitando um nucleo atdomico.

Um g-bit pode ser representado geometricamente. Conforme demonstra Carvalho, Lavor
e Motta (2007), o g-bit, por pertencer ao espaco C?, pode ser representado no espaco R*, e
utilizando a relagdo |a|* + |B|* = 1 pode ser transformado para R® em sua representagio
tridimensional na esfera de raio unitario conhecida como esfera de Bloch, ilustrada na Figura 5

e descrita pela Equagdo 2.4.3.
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Figura 5 — Representagcdo de um g-bit na esfera de Bloch.
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Fonte: Nielsen e Chuang (2010).
i 4 io 0
14) = € (cos §|0> +e sen§|1)) (2.4.3)
em que 6, ¢ e v sdo nimeros reais, dados por:
0 =cos™!|a| =sen”!|B], (0< 0 < 7/2) (2.4.4)
¢=tg "Bl —tg |, (0< ¢ < 2m) (2.4.5)
y=tg |, (0 <~y <27) (2.4.6)

O fator e'” pode ser ignorado por nio ser observavel, de modo que se pode reescrever:

|1)) = cos g\()) + ei‘bsengm (2.4.7)

Os nimeros ¢ e ¢ definem um ponto sobre a superficie da esfera de Bloch. Uma represen-

tacdo muito utilizada € o vetor de Bloch, definido como:

1 0 0
0 0 0
|Yp) = cos ¢ seng |0 + sen ¢ seng |1 + cos 510 (2.4.8)
0 0 1

2.4.2 Multiplos g-bits

Em dois bits classicos existem quatro estados possiveis: 00, 01, 10 e 11. De maneira ané-
01), |10)

loga, um sistema de dois g-bit possui quatro estados na base computacional: |00),
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e |11). Segundo Santos (2018), o espaco de Hilbert para dois g-bits é expandido através do

produto tensorial entre eles:

{10), (1)} ® {]0), [1)} = {|00), |01), [10), [11)} (2.4.9)
onde:
_1_ _0_ _O_ _0_
0 1 0 0
|00) = , |01) = , |10) = e |11) = (2.4.10)
0 0 1 0
0 0 0 1

Um par de g-bits pode existir em uma superposicao desses quatro estados, cada um associ-
ado a uma amplitude, de modo que o vetor de estado para um sistema de dois g-bits pode ser

escrito como:

[9) = o] 00) + ag1]01) + a10|10) + g1 |11) (2.4.11)

Uma medida sobre esse estado resulta em (= 00,01, 10, 11), com probabilidade |c,|* para
o sistema em |x) ap6s a medida. A condi¢do de normalizacdo deve ser atentida conforme a

equacio:

Y el =1 (2.4.12)

z€{0,1}?
Em um sistema de dois g-bits, poderia ser feita a medida de somente um dos estados, di-
gamos para o primeiro g-bit. O resultado |0) é fornecido com probabilidade |ag|* + |1 |*.

O estado do sistema apds a medida de |0) para o primeiro g-bit é renormalizado pelo fator

\/ |oz00|2 + |Oé()1|2.

(1/00|00> + 0401|01>

) =
V |eoo]? + |eor |2

(2.4.13)

2.4.3 Portas quanticas de um g-bit

De maneira andloga aos computadores cldssicos, um computador quantico é construido a
partir de um circuito quantico contendo fios e portas l6gicas quinticas responsaveis por carregar
e manipular a informacao quantica.

As portas légicas cldssicas mais conhecidas sdo as portas NOT, NAND, NOR, AND e OR,
que além de realizarem operacOes especificas, podem ser combinadas para se realizar outra
tarefa mais complexa (SANTOS, 2018).

Uma porta 16gica quantica € implementada através de matrizes unitérias, requeridas para se
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manter a condi¢do de normalizag@o do estado quantico. As portas quanticas sobre um g-bit sao

matrizes 2x2, e como existem infinitas matrizes unitdrias 2x2, hd infinitas portas de um g-bit.

Algumas das portas quanticas mais relevantes sdo apresentadas a seguir. Quatro delas sdo

as chamadas matrizes de Pauli:

[= X = Y = 7 = (2.4.14)

A porta quantica [ € a porta identidade, que ndo altera o estado do g-bit. A porta quantica
Pauli-X é andloga a porta classica NOT, que inverte o estado do bit, ou seja o estado «r|0) + 5]1),

a operacao da porta X resultard em:

X = (2.4.15)

Ja as operagdes das portas Y e Z resultardo, segundo Santos (2018), em:

« —1f3 « Q@

Y = A = (2.4.16)
B iov & —p
Outras trés portas importantes quanticas sio as portas Hadamard (H), a porta de fase (S) e a
porta /8 (T).

PO S L ISR LR I 2.4.17)
V2 1 0 i 0 /A

que possuem duas importantes relagdes: H= (X + Z)/ V2e S =T2 As operagdes das portas
S e T resultardo em:

(0% (% (0% 0%

S| | = T = (2.4.18)
B i B ¢

A porta Hamadard atua mapeando os estados |0) e |1) para estados de superposi¢do, de

modo que:

0) + 1) 0) — 1)
V2 V2

As matrizes de Pauli dao origem a uma importante classe de matrizes, que sdo os operadores

H |0) = CH 1) = (2.4.19)

de rotacdo em torno dos eixos X, y e z da esfera de Bloch, definidas por:
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, b ) coS— —isen?
R.(¢) = e X/ = cos =T —isen- X = 2 ¢2 (2.4.20)
2 2 —isen—  COS—
2 2
, é b cos— —sen—
R,(¢) = e Y/ = COSEI — isen§ = 2 ¢2 (2.4.21)
sen—  cos—
2 2
—i/2
. e 0
R.(¢) = e7#%/2 = cos2 1 — isen7 = (2.4.22)
2 2 0 oi9/2

2.4.4 Portas quanticas de miiltiplos g-bits

Na Figura 6 sdo mostradas a porta l6gica cldssica de um bit NOT, e cinco importantes portas
classicas de varios bits: AND, OR, NAND, NOR, XOR.

Figura 6 — Algumas portas 1dgicas cldssicas de um ou mais bits.

a
a—[>0— NOT & b arp b

Fonte: Adaptado de Nielsen e Chuang (2010).

Na computacdo cléssica, qualquer funcdo sobre bits pode ser computada a partir da com-
posicdo de portas NAND, que € conhecida por ser uma porta universal. No caso quéntico, o
protétipo de uma porta 16gica quantica de muitos bits é o NAO-controlado ou porta CNOT (do
inglés "Controlled-NOT").

A porta CNOT possui dois g-bits de entrada, conhecidos como g-bit de controle e g-bit alvo.
Se o g-bit de controle estiver no estado |0), nada acontece com o g-bit alvo. Contudo, se o g-bit

de controle estiver no estado |1), o g-bit alvo troca seu estado. Em simbolos:

|00) — |00); |01) — |01); |10) — |11); |11) — |10); (2.4.23)

A porta CNOT pode ser interpretada como uma generalizacdo da porta classica XOR, de

modo que sua agdo pode ser resumida como |A, B) — |A, B @ A) (onde @ é o simbolo da
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operacdo XOR), ou seja, o resultado da operacdo XOR entre o g-bit de controle e o g-bit alvo é
armazenado no g-bit alvo.
Outra maneira de descrever a porta CNOT € através de sua representacdo matricial, que

respeita a condicdo de matriz unitéria:

1 0 0 0
0O 1 0 O
CNOT = (2.4.24)
0O 0 0 1
0O o0 1 0

Uma extensao da porta CNOT ¢ a porta Toffoli, aplicada em trés g-bit. Dois g-bit sdo de
controle e seus estados ndo sdo alterados pela acdo da porta. O terceiro g-bit é o g-bit alvo e seu
estado € invertido se e somente se os dois g-birs de controle forem iguais a |1). Em simbolos,
|A, B,C) — |A, B,C @ AB). A matriz unitéria da porta Toffoli é a matriz de dimenséo 8x8:

—_
o o O
oS o o O

—_

Tof foli = (2.4.25)

o o o o o o o
o o o o o O
o o o o o
o o o O
o o o
[a) o o o o O
o o o o o o o
o o o o o o

2.4.5 Reversibilidade da computacao quantica

Portas cldssicas como NAND e o XOR regular nao podem serem vistas como portas unitdrias
no mesmo sentido que o NOT cléssico estd para a porta X. A razdo é que com excec¢do da porta
NOT, todas as portas classicas sdo irreversiveis (ou nao-reversiveis). Por exemplo, € impossivel
determinar as entradas A e B dada uma saida A @ B. H4 uma perda de informacdo irrecuperdvel
na acdo da porta XOR. Por outro lado, portas quanticas sdo sempre reversiveis, o que se deve ao
fato de que o inverso de uma matriz unitaria é outra matriz unitdria.

Se uma porta l6gica € irreversivel, parte da informacao € apagada. O principio de Landaver
estabelece que € preciso dissipar energia para apagar informagdo. Em portas reversiveis, por
outro lado, nenhuma informacao € perdida, e em principio, ndo requer gasto de energia, embora
na pratica dissipacdo seja necessaria para a estabilidade e a protecdo do sistema contra ruido
(NIELSEN; CHUANG, 2010).
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2.4.6 Circuitos quanticos

Um exemplo de circuito quantico de cinco g-bits é esquematizado na Figura 7. O circuito
deve ser lido da esquerda para a direita. Cada linha representa um fio, que ndo necessariamente
corresponde a um objeto fisico, mas pode corresponder a passagem de tempo ou a uma particula,
como um f6ton, se movendo no espagco (MONTEIRO, 2012).

Figura 7 — Exemplo de circuito quantico.

L, =l IRl

X

|ur) |} g ) |Ura) [ty) s )

Fonte: Monteiro (2012).

O ponto de partida é o estado inicial |}, que por convengdo é assumido que o estado inicial
de entrada do circuito é um estado da base computacional, geralmente o estado |0). No circuito,
as portas quanticas sdo portas genéricas U;, Us, Us e Uy. A porta U; € uma porta que opera
no g-bit associado a sua linha, isto é, uma porta de um g-bit. J4 a porta Us atua sobre trés
g-bits. As portas U, e U, sdo definidas como portas U-controlada, uma extensao natural do
NAO-controlado. Essa porta tem um tnico g-bit de controle, indicado pela linha com o ponto,
e o n g-bits alvo, indicados pelo U da caixa. Se o g-bit de controle for |0), nada acontece, e
se for |1), a porta U é aplicada aos g-bits alvos. Sendo o bit de controle representado por |c)
e o g-bit alvo por |t), a operagdo U-controlada € descrita em simbolos por |c)|c) — |c)U¢|c)
(MONTEIRO, 2012).

A porta NAO-controlado é um caso particular da porta U-controlada no qual U = X e pode

ser representada de duas formas distintas, conforme ilustra a Figura 8.
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Figura 8 — Duas representacdes distintas da porta NAO-controlado.

Y 1i
=1 o —

Fonte: Nielsen e Chuang (2010).

O estado |0) também pode ser utilizado como controle, o que exige a aplicagdo de duas
portas X no g-bit de controle, conforme a notacao circuital ilusrada na Figura 9. Neste circuito,

a porta X € aplicada ao alvo se o controle estiver no estado |0).

Figura 9 — Operag@o controlada com controle no estado |0).

D)

Fonte: Nielsen e Chuang (2010).

A representagdo circuital da porta Toffoli € mostrada na Figura 10.

Figura 10 — Representacio da porta Toffoli.
(1 . 2 (L

Fonte: Nielsen e Chuang (2010).

O simbolo ilustrado na Figura 11 indica a medida, que converte um g-bit em um bit aleatorio

cléssico, que se distingue do g-bit pela linha dupla.
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Figura 11 — Simbolo de medida no circuito quantico.

M
V) — =

Fonte: Nielsen e Chuang (2010).

Um operador deverd atuar em todos os g-bits simultaneamente. Por conseguinte, a aplicacao
de um operador U em um determinado g-bit leva a aplicacdo do operador identidade I aos
demais g-bits do circuito (MONTEIRO, 2012). A sequéncia de operadores para a Figura 7 é:

1) = UrlY) , o) = Ualthr) , |93) = Usltbe) , [1ha) = Uslths) , [ths) = M|ipy)  (2.4.26)

Trés diferencas dos circuitos quanticos em relagio aos cldssicos serdo destacadas:

* A proibi¢do nos circuitos quanticos dos "lagos" (loops), ou seja, retroalimentagdo (feed-
back), que por sua vez € permitida nos circuitos classicos. Os circuitos quanticos sao

portanto, aciclicos.

* Os circuitos classicos permitem que fios sejam unidos, na operagdo conhecida como FAN-
IN, com o fio resultante contendo a saida bindria OR das entradas. A operagdo, por ndo

ser reversivel e consequentemente nao unitdria, ndo € permitida em circuitos quanticos

* A operacdo inversa FAN-OUT, por meio da qual copias de bits sdo feitas, também ndo €
permitida em circuitos quanticos. A propriedade de que g-bits nao podem ser copiados é

conhecida como teorema da ndo-clonagem e é demonstrada por Nielsen e Chuang (2010).

A operagdo cléssica de troca de valores entre dois bits, conhecida como CROSSOVER, tem
seu andlogo quantico por meio da operacdo conhecida como SWAP, que troca os estados dos
g-bits entre si. A operacio SWAP é implementada por meio um circuito com portas NAO-
controlado. O circuito e o simbolo dessa porta sdo ilustrados na Figura 12, e sua operagdo

corresponde a seguinte sequéncia de efeitos em um estado |a, b):

la,b) = |la,a®b) = |a® (a®b),a®b) =|b,a®b) —|b,(aBb)®b) =|a,b). (2.4.27)

A forma matricial da operagao SWAP é:

SWAP = (2.4.28)

)
—_
o o O

o o O
—_
)
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Figura 12 — Circuito para a operacdo SWAP e seu simbolo.

11

w1 AL

T

:

Uma extensao da operacdo SWAP € a troca controlada, implementada pela porta Fredkin.

Fonte: Nielsen e Chuang (2010).

Segundo Zinger (2015), um g-bit de controle é responsdvel por controlar se a operagao de troca
entre dois outros g-bit ocorrerd, conforme ilustra a Figura 13. A porta Fredkin é representada

pela matriz 8x8:

-1 000O0O0O0 0-
01 00O0O0O0®O
00 10O0O0O0O
Frediin — 0001O0O0O0O0 (2.429)
00001O0O0O0
0000O0OO0OT1FPO0
00 0O0O01 0
00 0O0O0O0TO0T1
Figura 13 — Ac@o da porta Fredlin.

|0} |0} |1} 1)

|B} IB) |B) |CY

IC} IC) |C) \B)

Fonte: Adaptado de Zinger (2015).

2.4.7 Computacao classica em um computador quantico

Circuitos 16gicos classicos podem ser simulados utilizando um circuito quantico. A simu-
lagcdo dos circuitos cldssicos ndo pode ser feita de maneira direta pela razao de que as portas
quanticas sdo intrinsecamente reversiveis, enquanto muitas das portas cldssicas, como a NAND,
sdo intrinsecamente irreversiveis. Contudo, qualquer circuito cldssico pode ser substituido por

um circuito equivalente fazendo o uso da porta Toffoli.
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A porta Toffoli pode ser usada para simular a porta NAND e a operacdo FAN-OUT. Na
Figura 14a, a porta NAND € implementada, sendo que os dois bits de cima sdo a entrada da
porta, enquanto o dltimo € fixado no estado 1. Ja na Figura 14b, a porta Toffoli implementa a
operacdo FAN-OUT com o segundo bit sendo a entrada, e os outros dois bits sendo auxiliares.
A saida FAN-OUT aparece nos dois ultimos bits. Em conjunto, as duas operacOes tornam
possivel a simulacao de todos os elementos de um circuito cldssico, e por conseguinte, circuitos
classicos podem ser simulados em circuitos reversiveis equivalentes. Em outras palavras, os
computadores quanticos sdo capazes de realizar qualquer operacdo que possa ser feita em um

computador classico.

Figura 14 — (a) Porta NAND com a porta Toffoli. (b) Operacdo FAN-OUT com a porta Toffoli.

11— (1 1 * 1
b—+— b 4 ——— (1
1—=—— 1@ ab=—(ab) 0 & a

(a) (b)
Fonte: (a) Nielsen e Chuang (2010) e (b) Nielsen e Chuang (2010).

2.4.8 Portas quanticas universais

Conforme visto na subse¢do anterior, a porta Toffoli € universal para computagdo cldssica,
isto €, os circuitos quanticos incluem os circuitos cldssicos. O conceito de universalidade existe
também para a computacdo quantica. Um conjunto de portas € dito universal para a computagao
quantica se uma operacao unitdria qualquer puder ser construida com precisdo arbitraria por um

circuito quantico envolvendo somente aquelas portas.

Trés resultados sobre universidade das portas quanticas sdo descritos por Nielsen e Chuang
(2010): o primeiro mostra que um operador unitario arbitrario pode ser expresso exatamente
como o produto de operadores unitarios, cada um atuando sobre um subespaco expandido por
dois estados da base computacional. O segundo, partindo do primeiro, mostra que um opera-
dor unitdrio arbitrdrio pode ser expresso exatamente usando portas de um g-bits combinadas
com portas CNOT. Por fim, o terceiro combina a construcdo do segundo com a prova de que
operacdes de um g-bit podem ser feitas com precisdo arbitrdria utilizando portas H, S e T, o
que culmina na conclusio de que qualquer operacdo unitdria pode ser construida com precisdao
arbitréria utilizando as portas H, S, T e CNOT.
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2.4.9 Operacoes controladas

A operacdo controlada € uma classe de operacdes extremamente importante em computacao
quantica. Nesta subsecdo serd descrito como implementar operacdes controladas a partir de
portas quanticas universais.

Seja U uma porta unitdria sobre um g-bit, a operacdo controlada sobre U pode ser im-
plementada pelo circuito da Figura 15, em que A, B e C sao operadores unitdrios tais que
U=¢e*AXBXCe ABC =1

Figura 15 — Circuito para implementar a operacdo U-controlada.

1 0

0 e

U Cr—=Br= A

Fonte: Nielsen e Chuang (2010).

A operagdo controlada pode ser generalizada para n g-bits de controle com um operador

unitario atuando sobre k g-bits pela equacdo:

C™"(U)|x1xg...xn)|00) = |x129...0,) UTLT270)) (2.4.30)

em que x12s...7, € o produto dos bits. A Figura 16 ilustra a notagdo circuital para a operacao.

Figura 16 — Exemplo de representa¢do da operagdo controlada C"(U), sendo U um operador sobre k
q-bits,paran =4 ek = 3.

n =4 <

Fonte: Nielsen e Chuang (2010).
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A Figura 17 ilustra um exemplo de operador C"(U) que utiliza o controle tanto pelo estado

|1) (no segundo g-bit), quanto pelo estado |0) (no primeiro e no terceiro g-bits).

Figura 17 — Exemplo de operacdo controlada C™(U), com controle tanto pelo estado |1) quanto pelo
estado |0).

O Z . Z
’ +

O ) Z 4 z
U 2

Fonte: Nielsen e Chuang (2010).

Supondo k = 1, o operador C*(U) pode ser implementado pelo circuito da Figura 18, em
que V é um operador unitdrio que satisfaz V? = U. As portas C''(U) podem ser implementadas

pelo circuito da Figura 15.

Figura 18 — Circuito para implementar a operagdo controlada C?(U ).

U V—Vi—V

Fonte: Nielsen e Chuang (2010).

Barenco et al. (1995) mostram que a operagdo C"(U) pode ser generalizada pela topologia

do circuito da Figura 19, que mantém a relagio V2 = U.
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Figura 19 — Circuito para implementar a operacio controlada C’8(U ).

—_—— 4 +» . d
— * *—o
—_—— g » »
—— 4 » »
—— = 4 » »
— & 2 »
—_—— 4 » »
i a &)
1 1

[/

—
-
=§=
-—

Fonte: Barenco et al. (1995).

2.4.10 Estados de Bell

O circuito quantico mostrado na Figura 20 transforma os estados da base computacional
nos chamados estados de Bell, |3,,), que sdo importantes estados emaranhados, indicados na
Tabela 1.

Figura 20 — Circuito quantico para criar os estados de Bell.

r—H

Y

Fonte: Nielsen e Chuang (2010).
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Tabela 1 — Estados de Bell.
Entrada Estados de Bell
01)  (00) + [11))/v2 = [B)
1) (j01) + [10)/v2 = |Bor)
10)  (]00) = [11))/V2 = |B0)
1) (j01) = [10)/v2 = |8n)

Fonte: Adaptado de Nielsen e Chuang (2010).

Os estados de Bell podem ser sintetizados na equagao:

_ 0.9+ (=D, 9)
|Bry) = 7 (2.4.31)

em que ¢y € negacdo dey.
2.4.11 Paralelismo quantico

O grande poder da computacao quantica estd em sua capacidade de realizar calculos simulta-
neos para diferentes valores de uma dada func¢do, uma propriedade conhecida como paralelismo
quantico (ZINGER, 2015).

Supondo uma fungdo f(x) : {0,1} — {0, 1} reversivel de um unico g¢-bit, é possivel,
por meio de uma sequéncia apropriada de portas logicas armazenar o valor de x conjunta-
mente com o valor de f(x) no estado |z,y @ f(x)), denotando U; a transformacdo unitdria
|z, y) = |z,y ® f(z)). Se y = 0, o estado final do segundo g-bit é justamente f(x). O circuito
mostrado na Figura 21 aplica Uy em uma entrada onde o registro x € preparado em uma super-
posicdo (|0) + [1))/ V/2, que pode ser criada por uma porta H atuando sobre o estado 0)eoyé

inicializado em |0), resultando no estado:

_ 10, 7(0)) + 11, f(1))
V2

1) (2.4.32)

Figura 21 — Circuito para avaliar f{0) e f{1) simultaneamente.

o+ _ [ -
0

|O> —Y  yof(x)H—

Fonte: Nielsen e Chuang (2010).
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Os termos da soma contém informagdes sobre ambos f(1), f(0), apesar do operador Uy s6
ter sido aplicado uma unica vez, demonstrando o paralelismo quantico. Um tnico circuito é
empregado para avaliar multiplos valores de x simultaneamente, diferentemente do paralelismo
clédssico, que exige o emprego de vérios circuitos diferentes acionados simultaneamente.

O procedimento pode ser generalizado para fun¢des com um numero arbitrario de bits,
utilizando a operacdio conhecida como transformacdo de Hadamard (denotada H®™), na qual
n portas Hadamard atuam simultaneamente sobre n g-bits. De maneira genérica, a avaliagdo
paralela de uma fungdo de n bits, f(x), pode ser feita preparando o estado de n + 1 g¢-bits,
10Y¥™|0), aplicando a transformacdo Hadamard nos primeiros n g-bits, seguida do circuito que

implementa Uy, que resultard em um estado que contém informagdo sobre 2" estados:

1
A /2n

Contudo, toda informagdo ndo € acessivel, pois a medida sobre o estado forneceria f(x)

) =

> @) f(@) (2.4.33)

para apenas um valor de x. Porém, € possivel obter informacdes sobre as propriedades globais
de f(x) devido a interferéncia existente entre os estados ainda emaranhados (ZINGER, 2015).
Um exemplo de circuito que obtém propriedades globais € o algoritmo de Deutsch-Jozsa, de-

monstrado por Nielsen e Chuang (2010).
2.4.12 Transformada de Fourier quantica

A transformada de Fourier € uma ferramenta matematica utilizada em diversos campos da
ciéncia, como por exemplo, no processamento digital de imagens e sinais. A transformada de
Fourier discreta (Discrete fourier transform - DFT) € a versao da transformada de Fourier para
dados discretos, como por exemplo, imagens digitais (BARBOSA, 2005). A DFT é um caso de
transformacdo que se pode computar muito mais rapidamente em um computador quantico do
que um computador cldssico, dando origem a uma classe de algoritmos quénticos que incluem
a fatorac@o de Shor, o logaritmo discreto, algoritmo de Deutsch-Jozsa e sendo fundamental na
constru¢do do algoritmo de resolucdo de sistemas lineares, foco deste trabalho.

Pela notacao matematica usual, a transformada de Fourier discreta recebe como entrada um

vetor de nimeros complexos zy, - - -, xy_1 de tamanho fixo N. Sua saida sdo os dados transfor-
mados, um vetor de nimeros complexos o, - - -, yn_1, definido por:
| Nl
_ 2mijk/N
Y = —— Tie (2.4.34)
VN ; ’

A transformada quantica € exatamente a mesma transformag¢ao, embora com uma notagao
diferente. A transformada de Fourier quantica (Quantum Fourier Transform - QFT) sobre uma
base ortonormal |0),...,|/N — 1) é um operador linear F'T" que atua nos estados da base da

seguinte forma:
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N-1
1 .
FT|j) = —= ) kN k) (2.4.35)
v 2
De forma equivalente, a acdo da transformada sobre um estado arbitrdrio pode ser descrita
como:
N-1 N-1
S ailky = > ylk) (2.4.36)
j=0 k=0

As amplitudes y;, sdo as transformadas de Fourier discretas das amplitudes x; (BARBOSA,
2005).

A transformacao € unitdria e pode ser implementada por um meio da dinAmica de um com-
putador quantico. A obtencdo do circuito quantico que realiza a transformada de Fourier é
descrita por Nielsen e Chuang (2010) e Barbosa (2005):

Supondo que N = 2", em que n é um inteiro, e que a base |0), ..., |2" — 1) é a base compu-
tacional para um computador quéntico de n g-bits. E conveniente escrever o estado |7) usando a
representagio bindria j = jijojs - - - jn, OU mais formalmente, j = 7, 2" ! + 752" % + .. + 5,,2°.
Além disso, é também conveniente adotar a notacdo 0.5;7;41 - - - 7, para representar a fracao
bindria j; /2 + jiz1/4 + ... + jm/2™ . Com manipulagio algébrica, a QFT pode ser escrita
em sua forma conhecida como representacao de produto:

' . 0 +e2ﬁi0.jn1 0 _‘_627ri0.jn,1jnl (10 _|_€27ri0.j1j2...jn1
Ty = 1 D)9 + €m0 ). (0 D) g

Essa representacdo permite escrever um circuito eficiente para a QFT, mostrado na Fi-
gura 22. Os g-bits devem ser invertidos por portas SWAP ao final da operacdo. A porta Ry

¢ definida como:

1 0
Ry, = (2.4.38)

ok
0 627”/2
2mi /2N,

O mesmo operador F'I" pode ser representado em forma matricial, definindo w = e

1 1 1 1
1 w w? w21
1 W2 W o 22"
FT = (2.4.39)
1 i Wb o )

L@ =DE" 1)
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Figura 22 — Circuito quéntico que implementa a transformada de Fourier quantica, omitindo portas SWAP
para reversdo da ordem de g-bits e fatores de normaliza¢do 1/ /2 na saida.

i) I % —|.ﬁ’n_| H Rn i— [0} + eZrd0drmdn |1}
._ | (b ARaHR |- ) 4 b1}

ljn- 0) + e2rin-sie|1)

i - (1 | 10) + i)

Fonte: Nielsen e Chuang (2010).

|72

Levando em consideragdo que o melhor algoritmo cldssico para computar a transformada
de Fourier em 2" elementos, a transformada de Fourier rdpida (Fast Fourier Transform - FFT),
utiliza ©(n2") portas, o algoritmo quéntico precisa de um tempo exponencialmente menor para
ser executado, com uma complexidade de @(nz).

Por ser transformacdo unitdria, a inversa da transformada quantica de Fourier € o adjunto
hermitiano da matriz de Fourier, ou seja, FT—'=FT" (ZINGER, 2015).

2.4.13 Estimativa de fase

A transformada de Fourier € a chave para um procedimento geral conhecido como estimativa
de fase (Quantum Phase Estimation - QPE), que por sua vez é a chave para o algoritmo de
resolucao de equacdes lineares.

Supondo que um operador unitario U tenha autovetor |u) com autovalor ¢*™, no qual o
valor ¢ é desconhecido. Para estimar ¢, supde-se que o estado |u) e a operagdo U ? _controlada,
para alguns inteiros ndo-negativos j, sejam preparados.

O procedimento utiliza dois registros. O primeiro contém ¢ g-bits inicialmente no estado
|0}, ja o segundo inicia no estado |u) e contém a quantidade de g-birs necessdria para armazenar

A estimativa de fase € feita em trés estagios. Primeiro, o circuito da Figura 23 € aplicado.
O circuito aplica uma transformagao de Hadamard ao primeiro registro, seguido de aplicacdes
de U-controlada no segundo registro, com U elevada a sucessivas poténcias de dois. O estado

final do primeiro registro €:

2t—1
mi2t—1 mi2t—2 520 1 T
(10) + 2 |1))((0) + ™ 0).(10) + 1)) = S 37 ETHE) - (2.440)
k=0

1
TR



52

Figura 23 — Primeira etapa do procedimento de estimativa de fase.

|0> H - |0> ezm'.(szlg)

1)

Primeiro registro
t g-bits |0)

|0> e?m’(?;)u)

|0) @ 0) e?m'(Elg:)|1>

0) e

Segundo registro { \u} Uzg

Ugﬂ E Uzl

Fonte: Adaptado de Nielsen e Chuang (2010).

O segundo estdgio consiste na aplicacao da QFT inversa ao primeiro registro e o terceiro
consiste na realizacdo de uma leitura do estado do primeiro registro da base computacional. A

Figura 24 mostra um esquema geral do algoritmo.

Figura 24 — Estimativa global do procedimento de estimativa de fase. Os t g-bits superiores (o simbolo
"/"denota um grupo de fios) formam o segundo registro e os g-bits inferiores o segundo registro.

0) & FTHH A

[u) U’ )

Fonte: Nielsen e Chuang (2010).

Supondo que ¢ que possa ser exatamente em ¢ g-bits, como ¢ = 0.¢; - - - ¢4, 0 estado da

primeira etapa pode ser rescrito como:

1 mi0.¢¢ mi0.0t—10¢ mi0.01¢2...0¢
Sz 0) 4 XD (0) + O 1))(0) + EOBL) 44l

Comparando as EquacOes 2.4.37 e 2.4.41, pode-se concluir que o resultado da aplicacdo da
QFT inversa é o estado-produto |¢; ...¢;) e uma medida na base computacional fornece portanto,
¢ exatamente.

Para o caso onde ¢ ndo puder ser expresso exatamente com ¢ g-bits, o procedimento produ-
zird uma aproximacao para ¢ com alta probabilidade. Supondo que se queira aproximar ¢ com
precisdo 27", utilizando ¢ = n + p g-bits, a probabilidade de se obter a aproximacdo € de pelo

menos 1 —1/2(2P —2), e definindo € = 1/2(2” — 2), chega-se a conclusdo de que o resultado da
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medida é uma aproximacéo para ¢ com precisdo de ¢t — [log(2 + 1/2¢)] bits, com probabilidade

de sucesso de pelo menos 1 — e.
2.4.14 Arquitetura de um computador quantico

Para construir uma arquitetura com base nas portas légicas quanticas, defronta-se para o
transporte e armazenamento de g-bits com o processo fisico chamado de decoeréncia quantica,
no qual o estado de um g-bit se perde principalmente por interagdo com o ambiente ou outra
fonte de ruidos. Para uma arquitetura vidvel € necessario mecanismos de corre¢do de erros a
fim de evitar resultados incorretos decorrente da decoeréncia (NIELSEN; CHUANG, 2010).

Um exemplo de arquitetetura proposta por Oskin, Chong e Chuang (2002) e ilustrado na
Figura 25 contém trés componentes principais: a unidade logica-aritmética quantica (QULA), a
meméria quintica e um escalonador dindmico. E necessério usar a técnica de teleporte quantico,
descrita em detalhes por Nielsen e Chuang (2010), no transporte da informacao quéntica, uma

vez que um g-bit nao pode ser clonado.

Figura 25 — Arquitetura proposta por Oskin, Chong e Chuang (2002).
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Fonte: Oskin, Chong e Chuang (2002).

A construcao de um mecanismo de memoria confidvel exige um sistema com uma taxa baixa
de decoeréncia para os g-bits estaticos, mesmo assim, esses dispositivos necessitam de unidades

de refresh. O mecanismo da QULA, composta de um conjunto bésico de portas quanticas que
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formam o conjunto de portas universais, ¢ responsdvel por executar as operagdes, tanto para
computacdo, quanto para correcdo de erro. Sao necessdrios os g-bits auxiliares para a codifi-
cacdo e aplicacdo da correcdo de erro, gerados por um hardware especifico. Um processador
classico de alta performance € previsto para o controle de escalonamento dindmico, utilizando
construgdes classicas de controle de fluxo e dinamicamente traduz as operacdes l6gicas em ope-
racdes sobre g-bits fisicos individuais, a fim de controlar a qULA, o teleporte de codigos e o

refresh das unidades de memdria quantica.
2.5 ALGORITMO DE HARROW, HASSIDIM E LLOYD

Computadores quanticos utilizam a mecanica quantica para executar certos tipos de compu-
tacdo de forma mais eficiente que um computador cldssico. A solugdo de sistemas de equacdes
lineares é um destes casos. Sistemas lineares estdo presentes em todos os campos da ciéncia e
engenharia, como por exemplo na solu¢do de equagdes diferenciais parciais. Com a evolugdo da
tecnologia e o aumento da complexidade dos sistemas utilizados, o tamanho da massa de dados
comumente utilizada como entrada para estes problemas vem crescendo muito rapidamente, de
forma que mesmo os computadores mais potentes levam bastante tempo para processar solucoes
(ESKANDARPOUR et al., 2020a; ZINGER, 2015).

O algoritmo de HHL. (HARROW; HASSIDIM; LLOYD, 2009) mostra como um compu-
tador quantico é capaz de aproximar o valor de funcdes da solu¢do de sistemas lineares em
tempo polilogaritmico, de forma a prover um aumento exponencial de tempo sobre os melhores

algoritmos cléssicos conhecidos.
2.5.1 Visao geral

Conforme ja apresentado, o problema de fluxo de poténcia CC consiste na solu¢@o do sis-
tema de equacdes lineares expresso pela equacdo matricial p = B. onde a matriz B € RV*Y,
o vetor p € RY e a vetor solucio § € RY.

Inicialmente, p e ¢ devem ser normalizados e mapeados nos estados quénticos [p) e |6)
em logo N g-bits. Para execugdo do algoritmo, supde-se a hipdtese de que B seja uma matriz
hermitiana e esparsa. A matriz admitancia, conforme Equacdo 2.1.23, sera sempre hermitiana.

Pela primeira hipétese, B pode ser representado através de sua representagao diagonal:

B=> Mlu)(ul, A €R (2.5.1)

J

A matriz B pode ser invertida pela inversao de seus autovalores A;:

B7' =) A ) (uy (2.5.2)
J
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Quando |p) estd no autoespaco de B, isto é:

p) = pilu) (25.3)
J

o algoritmo obtém o registro do estado |0), que é a representacéo quantica do vetor  desejado:
0) = B~'p) = > A 'pjluy) (2.5.4)
J

2.5.2 O algoritmo

A Figura 26 mostra o circuito correspondente ao algoritmo HHL. O primeiro registrador,
denotado «, € usado para armazenar a representacdo bindria dos autovalores de B. O segundo
registrador, denotado /3, é usado para armazenar o estado |p) e fornece o vetor solugdo. O
terceiro registrador € o g-bit de controle denominado ancilla. Os registradores ancilla e o sdo
inicializados em |0), enquanto [ € inicializado através de uma rotina externa ao algoritmo em

|p) conforme os seus respectivos coeficientes normalizados.

- Po - _ Po |
p=| " = = | (2.5.5)
| PN-1] | PN-1 |
O estado inicial é, portanto:
[%0) = 10) ®10), @ [P) g (2.5.6)

O algoritmo consiste em quatro etapas principais: a estimativa de fase, a rotagdo controlada,

a computacgdo reversa e a medida.

Figura 26 — Circuito quantico para resolugdo de sistemas lineares.

0) Ry N
00 +{ 1 T FT7 i FT T H}- |0}

|p)£ / o iBt giBt | |6)

Fonte: Adaptado de Zinger (2015).
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2.5.2.1 Simula¢do Hamiltoniana

Conforme visto na Secdo 2.3, a evolucdo temporal de um sistema quantico € descrita pela
equacgdo de Schrodinger. Segundo Nielsen e Chuang (2010), um operador hamiltoniano inde-

pendente do tempo fornece:

(1)) = e”"|1(0)) (2.5.7)

A matriz de entrada B do sistema linear é s-esparsa, que é o caso de problemas de fluxo
de poténcia CC. Para simular o hamiltoniano do sistema, a matriz B serd decomposta na forma
B = Z Bj, sendo B; 1-esparso. Uma vez com os valores das simulagdes de cada B, €
possivel simular, eficientemente, a matriz B através do operador e'5* em tempo O(log(N)s*t).

A hipétese original de que B € hermitiana pode ser relaxada. Neste caso, € definida a matriz

hermitiana:

0 B
B° = (2.5.8)
Bt 0

Uma vez obtido B?, € possivel resolver a equagao:

By = (2.5.9)

obtendo:

y= (2.5.10)

2.5.2.2 Estimativa de fase

A primeira etapa do algoritmo € a estimativa de fase. Conforme ja descrito, a QPE € res-
ponsavel por encontrar os autovalores de um autovetor um operador unitirio, mapeando-os com

uma mudanca de base. Para o algoritmo HHL, operador U & igual e'5!. Neste caso:

et = g "t u) (] (2.5.11)
J
~ it 4 o
Entdo, para cada autovetor |u;) ; que tem como autovalor 7", a QPE resultard em [\7) , u;) 5.
em que \{ é uma representacdo bindria em « bits para uma aproximagdo em 2%\;t /27, resul-
tando no armazenamento dos autovetores em estados emaranhados correspondentes aos seus

respectivos autovalores no registrador . A constante ¢ é calculada por:
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27T/\;?
DY

(2.5.12)

Assumindo que cada autovalor \; possa ser representado corretamente em « bits e que |p)

estd no autoespago de B, a aplica¢iio da QPE levard o estado inicial |1y), dado por

%) = [0) ®0), @ > pjluy) (2.5.13)

J

para

1) =10) @ > pilAi)alus), (2.5.14)
J

O numero de bits o necessdrios para mapear os autovalores ¢ uma parametro que depende
do ndmero de condi¢do x, uma vez que esse quantifica a amplitude entre o0 maior € 0 menor
autovalor da matriz B (ZINGER, 2015).

Na simulacio hamiltoniana, é possivel observar o grande beneficio dos operadores quanti-
cos, uma vez que o paralelismo quantico colocara o segundo registro do estado em superposi¢cao

quantica associada a todos os autovalores da matriz B (ZINGER, 2015).
2.5.2.3 Rotagdo controlada

A préxima etapa do algoritmo, fundamental para inversdo dos autovalores de B, consiste na
operacao da rotagcdo controlada aplicada pelo g-bit ancilla.
Conforme demonstra Zinger (2015), a rotacdo controlada € feita pela matriz de rotacao

R,(¢), descrita pela Equagdo 2.4.21, de modo que:
_ Sr_een®y \ 55
) = D (cos5 T —isengY ) [0) ®pyIAy), [uy), (25.15)
J

que resulta em:

) =) (cosglm + sen%lb) ® PN Ui, (2.5.16)

J

00322 + sean =1 — cosg =4/1— sen2§ (2.5.17)

e escolhendo a constante C tal que:

Pela identidade:

— = seng (2.5.18)

o estado |¢)9) pode ser reescrito como:
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) =3 (,/ 1= 0+ f|1>> @A), 25.19)

onde 0 < C' < min{\;}, ou seja, C' = O(1/k). Para valores de ¢/2 pequenos, sen(¢/2) ~
s
®/2, o que implica em C' ~ %

2.5.2.4 Computacgdo reversa

Pela reversibilidade das portas quénticas unitdrias, pode-se desfazer as operacdes aplica-
das nos passos anteriores: operadores hamiltonianos do tipo ¢'?' e a transformada de Fourier

inversa FT serdo revertidas por rotacdes em —¢, operadores hamiltonianos em e~*?! ¢ pela
transformada de Fourier /T, respectivamente. Os autovalores |);)  serdo desemaranhados ao

estado |0) ,, assim:

c? C
) =) ( 1= 55100 + y|1>) pil0)alus), (2.5.20)

J
2.5.2.5 Medida

A ultima etapa consiste na medida do g-bit ancilla e € responsédvel por determinar o su-
cesso do algoritmo. Levando em conta apenas o g-bit ancilla e o registrador « e aplicando a

propriedade distributiva, o estado pode ser reescrito como:

Z Anglo ) +Z " p;|1 Juj) (2.5.21)

Chamando de |®) a parcela do vetor de estados que compreende o estado |1) do g-bit ancilla.
Pela Equacdo 2.5.4:
¥)

C
= sl = 1) = 1) = (25.22)

Com efeito, o vetor solugdo estd contido no vetor de estados. Contudo, em um computador
quantico é necessario realizar uma medida para se extrair informacao, segue portanto que se for

medido |1) g-bit ancilla, o estado é transformado para a expressao:

1 C
\/Zj C2p; 2/ |\ 2 ;/\_jpﬂuﬁ (2.5.23)

que pode ser simplificada para

1 —1
SRR 2= Pil) (252
J j
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que é proporcional ao estado que se busca calcular |0) = Z A pjlug).

A probabilidade de se obter |1), isto é, de sucesso do algoritmo, é:

p(obter|1)) Z W |p] (2.5.25)

O algoritmo deve ser executado até que a medida bem sucedida seja obtida. A probabilidade
¢ maximizada escolhendo o maior valor para C, isto é, C' = A\,

A leitura de todas as componentes de 6, no entanto, demandaria a execugao do algoritmo
pelo menos N vezes. Contudo, se o interesse for apenas um valor médio #7 M, é possivel por
meio de um operador observdvel M obter uma estimativa da média, isto é, (6| M |#). Uma grande
variedade de propriedades do vetor ¢ pode ser extraida desta forma, incluindo a normalizagio,

momentos e pesos em diferentes partes do espago de estados.
2.5.3 Complexidade Computacional

Nesta subsecao, serd apresentada a complexidade computacional do algoritmo HHL, discu-
tida pelos autores no artigo original (HARROW; HASSIDIM; LLOYD, 2009), comparando-a
com os algoritmos cldssicos e solu¢do de equacdes lineares.

A simulag@o hamiltoniana de ¢'%!, supondo B s-esparsa, pode ser feita em O(log(N)st).
Na etapa de QPE, foi assumida a hipdtese de que os autovalores possam ser representados
corretamente em « bits, todavia, para um valor ndo exato, a estimativa de fase introduzird um
erro de ordem O(1/t) enquanto estima o autovalor \ que serd propagado em um erro relativo
de O(1/At) pela inversdo de \. Como A > 1/k, tomando t = O(k/€), o erro aproximado ao
final do processo serd da ordem O(e).

A probabilidade de uma medigdo com sucesso do g-bit ancilla, como C' = O(1/k), € de pelo
menos Q(1/x?). Utilizando o algoritmo de amplificacdo de amplitude, apresentado por Bras-
sard et al. (2002), para diminuir o nimero de tentativas de obtencao do caso de sucesso, serdo

necessarias no maximo O(k) repeticdes. A complexidade do algoritmo é portanto:

O(log(N)s*t) O(k) = O (M) O(k) =0 (M) (2.5.26)

O método cldssico da eliminag¢io de Gauss possui uma complexidade O(N? log(||B|| +
Ipl])), em que a notagdo O indica alguma possivel omissdo de um fator logaritmo nas varid-
veis (EBERLY et al., 2006). Todavia, o melhor algoritmo cldssico de solu¢do de equagdes
lineares, o método do gradiente conjugado, requer para um sistema de tamanho N e s-esparso
O(Nsk log(1/€)) (SHEWCHUK, 1994). Em comparagio, para complexidade de tempo, a de-
pendéncia do algoritmo quantico em N é exponencialmente melhor enquanto a dependéncia em
e € exponencialmente pior. Trabalho posteriores melhoraram o algoritmo HHL para dependén-

cia linear de kK (AMBAINIS, 2010) e a dependéncia exponencialmente pior de € foi eliminada
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com poly(log(1/e) (CHIA; LIN; WANG, 2018).
2.6 TRABALHOS CORRELATOS

Serd apresentado nesta se¢do os trabalhos encontrados na literatura sobre a aplicacdo da
computacao quantica ao problema do fluxo de poténcia. Antes de prosseguir € necessdrio citar
que as todas implementagdes a serem expostas foram desenvolvidas no Qiskit.
2.6.1 Eskandarpour et al. (2020a)

No artigo desenvolvido por Eskandarpour et al. (2020a), os autores realizam a simulacao
do fluxo de poténcia CC de um sistema elétrico de trés barras, da Figura 27, que conta com

reatancias série x; o, 71,3 € T2 3, de valores 0.0125 pu, 0.0125 pu e 0.05 pu, respectivamente, e
poténcias py, p2 € p3, de 20 MW, 60 MW e 80 MW respectivamente.

Figura 27 — Sistema de estudo de Eskandarpour et al. (2020a).
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Fonte: Adaptado de Eskandarpour et al. (2020a).

Ao adotar a barra 1 como referéncia, resulta no sistema matricial

1 =021 | 6 0.6
= (2.6.1)

—0.2 1 |6, —0.8

O sistema foi simulado no algoritmo HHL pré-programado do Qiskit Aqua (QISKIT, 2021c,d),

obtendo os resultados da Tabela 2.



61

Tabela 2 — Resultados da simulacio de Eskandarpour et al. (2020a).

Solucdo classica 0.4583 -0.7083
Solugdo quantica 0.4534-0.1 -0.71234+0.1
Fidelidade 0.999945
Probabilidade 0.020986

Fonte: Adaptado de Eskandarpour et al. (2020a).

Contudo, o sistema simulado possui 7 g-bits € um nimero elevado de portas 16gicas, com
o valor de 102 depth, que € um parametro que indica o nlimero de portas executadas no cami-
nho mais longo do circuito quantico, e 54 portas CNOT. Para implementa¢do em computador
quantico real no momento que o artigo foi desenvolvido, essa quantidade deve ser reduzida. Os
autores projetaram o circuito quantico de 4 g-bits mostrado na Figura 28 e em uma simulagdo
em um ambiente com ruido obtiveram um valor de 1.1810 para a propriedade (65 — 63)2, que

possui valor exato de 1.3609.

Figura 28 — Circuito quantico projetado por Eskandarpour et al. (2020a).
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Fonte: Adaptado de Eskandarpour et al. (2020a).

2.6.2 Eskandarpour et al. (2021)

Eskandarpour et al. (2021) apresenta uma implementagdo experimental do fluxo de poténcia
CC para o sistema de nove barras ilustrado na Figura 29, que € o sistema de teste Western System
Coordinating Council (WSCC) (DELAVARI, 2021). Os autores obtiveram os resultados da
Tabela 3, em um sistema com depth igual 129, 70 portas CNOT e 9 g-bits.
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Figura 29 — Sistema de estudo de Eskandarpour et al. (2021).

8

Fonte: Eskandarpour et al. (2021).

Tabela 3 — Resultados obtidos por Eskandarpour et al. (2021).

Solucdo classica 0.1157 0.0948 -0.0713 -0.1316
-0.0644 0.0118 -0.0514 0.0220

Solucdo quantica 0.1125 0.0599 -0.0299 -0.0826
-0.0458 0.0047 -0.0858 -0.0040

Fidelidade 0.872159

Probabilidade 0.537650
Fonte: Adaptado de Eskandarpour et al. (2021).

O resultado obtido apresenta uma fidelidade que segundo os autores demonstra a promessa
em encontrar solucoes acuradas, apesar do ruido e da larga escala do circuito quantico. O artigo
também apresenta um estudo comparativo de desempenho computacional com base na comple-
xidade do algoritmo HHL e na do método cléssico do gradiente conjugado. A Figura 30 ilustra
um gréifico que compara o tempo computacional classico e quantico em fun¢d@o do nimero de
barras do sistema. A interse¢do ocorre em N = 230, acima do limiar 230, de acordo com as
premissas conservadoras assumidas pelos autores, o desempenho quantico se sobressai em re-
lagdo com cléssico. Cabe ressaltar que se trata de uma discussdo tedrica € que a comparagao

experimental ndo € possivel no ponto em que o artigo foi desenvolvido.
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Figura 30 — Comparacgéo entre o tempo computacional cldssico e quantico em func¢do do niimero de
barras do sistema feita por Eskandarpour et al. (2021).
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Fonte: Eskandarpour et al. (2021).

2.6.3 Feng, Zhou e Zhang (2021)

O artigo Feng, Zhou e Zhang (2021) € uma prova de conceito para a primeira arquitetura
quantica para solu¢do de fluxo de poténcia por métodos iterativos. O método, nomeado fluxo
de poténcia quantico (Quantum Power Flow - QPE), € baseado em um dos métodos desacopla-
dos, o desacoplado rapido, de excelente convergéncia e eficiéncia, e adota matrizes jacobianas
hermitianas e constantes (0 método desacoplado rapido € explicado por Monticelli (1983)). A
Figura 31 mostra a arquitetura quintica do QPF. Em cada iteracdo as varidveis sdo atualiza-
das através do controle do fluxo quantico de forma cldssica e as equagdes sdo resolvidas pelo

algoritmo de HHL.

Figura 31 — Arquitetura quantica do QPF proposta por Feng, Zhou e Zhang (2021).
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Fonte: Feng, Zhou e Zhang (2021).

O sistema de estudo € o sistema de cinco barras mostrado na Figura 32. Na Figura 33 € mos-

trado os resultados para as tensdes e angulos V3, Vj, 05 e 6, com uma convergéncia de 10~° do
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QPF comparando com os métodos desacoplado rapido e o de Newton-Raphson classicos. Com

efeito, o QPF apresentou como resultado uma convergéncia idéntica aos métodos classicos.

Figura 32 — Sistema de estudos de Feng, Zhou e Zhang (2021).
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Fonte: Feng, Zhou e Zhang (2021).

Figura 33 — Resultados obtidos por Feng, Zhou e Zhang (2021).
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Algoritmo lteragio V3 Vy 83 04
1 10141 1.0282 -0.1143  -0.0368
2 09946 10181 -0.1139  -0.0340
QPF 309950 1.0183  -0.1144  -0.0393
4 09948 1.0182 -0.1144  -0.0393
S 09948  1.0182  -0.1144  -0.0393
6% 09948 1.0182 -0.1144  -0.0393
1 10141 10282 -0.1143  -0.0368
2 09946  1.0181 -0.1139  -0.0340
Desacoplado 3 09950 1.0183 -0.1144  -0.0393
rapidoclassico 4 09948 1.0182 -0.1144  -0.0393
5 09948 10182 -0.1144  -0.0393
6+ 09948 1.0182 -0.1144  -0.0393
Newton-Raphson 10092  1.0251 -0.1136  -0.0382
esion 09951 1.0183 -0.1144  -0.0392
3% 09948 10182  -0.1144  -0.0392

Fonte: Adaptado de Feng, Zhou e Zhang (2021).

2.6.4 Eskandarpour et al. (2020b)

O artigo Eskandarpour et al. (2020b) tem como objeto de estudo, a anélise de seguranca do

sistema de energia, que é comumente avaliada considerando provaveis falhas de componentes,

que podem exigir a resolu¢do de milhares de cendrios de fluxo de energia, cada um conside-

rando uma diferente contingéncia. Atualmente, a pesquisa concentra-se no desenvolvimento

de novos dados estatisticos € métodos baseados em incerteza, em contraste 4 uma necessidade

cada vez menor de estudos deterministicos, devido ao nimero crescente de desastres naturais

que resultam na interrup¢@o simultanea de varios componentes da rede.

Nesses estudos, baseados na formulacao de fluxo de poténcia, sendo os cendrios identifica-

dos pelo indice s, as barras por m e as linhas por mn, o tipo de estudo € indicado por N — m.
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Em um estudo N — 1, o mais comumente utilizado, o nimero de cendrios é s € {1,..., N},
com N sendo o nimero de barras do sistema. Ja para estudos N — 2, s € {1,..., N(N —1)/2},
Com efeito, o nimero de cendrios cresce consideravelmente, de modo que esses estudos sdo
limitados pela falta de recursos computacionais adequados. Os autores avaliam a computagdo
quantica como alternativa analisando o sistema padrao IEEE 300-bus test system (CHRISTIE,
1993), que conta com 300 barras, 69 geradores, 304 linhas de transmissdo e 195 cargas, para
estudos /N —m resolvendo o fluxo de poténcia com computagdo quantica. Em estudos N —1, as
equagdes devem ser resolvidas 373 vezes, em estudos N — 2, 69000 vezes e em N — 3, 8.4 mi-
lhdes. Considerando que cada execugdo dure 100 ms, a Tabela 4 indica o tempo computacional

para os trés tipos de estudos no caso cldssico € o0 no caso quantico.

Tabela 4 — Comparativo de tempo computacional teérico feito por Eskandarpour et al. (2020b).

Tipo de contingéncia N-1 N-2 N-3

Computador cléssico 37 segundos 2 horas 10 dias

Computador quantico 0.3 segundos | 0.5 segundos | 0.7 segundos
Fonte: Adaptado de Eskandarpour et al. (2020b).

Com efeito, um estudo que leva 10 dias classicamente, teoricamente poderia ser feito em
computador quantico em 0.7 segundos por conta do ganho de tempo exponencial do algoritmo
HHL sobre suas contrapartes cldssicas, demonstrando matematicamente o potencial tedrico da

computacao quantica na melhoria de desempenho da rede elétrica.
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3 METODO PROPOSTO

O objetivo deste trabalho € a realizacdo da simulagdo e experimentacao de fluxo de poténcia
CC utilizando computacao quantica. O objeto de estudo sao dois sistemas, um de trés e outro de
cinco barras, que serdo apresentados na Se¢do 3.1. Na Secdo 3.2 sera introduzido o simulador,
apresentando o programa IBM Q Experience, a linguagem Qasm e finalmente o kit de desenvol-
vimento de software de codigo aberto Qiskit, que serd utilizado para construcao do algoritmo.
Na Secdo 3.3 serd discutido o algoritmo construido, destacando seus aspectos gerais e especifi-
cos, além de realizar comentdrios sobre o cddigo equivalente construido em Matlab (MATLAB,
2018). Na Secao 3.4 serd apresentado um modelo de simulacdo de fluxo de poténcia cldssico
tradicional por métodos iterativos para o Simulink (DOCUMENTATION, 2021), utilizado para
fins comparativos com o estudo de fluxo de poténcia CC para o sistema de cinco barras. Na
Secdo 3.5 serd apresentado o algoritmo HHL pré-programado disponibilizado no Qiskit Aqua

(QISKIT, 2021c,d), utilizado para fins comparativos com os dois sistemas de estudo.

3.1 SISTEMAS PROPOSTOS

Os dois sistemas terdo aspectos distintos a serem considerados. O primeiro, de trés barras,
terd uma matriz admitancia 2x2, o caso mais simples do algoritmo de HHL. Os autovalores
serdo corretamente representados em dois g-bits e a solugdo quantica terd valor tedrico exato.
A solugdo numérica serd apresentada com o objetivo de expor detalhadamente todas as etapas
do algoritmo.

O segundo sistema, em contrapartida, terd solugdo tedrica aproximada, como consequéncia
da representacdo aproximada de seus autovalores. Por possuir cinco barras, a matriz admitancia
serd 4x4 e consequentemente sua complexidade serd maior, impossibilitando uma soluc¢ao nu-
mérica aos moldes da apresentada para o sistema anterior. O objetivo é expor a versatilidade do
algoritmo HHL, demonstrando que ele pode fornecer solucdes aproximadas nos casos em que
ndo € feita a representacao exata dos autovalores.

Para o primeiro sistema, além da simulagdo, serd realizada a implementacio experimental
em um computador quantico real disponibilizado pela IBM, um objetivo que por outro lado
atualmente € invidvel para segundo sistema, devido a maior complexidade computacional de

seu circuito quantico.

3.1.1 Sistema de trés barras

O sistema, de mesma topologia que o sistema de estudo de Eskandarpour et al. (2020a), €
mostrado na Figura 34. Este sistema, de base 100 MWW, nao possui transformadores em fase
¢ defasadores e conta com trés linhas de transmissdo com reatincias série 12, T13 € T23, de

valores 0.5 pu, 0.5 pu e 0.5 pu, respectivamente. As barras 1 e 2 contam com geracdo de
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poténcia ativa p; e py, de 0.2 pu e 0.6 pu, respectivamente, e a barra 3 possui carga acoplada
com poténcia ativa p3 de 0.8 pu. A barra 1 € escolhida como referéncia (f; = 0) e as barras 2 e

3 sdo dos tipos PV e PQ, respectivamente.

Figura 34 — Sistema de trés barras.

Fonte: Adaptado de Eskandarpour et al. (2020a).

O sistema na forma matricial p = Bf é dado por

p2| xf% + x;},, —x;é 0,

Ps —ayy  ais+ags]| |0

- (3.1.1)
0.6 4 -2 0,

—08] |2 4|6

O problema de fluxo de poténcia consiste em encontrar a solu¢do da equacdo matricial, o
vetor 6, através do algoritmo HHL. A solucdo exata pode ser obtida pelos métodos classicos,

como o da eliminacdo gaussiana, explanado em Lay (2003).

0.066667 3.8197°
0 = rad — 0= (3.1.2)

—0.16667 —9.5493°
O fluxo de poténcia ativa entre as barras é calculado por:
P12 = lL‘LQHlQ = 0.5_1 (—0066667) = —013333pu

Pi3 = 213013 = 0.5 0.16667 = 0.33333pu (3.1.3)
Py3 = 293093 = 0.5 0.23333 = 0.46666pu
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3.1.1.1 Solucao numérica

A soluc@o numérica do sistema desenvolvida a seguir foi inspirada em Hector Jose Morrell
e Wong (2021) e Eskandarpour et al. (2020a).

A matriz B possui autovalores \; = 2 e Ay = 6 com respectivos autovetores associados:

- _ L 3.1.4
\uﬁ-E B e|u2)—ﬁ : (3.1.4)

A razdo \; /), igual a 3, de modo que sdo necessarios dois g-bits no registrador « (o = 2),
para acomodd-los nos estados |01) e |11), ou seja, A = 1 e A\ = 3, respectivamente. A

constante ¢ € obtida pela Equacao 2.5.12.

2rl 273 0w
= - T 3.1.5
222 226 4 ( )
O algoritmo tem seu inicio com:
|tho) = 10) ®100), ® [p)4 (3.1.6)

Escrevendo |p) ; na base de B, |p), = 0.6/0) — 0.8[1) = 0.1v2|uy) — 0.7v/2|u), o vetor

|1o) se torna:

[0} = 10) ®100),, ® [p)5 = |0) ® |00), @ (0.13/2]us) — 0.7v/2|uz)) 3.1.7)

Aplicando a transformacdo Hadamard ao registrador «:

|1h1) =T @ H®? @ I|to)

= 10) ® 0.5(]00) + [01) + [00) + [01)) ® (0.13/2]u1) — 0.7v/2]u)) (3.18)

Para a operacdo controlada da etapa de estimativa de fase sdo necessdrias duas operagdes,
U = U = ePteU? = U2 = 2P, que sdo obtidas pela diagonalizagdo da matriz B,
B =VB,V' com

v LY em | (3.1.9)

= — (& d — 5 BN
V211 1 0 6

Como V é hermitiana, VT = V. Obtendo as matrizes diagonais de U e U? através da

exponencia¢do dos elementos, de modo que:
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. A N e U B A
0 e 0 e/t 0 —i . (3.1.10)
Ug _ i p2iMt 0 _ 227 /4 0 _ ~1 0
O €2i)\2t O e2z’67r/4 0 -1

Assim, as matrizes U e U? sio obtidas mantendo a base original

U=VU,vi=
i 0 . (3.1.11)

U>=VU;V' =

Os operadores U e U? devem ser aplicados ao g-bit alvo /3 controlados respectivamente
pelos g-bits a1 € ap. Posteriormente, a transformada inversa de Fourier, construida invertendo
o circuito da Figura 22, deve ser aplicada no registrador .. O operador F'T~! para dois g-bits é

0.5 0.5 0.5 0.5

0.5 —0.5i —0.5 0.5i
FTy' = (3.1.12)

0.5 -0.5 0.5 -0.5

0.5 0.52 0.5 —0.52

Aplicando esses operadores:

[¥2) = (I @ (|1){1] @ U + |0)(0] @ I) [¢1)
[¢3) = (I @ ([1(1 @ I® U + [0)(0] @ I%%) [¢hy)
[¢a) =1® FT; ' ® I|ys)

= 10) ® (0.1v/2]01)ug) — 0.7v/2[11) |us))

(3.1.13)

A préxima etapa € a rotacdo controlada. O valor da constante C' € escolhido como C' =
Amin = 2 para maximizar a probabilidade de medida |1) no g-bit ancilla. A implementagio
pode ser feita aplicando rotagdes controladas de controle 01 e 11, o que exige duas operagdes
do tipo C*(U). A aplicagio da rotagdo apenas ao primeiro g-bit, além de atuar no estado |01),
também rotaciona o estado |11). Contudo, o valor rotacionado poderia ser compensado no cdl-
culo do angulo da rotacdo de controle 11, exigindo operacdes do tipo C*(U) e C*(U), o que

diminui a quantidade de portas necessarias. Uma terceira implementacdo pode ser realizada
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rotacionando o segundo g-bit com controle 1, que afeta apenas o estado |11) e mesmo o se-
gundo g-bit com controle 0, invertendo o autovalor do estado |01). O resultado é a necessidade
apenas de operacdes do tipo C*(U). Assim, os Angulos de rotacio sio calculados isolando ¢ na
Equacdo 2.5.18.

¢1=2sen 1(2/2) =7

(3.1.14)
by = 2 sen”(2/6) = 0.6797

Aplicando as rotagdes R, (¢1) e R, (¢2):

[¥5) = T® X @ 1% [thy)

[6) = (Ry(m) @ [1){1] + T [0)(0]) @ I%* |5)
7)) =T® X @ 1% [)

[s) = (R,(0.6797) @ [1)(1] + 1@ |0)(0]) @ I%* [¢)r)

:o.Né( 1——|0> §|1>> |01>|u1)—0.7\/§< 1——|0> %|1>>|11>|u2)

= 0.1v/2[1)|01)|u1) — 0.7v/2 (im —|1>> 111) |us)
(3.1.15)

A computacio reversa deve ser aplicando em sequéncia os operadores FT, U %, U ' e a

transformacdao Hadamard.

0.5 0.5 0.5 0.5

0.5 0.52 —0.5 —0.57
FT, =

0.5 —0.5 0.5 —0.5

0.5 —0.52 —0.5 0.5¢

- o (3.1.16)
-2 _ -1 0

| 0 -1
Ul 0 —

| —i 0
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1hg) =1®@ FT5 @ I|is)
[10) = (@ ({1 @ T@ U™ + [0)(0] @ I*?) [yky)
) = ([ @ ()1 @ U™ +[0){0] ® I) [t10)
[¢12) = 1@ H®? @ Ty 1)
(3.1.17)
2¢/2 1
= 0.1v/2[1)|00)|u1) — 0.7v/2 (%\0) + 5\1)) 100) |uz)
V2 28
= 0.1V2[1)|00) fu) — —=[1)[00) uz) — 5]0)[00) |uz)
= |1)(0.1333|000) — 0.3333]001)) + |0)(0.66|000) — 0.66|001))
A tltima etapa é a medida do ¢-bit ancilla. A probabilidade de medida |1) é:
p(obter|1)) = 10.1333|* + | — 0.3333|* = 0.1289 (3.1.18)
resultando no estado apds a medida
lY13) = |00)(0.3714|0) — 0.9285|1)) (3.1.19)

A solugdo pode ser obtida diretamente no vetor de estados |i10) na parcela do g-bit 5 do

estado |1) do g-bit ancilla, dividindo pela constante C.

1] 0.1333 0.06667 3.8197°
0=— — 0= rad — 0= (3.1.20)

—0.3333 —0.1667 —9.5493°

que € exatamente a solugdo clédssica da Equagdo 3.1.2.
3.1.2 Sistema de cinco barras

O segundo sistema a ser simulado é o sistema de teste /[EEE 5-Bus System Model (TAN,
2021), ilustrado na Figura 35. A base do sistema é 100M V' A. A Tabela 6 contém as poténcias
injetadas e consumidas e a Tabela 5 os parametros das linhas de transmissdo, ambas com 0s

parametros arbitradores pelo autor.



Figura 35 — Sistema de cinco barras.

Fonte: Adaptado de Tan (2021).

Fonte: O autor.

Tabela 5 — ParAmetros das linhas de transmissdo do sistema de 5 barras.

Da barra Para barra Tkm (PU) Trm (PU) bZ?n (pu)
1 2 0.03 0.1 0.01

1 3 0.08 0.25 0.025

1 4 0.08 0.25 0.025

1 5 0.03 0.1 0.01

2 3 0.15 0.5 0.05

3 4 0.05 1/6 0.02

4 5 0.15 0.5 0.05
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Tabela 6 — Poténcias injetadas e consumidas no sistema de 5 barras.

Barra MW MVAr
2 70 0

3 -50 15

4 -50 15

5 -10 3

Fonte: O autor.

A barra 1 € a barra de referéncia (¢; = 0), de modo que suas poténcias, ativa e reativa,
devem ser determinadas no caso de um estudo tradicional de fluxo de poténcia. A barra 2 é
de geracdo, PV, e as barras 3, 4 € 5 sdo do tipo carga, PQ. A formulacdo matricial do fluxo de

poténcia CC para o sistema é:

D2 Tig+ T34 —253 0 0 6s

pa| | —way wpstastag — 35 0 03

P4 - 0 —a3, TigF T4 T A —Tgs 0,

Ps 0 0 —5s Tis+xis| | 05

(3.1.21)

o7 12 =2 0 o] _62_

—05) |=2 12 —6 0 ||6

05| |0 -6 12 —2 6,

—0.1 0 0 —2 12| ]6;

A solucdo cldssica da equacdo matricial é:
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0.045727 2.6120°
—0.075638 —4.3337°
0 = rad — 0= (3.1.22)
—0.083185 —4.7661°
—0.022198 —1.2719°

O fluxo de poténcia ativa entre as barras é calculado por:

Piy = 119015 = 0.17" (—0.045727) = —0.45727pu

Pz = 13613 = 0.2571 0.075638 = 0.30255pu

Py = 14014 = 0.2571 0.083185 = 0.33274pu

Pis = x1 5015 = 0.1 0.022198 = 0.22198pu (3.1.23)
Py3 = 93003 = 0.5 0.12137 = 0.24273pu

Pyy = w3403, = (1/6)71 0.00757 = 0.04542pu

Pys = 145045 = 0.5 (—0.060987) = —0.12197pu

3.1.2.1 Parametros do circuito quantico

A matriz B possui autovalores \; = 5.394, Ay = 11.394, A\3 = 12.606 e \; = 18.606 com

respectivos autovetores associados:

0.2049 0.6768 0.6768 —0.2049

0.6768 0.2049 —0.2049 0.6768

luy) = , Jug) = , Jus) = e |ug) = (3.1.24)
0.6768 —0.2049 —0.2049 —0.6768
0.2049 —0.6768 0.6768 0.2049

A representagcdo dos autovalores ndo serd exata. O autovalor \; estard contido no estado
|01), os autovalores A, e A3 no estado |10) e o autovalor A4 no estado |11), com o = 2. A

constante ¢ serd obtida pelo valor médio para os quatro autovalores através da Equacéo 2.5.12.

2wl 272
= 02012ty = —— " —0.2757
17 925 3940 27 9211304
P b . (3.1.25)
fo= —— = 02492 t, = —— " —(.2533
379212606 M 9218606

obtendo ¢ = 0.26735, com um desvio padréo relativo de 6.383%. A diagonalizagido da matriz,
B=VB,V' ¢
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0.2049
v 0.6768 0.2049  0.2049  0.6768
0.6768 —0.2049 0.2049 —0.6768
0.2049 —0.6768 —0.6768 0.2049
0.2049 0.6768 0.6768  0.2049
0.6768 0.2049 —0.2049 —0.6768
Vi = (3.1.26)
—0.6768 0.2049 0.2049 —0.6768
—0.2049 0.6768 —0.6768 0.2049
5.394 0 0 0
0 11394 0 0
By =
0 0 12.606 0
0 0 0 18.606

Os operadores U', U?, U~ e U2 sdo obtidos através do mesmo procedimento de exponen-
ciacdo apresentado a solu¢do numérica do sistema anterior.

A etapa da rotag@o controlada conta com trés rotacdes a serem a realizadas: o autovalor
do estado |01) € invertido por controle 0 no segundo g-bit, o correspondente ao estado |10) é
invertido por controle 0 no primeiro g-bit e por fim, para o estado |11) é rotacionado o segundo
g-bit por controle 1, o que exige a compensacdo para o estado |10). Novamente, apenas de

operagdes do tipo C*(U). Escolhendo C' = i, = 5.392, 0s angulos de rotagio sdo calculados.

¢3 = 2 sen *(5.394/18.606) = 0.5883
¢y = 2 sen”(5.394/12) — ¢3 = 0.9325 — 0.5883 = 0.3442
¢1 =2 sen *(5.394/5.394) =

(3.1.27)

3.2 SIMULADOR

3.2.1 IBM Quantum Experience

No inicio de 2017, a IBM, empresa pioneira na implementacao de computadores quanticos,
disponibilizou em nuvem um protétipo de computador quantico com cinco g-bits. Posterior-
mente, a empresa anunciou o programa IBM Q Experience, uma plataforma baseada em nuvem
para experimentacdo e aprendizado quéntico compartilhado (IBM, 2018). O composer da pé-
gina da IBM ¢ intuitivo, pois consiste em pegar as portas quanticas disponibilizadas e arrastar

para o circuito. Contudo, o composer pode ndo ser util para programas grandes. Neste caso,
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pode-se utilizar a linguagem Qasm (Quantum Assembly Language), que é uma linguagem de
baixo nivel do tipo assembly, introduzida em 2017 no artigo Cross et al. (2017). A linguagem
foi desenvolvida com o intuito de representar os circuitos executdveis no IBM Q Experience
e portanto € baseada no modelo de circuitos quanticos. Sempre que um circuito é criado por
meio do composer, um cédigo Qasm € gerado automaticamente e pode ser visualizado e editado
diretamente no browser.

A Figura 36 mostra um exemplo de circuito no IBM Q Experience. O circuito contém dois
g-bits inicializados no estado |0) (os g-bits sempre sdo inicializados em |0) no IBM Q Experi-
ence), ambos sdo colocados em superposicao quantica pela porta Hadamard e entdo medidos.
No canto inferior esquerdo é mostrado um grafico indicando as probabilidade da base compu-
tacional, no exemplo a simulag@o teve a medida |1) para ambos os g-bits. Ja no canto inferior
direito € mostrada a representagdo do estado quantico na esfera de Bloch. O c6digo Qasm € ge-
rado no canto direito. O cddigo deve comecar com o comando OPENQASM seguido pela versao
do Qasm que estd sendo utilizada. Os comandos greg e creg sao utilizados para declarar um
registrador quantico e um cldssico, respectivamente (no exemplo, dois g-bits e dois bits cldssi-
cos). O registrador classico armazena o resultado da medicao no final do algoritmo. Para incluir
uma porta légica, o comando contempla o nome da porta e o registrador (ou registradores) em
que ela deve atuar. No exemplo, os comandos para a porta Hadamard nos dois g-bits sdo h
gql[0] eh g[l]. Para efetuar uma medicao, utiliza-se 0 comando measure seguido do re-
gistrador quantico a ser medido e do registrador classico onde o resultado deve ser armazenado.

Para o exemplo, measure g[0] -> c[0] emeasure g[l] -> c[1l].

Figura 36 — Exemplo de circuito no IBM Q Experience.

1BM Quantum Composer

[ Fle Edit Inspect  View  Share Setupand run 4
= Untitled circuit savee Visualizations seed 5132 3

@ .EEE“ T S 2 ST R R e Iy o e m ® 1 Open0ASM2.0 -

1 OPENQASM 2.8;
2 dinclude "gelibl.inc"

c;.n,\‘

[} 1

4 greg q[2]:

9

creg c[2];

c2

Probabilities « @ Q-sphere w @

Probability (%)

Computational basis states - state [ Phaseangle

Fonte: IBM (2018).

Conforme Cross et al. (2017), na linguagem Qasm uma porta quantica arbitraria de um g-bit

pode ser criada por:
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i1 /20068 pilo-N/2g,, @

U0, ¢,\) = RS R, (O)R.(N) = | , 2 3.2.1)
GO N 2g0n @ Gi6N/2005P

Os pardmetros de U(6, ¢, \) podem assumir os valores: 6 € [0,47), ¢ € [0,4m) e X €
[0,47). Outras portas presentes na linguagem sdo: H, X, ¥, Z, S, T, ST, Tt CNOT, SWAP, 1,
Toffoli, U-controlada, R.(¢), R,(¢) e R.(¢). O comando condicional if pode ser executado
utilizando um argumento cldssico como condi¢do para aplicar um comando quantico. Um g-bit
pode ser resetado para o estado |0) com o comando reset.

O circuito IBM Q Experience pode ser executado em um computador quantico real da IBM.
Uma vez que a computagdo quantica € de cardter probabilistico, € possivel solicitar que o c6-
digo seja executado em até 8192 vezes, com o resultado correspondendo a uma distribui¢cdo de
probabilidades. O circuito da Figura 36 foi executado no computador quantico ibmgq quito de
5 g-bits. O resultado estd ilustrado no histograma da Figura 37. Se esperaria uma frequéncia
igual para cada um dos quatro estados da base computacional, no entanto, devido a imprecisao

inerente dos computadores quanticos reais, se observa uma pequena diferenca entre os estados.

Figura 37 — Resultado em um computador quéntico real.

Histogram

Fonte: IBM (2018).

3.2.2  Qiskit

O Qiskit é um kit de desenvolvimento de software de codigo aberto, baseado na lingua-
gem Python (PYTHON SOFTWARE FOUNDATION, 2021), desenvolvido pela IBM visando
facilitar a programacdo dos computadores quanticos j4 existentes (ABRAHAM et al., 2021;
QISKIT, 2021a,b). Além de permitir a execu¢do diretamente em computadores quanticos reais,
o Qiskit também facilita a execugdo de experimentos em simuladores cldssicos com recursos de

computacdo de alto desempenho. O Qiskit € composto por quatro elementos fundamentais:

* Terra - contém todos os fundamentos utilizados para escrever programas quanticos se-

gundo o modelo de circuitos quanticos.



78

* Aer - possui recursos para simulagdo quanticas por meio de computacdo cldssica de alto

desempenho.

* Aqua - fornece bibliotecas contendo algoritmos pré programados em aplicacdes como

quimica quantica, financas e aprendizado de maquina quantico.

* Ignis - contém ferramentas para algoritmos de correcio de erros que utilizam filtros, ca-

racterizacdo de ruidos quanticos e verificacdo de hardware quantico.

Além disso, o IBM Q Provider, que nao é um elemento fundamental, fornece o necessario
para acessar o IBM Q Experience e executar programas em um computador quantico real. Para
iss0, € necessdrio ao usudrio importar o IBMQ e salvar sua conta no IBM Q Experience através
do roken de API, que se encontra nas configuragdes de Minha Conta. Assim, o usudrio deve
carregar sua conta e poderé escolher entre os processadores disponiveis, que podem ser listados
através do comando provedor .backends ().

O software a ser utilizado € o Jupyter Notebook, que permite programar em Python di-
retamente no browser, com a inclusio de textos explicativos com formatacdo e facilidade de
visualizacdo dos resultados (KLUY VER et al., 2016).

O mesmo circuito da Figura 36 € construido em Qiskit utilizando o Terra. O cédigo € ilus-
trado na Figura 38. O comando circuito.draw (output="mpl’ ) fornece a visualizagdo
do circuito quantico gerada internamente com o Matplotlib. O cédigo em Qasm pode ser gerado

com o0 comando print (circuit.gasm()).

Figura 38 — Cédigo em Qiskit no Jupyter Notebook.
) Jupyter Ex Last Checkpoint: 10 minutos atrés (autosaved) A Logout
File  Edit  View Inset  Cell  Kemel  Widgets  Help Tusted| # |Python3 O

B + 3 @ B A % PRin B C P Code v B2

In [1]: M from giskit import QuantumRegister, ClassicalRegister, QuantumCireuit

greg_q - QuantumRegister(2, 'g')
creg_c = ClassicalRegister(2, 'c')
circuit = QuantumCircuit(greg_q, creg c)

circuit.h(qreg_al8])
circuit.h(greg_g[1])

circuit.measure(qreg_q[e], creg_c[8])
circuit.measure(qreg_q[1], creg_c[1])

out[1]: <giskit.circuit.instructionset.InstructionSet at @x2848060a220>

In [2]: M circuit.draw(output="mpl')|

do — H

;

q1 — H —

-

¢ SF—

Fonte: Kluyver et al. (2016).

Para simular o circuito, € necessario importar 0 BasicAer e o execute. O tipo de
simulagd@o € escolhido através dos backends disponiveis no BasicAer. Para obter uma lista
completa € utilizado o comando BasicAer.backends (). Atualmente trés backends estao

disponiveis no BasicAer:
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* gasm_simulator - fornece a simulacdo fiel ao funcionamento de um computador

quantico real.

* statevector_simulator - para simulagdo obtendo o vetor de estados do circuito,

corresponde a um array de nimeros complexos que podem manipulados.

e unitary_simulator - para obtencdo da matriz unitdria correspondente ao circuito,
que s6 pode ser utilizado em um circuito sem medi¢des, uma vez que a medida ndo é uma

operacdo unitéria.

Para gerar um histograma pelo gasm_simulator € necessdrio importar a ferramenta
plot_histogram. A simulagdo € realizada em um processador quantico ideal, isto €, que
nao leva em consideragdo o ruido quantico de um processador quantico real, sendo portanto
uma emulacdo numérica.

A Figura 39 ilustra a simulagdo ideal e a execu¢do em um computador quantico real do
circuito da Figura 38. No histograma, em azul os resultados da simulacdo ideal através do
gasm_simulator e em rosa os resultados da execuc¢do no processador quantico ibmq quito
através do IBM Q Provider.

Figura 39 — Simulagdo ideal e a execugdo em um computador quéntico real do circuito no Qiskit.

_ Jupyter Ex Last Checkpoint: uma hora atris (unsaved changes) - Logaut
File  Edt  View Inset Cell  Kemel Widgsts  Help Trusted | Python 2 ©

B+ 3 ® B 4|+ »FRun B[ C| W Code V|| =

In [12]: MW from giskit import Basicder, execute, IBMQ
from qiskit.tools.visualization import plet_histogram

back_sim - Aer.get_backend( qasm_simulator’)
job_sim - execute(circuit, back_sim, shots-3132)
result_sim = job_sim.result()

ideal_counts = result_sim.get_counts(circuit)

I1BMQ.save_account('INSERIR TOKEW', overwrite=True)
provider = IsHg.load_account(}

back_ibm = provider.get_backend('ibmq_quitc')
job_ibm = execute(circuit, back_ibm, shots=g192)
result_ibm = job_ibm.result()

real_counts = result_ibm.get_counts{circuit)

plot_histogram( [ideal_counts, real_counts], legend=['Ideal’, 'Real’]}
ibmgfactory.load_account:WARNING:2821-18-31 16:142:45,187: Credentials are already in use. The existing account in the sessi
on will be replaced.

out[12]: 0.32 - deal

- Real

Probabilities

Fonte: Kluyver et al. (2016).

O Qiskit contém diversos outros recursos e alguns, utilizados na constru¢do do algoritmo
deste trabalho, serdo apresentados na préxima se¢do. Maior aprofundamento sobre as ferra-
mentas do Qiskit pode ser encontrado em Jesus et al. (2021). Portugal e Marquezino (2019)
apresentam uma introdug@o a programacao de computadores quanticos para o IBM Q Experi-
ence e o Qiskit em forma de tutorial utilizando, dentre outros, os algoritmos de Grover e de

Deutsch como exemplo.
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3.3 ALGORITMO

O algoritmo foi desenvolvido na versao Qiskit 0.32.0 (QISKIT, 2021a,b). O intuito foi o de
abarcar o maior numero de casos de equacdes matriciais, resolvendo os dois sistemas de estudo
deste trabalho. O escopo engloba matrizes hermitianas de dimensao 2, 3 e 4 que contém apenas
autovalores positivos. A fidelidade da solu¢do depende da precisdo na representacdo bindria dos
autovalores na estimativa de fase.

A primeira parte do algoritmo consiste na determina¢@o dos parametros do circuito quan-
tico, que € feita explorando os recursos do NumPy, uma biblioteca para Python que suporta o
processamento de arranjos e matrizes, com grande colecdo de fungdes mateméticas de alto nivel
(HARRIS et al., 2020). Ja a segunda parte consiste na constru¢do do circuito quantico com os
parametros determinados. O c6digo completo e comentado se encontra no Apéndice A.

Deve-se ressaltar que o algoritmo construido € uma demonstracdo e que sua complexidade
computacional geral do nao foi levada em consideracdo, especialmente no que diz respeito a
rotina de preparacao dos pardmetros do circuito quantico, dos quais foram obtidos com auxilio
de funcdes da computacdo cldssica parametros, como a da diagonalizacdo da matriz B, que
demanda alta complexidade computacional.

Ademais, a constru¢do do algoritmo parte da premissa de um conhecimento prévio dos
autovalores (que sao calculados classicamente), que € utilizado para a escolha mais adequada
da constante ¢ e na etapa de rotacao controlada. No entanto, o valor ¢ pode ser arbitrado para um
erro tal que t = O(k/€) e uma construgdo para a etapa de rotacdo controlada que ndo necessita
do conhecimento dos prévio dos autovalores pode ser encontrada em Cao et al. (2012).

A Subsecao 3.3.1 fard uma descricao do algoritmo, enquanto a Subse¢do 3.3.2 fard comen-
tarios sobre um cédigo equivalente desenvolvido no software Matlab (MATLAB, 2018) que

gera arquivos texto com as informacgdes sobre o circuito quantico e os resultados do algoritmo.
3.3.1 Descricao do algoritmo

Os parametros de entrada sao os arrays correspondentes a matriz B € o vetor p; o parametro
D Ptol, relacionado a precisao da representagcdo bindria e NQmazx, que é o nimero de g-bits

admissivel para o registrador a.
3.3.1.1 Rotina de preparagdo dos parametros do circuito quantico

Inicialmente, se verificam as condi¢des, B ser hermitiana (B = B') com apenas autovalores
positivos e B e p possuirem dimensdes adequadas, isto €, se o sistema for de ordem menor ou
igual a 4 com B e p possuindo a mesma dimensdo. O algoritmo € interrompido com mensagens
de erro caso contrario. Se o sistema matricial for de dimensao 3, ele é convertido em um de

dimensao 4 conforme:
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* % x 0 *
* % % *

* % x 0 *

* % x 0 *
* % % *

00 0 N 0

em que \; € um autovalor arbitrdrio da matriz de modo a prover autovalores repetidos e diminuir
o nuimero de rotagdes controladas necessdrias. A transformacao resulta na solu¢io do sistema
original nos trés primeiros elementos de e o valor 0 no quarto.

O sistema € normalizado pela fun¢do 1inalg.norm, da biblioteca NumPy, que retorna a

norma de um vetor, através dos comandos

*B B / linalg.norm(p)

*p p / linalg.norm(p)

A diagonalizacdo da matriz B € feita para posteriormente auxiliar construcdo das matrizes
U. O primeiro pardmetro do circuito é o nimero de g-bits no registrador (3, nb, que € igual
a 1 para dimensdo 2 e a 2 para dimensdo 4. A constante C' é determinada como sendo igual
ao menor autovalor. O restante dos pardmetros, isto é, o nimero de g-bits do registrador «,
ng, o nimero de rotagdes controladas nr com seus respectivos dngulos ¢; e a constante ¢, sao
determinados com base na acomodacao dos autovalores na representacdo bindria.

O procedimento € feito da seguinte forma: um laco de repeti¢do € criado com uma varidvel
k, correspondente ao estado em que o menor autovalor deve ser representado, iniciada em 1 e
incrementada até nk, um valor correspondente ao N ()max, calculado pelo piso da razio entre

o maior estado de NQmazx g-bits (2V9me

— 1) e o numero de condicao s. A posi¢do dos
demais autovalores € calculada pelo arredondamento da multiplicagdo de £ com razao entre o
autovalor considerado e o menor autovalor. Apds, o valor médio do parametro ¢ € calculado
de forma semelhante a Equagdo 3.1.25, bem como o seu desvio padrio relativo, DP. Se DP
for menor ou igual ao desvio padrao toleravel D Ptol, o lago é quebrado e os pardmetros ng,
nr sdo calculados e armazenados. Os estados e ¢ também sdo armazenados. Quando DP = 0,
ocorre que hd uma representagdo exata dos autovalores. Se D Ptol ndo for alcangado até o final
do lago, o algoritmo € interrompido e retorna uma mensagem de erro.

O parametro ng depende da posi¢cao do maior autovalor, nr depende de em quantas posicdes
diferentes os autovalores foram armazenados, uma vez que um mesmo estado pode representar
mais um autovalor, como € o caso do sistema de 5 barras, visto na Subsecao 3.1.2.

Por fim, o dltimo etapa da rotina de preparacdo é a obtencdo dos parametros de rotacao
controlada. Conforme exemplificado na solu¢do nimerica do sistema de trés barras, na Subse-
cdo 3.1.1, a rotacdo pode ser feita de pelo menos trés maneiras, que em ordem decrescente de

numero de portas quanticas exigidas sdo:
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* Aplicar operagdes do tipo C™(U) controladas por |0) e por |1) conforme a representa¢do
bindria de cada estado. Esta maneira pode exigir decomposi¢des de alta complexidade

conforme a Figura 19.

* Aplicar rotagdes com controle apenas nos estados |1) com as devidas compensagdes de
fase, diminui a complexidades das operacdes mas ainda pode exigir decomposi¢cdes mai-

ores.

* Aplicar rotagdes com controle nos estados |0) e |1) de modo a exigir apenas operagdes

do tipo C*(U) com compensacdes de fase necessdrias.

Neste trabalho, a terceira op¢ao foi implementada. Trés vetores de tamanho nr s@o cons-
truidos com o intuito de auxiliar na constru¢do da parte do circuito quantico que corresponde a

rotacdo controlada, sdo eles:
* R - contém os angulos ¢;.
* P, - contém a posicao do g-bit a ser rotacionado.

* controle - contém a informacao se a operacdo deve ser de controle O ou 1.

A Figura 40 mostra um fluxograma para o processo de determinacdo dos parametros do

circuito quantico.



83

Figura 40 — Fluxograma para o processo de determinacdo dos parametros do circuito quantico.

Inicio

Entrada: B, p, NQmax e DPtol

Retorna mensagem - -
<—Nao Dimensdes adequadas?

Sim

[ Obtém os autovalores da matriz B ]

!

Converte a dimenséo do sistema de 3
para 4 se necessario

Normaliza o sistema
Retorna mensagem " )
9 |«——Nao B hermitiana?
de erro

Sim

Obtém diagonalizagéo de B

Apenas autovalores positivos?

Sim

Retorna mensagem "
|-—Ndo.
de erro

Calcula nb, s e nk.

nk = piso((2**NQmax - 1) / s))

k=1 Sim——| | <= nko

Acomoda 0s autovalores com a
premissa do menor estar no estado k

Calcula t médio e seu DP
DP < DPmax? Nio——p- k=k+1 Ni

Sim

)

[ Armazena t e os estados dos autovalores ]

Calculang e nr

Retorna mensagem .
de ero DP < DPmax?

Sim

A

[ Obtém vetores R, Po e controle ]

Construgao do
circuito quantico

Fonte: O autor.

3.3.1.2 Inicializacdo do circuito

O circuito deve conter os trés registradores quanticos, além de um registrador cldssico para

medida dos registradores (3 e ancilla. Sdo eles:
* alpha = QuantumRegister (ng, name = ’"alpha’)
* beta = QuantumRegister (nb, name = ’'beta’)

* ancilla = QuantumRegister(l, name = "ancilla’)
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* ¢ = ClassicalRegister(l + nb, name = ’c’)
¢ circuito = QuantumCircuit (beta, alpha, ancilla, c)

O Qiskit possui uma fun¢do para inicializar qualquer vetor de estado arbitrdrio, que sera

utilizada para colocar p em seu estado quantico no registrador S com o seguinte comando:
* circuito.initialize (p, beta)

Se p for de um g-bit, € necessaria uma porta como a da Equacdo 3.2.1 para obter o vetor de

estados. Por outro lado, ao se considerar dois g-bits, mais de uma porta podem ser necessarias.
3.3.1.3 Estimativa de fase

A transformacdo Hadamard no registrador « € feita pelo comando:
e circuito.h (alpha)

A seguir, a simulag¢do hamiltoniana € feita utilizando trés recursos do Qiskit. O primeiro é
a funcdo unitary, importada de Qiskit .extensions, que converte uma matriz unitaria
arbitrdria em uma porta légica equivalente com determinada decomposi¢dao. A matriz U ¢é
calculada pelo procedimento de exponenciacio P descrito na solu¢io numérica do sistema de
3 barras. No momento, a funcio sé € capaz de obter decomposi¢Oes exatas em matrizes de no
méximo dois g-bits, limitando o algoritmo para sistemas de até quatro equagdes.

O segundo recurso consiste na operagao controlada da matriz unitdria obtida, que é feita
através da fun¢do ControlledGate, importada de Qiskit.aqua.utils. As duas ope-
racdes expostas sdo feitas sobre um circuito auxiliar sendo, portanto, necessdrio uni-lo ao
circuito principal, o que € feito através do terceiro recurso, a fun¢do append, contida em
QuantumCircuit. O processo € repetido ng vezes para os nq g-bits do registrador v em um
lago de repeticao.

Por fim, o operador FT~' é construido pelo circuito inverso ao da Figura 22. O operador
Ry, descrito pela Equagao 2.4.39, em Qiskit é implementado pelo operador P(\):

P(\) = ' (3.3.2)
0 61)\
O operador cp realiza a operador controlada de P(\), pelo comando genérico:
* circuito.cp(theta, control, target)

em que theta equivale ao pardmetro A de P()\), control e target aos g-bits de controle e alvo,
respectivamente. Assim, F'7! para ng g-bits é implementado por um laco de repeti¢io que

executa as operacOes cp e Hadamard e outro que executa as portas SWAP.
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3.3.1.4 Rotagdo controlada
Esta etapa é implementada por um laco de repeticio com varidvel k, incrementada de 1 a
nr, aplicando a operagdo controlada C" (R, (6)) pela porta cry através do comando
e circuito.cry(R[k], alpha[Polk]], ancilla)

em que R[k] é o Angulo de rotacdo 0 , alpha[Polk]] o g-bit de controle na posi¢do Polk| e
ancilla o g-bit alvo. Pela informagdo do vetor controle, portas X s@o aplicadas no g-bit de

controle, antes e depois da aplicacdo de cry, caso a operagdo seja de controle 0.
3.3.1.5 Computacgdo reversa

A computagdo reversa € feita pela inversdo da etapa da estimativa de fase, construida pelo
mesmo método descrito. Conforme visto na solucao numérica do sistema de 3 barras, ao final
da computagio reversa € possivel obter a solu¢do do sistema linear no vetor de estado, que na
simulacao € obtido pelo backend statevectorsimulator. A resposta se encontra entre

as posicoes 2("07) ¢ 2(b+na) 4 9nb o vetor, de modo que o chamando de vector, o comando
* quantica = np.array (vector[2+* (ng+nb) : (2x* (ng+nb) +2+*nb) ]) /C

fornece a resposta desejada. A biblioteca NumPy possui a fun¢do 1inalg. solve, que retorna

a solucgdo cléssica para o sistema através do comando
e classica = np.array(linalg.solve(B,p))

sendo possivel comparar a solucdo quantica com a cldssica. O erro percentual absoluto médio
(Mean absolute percentage error - MAPE) (MYTTENAERE et al., 2016) pode ser calculado

como:

100 0—6¢
€=—— Z ‘ 7 (3.3.3)

em que 0 € a solugdo exata, ' solu¢do obtida e n o nimero de elementos de cada vetor. O

calculo é realizado com auxilio da fun¢do mean, que retorna a média de um vetor.
e erro = 100*np.mean (np.abs ((quantica-classica)/classica))
A fidelidade entre dois estados quénticos arbitrdrios |1)1) e |1)2) pode calculada pela equa-

¢do:

F(p1, pa) = tra(\/\/pipr/p1)° (3.3.4)

em que p; = [11) (Y] € pa = |1h2)(12|. O cdlculo € feito pela funcdo state_fidelity, im-

portada de giskit.quantum_info. Assim, normalizando a solu¢do classica e a quéntica:
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e fidelidade = state fidelity(quantica/ linalg.norm(quantica),

classica / linalg.norm(classica))

A probabilidade de medida |1) no g-bit ancilla é calculada pela soma de seus médulos das

amplitudes ao quadrado. O comando em Qiskit é

e probabilidade = 100*np.abs (sum(quanticaxquantica) *Cxx2)

3.3.1.6 Medida

Por fim, € feita a medida no registrador [ para seus nb g-bits em um lagco com a varidvel k

e no registrador ancilla:

e circuito.measure (betalk], clk])

e circuito.measure (ancilla, c[nb])

A utilizagdo do gasm_simulator fornece a simulacao ideal do circuito por meio de um
histograma que contém informagdes sobre o resultado do sistema matricial, que serd exposto

para os dois sistemas no Capitulo 4.

3.3.2 Codigo em Matlab

Um cédigo de medologia equivalente ao do Qiskit foi desenvolvido no Matlab 2018a (MA-
TLAB, 2018). Contudo, difere do algoritmo em Qiskit por nao trabalhar com a decomposi¢ao
de operadores em portas 16gicas universais, permitindo qualquer operador unitdrio dentro dos
limites de memdria do software atuando como porta légica, o que implica na possibilidade de
solucdo de sistemas maiores que 4x4.

Foram criados arquivos em texto para fins de visualizacdo. O primeiro apresenta os para-
metros do sistema, o que inclui os pardmetros de entrada, os parametros calculados na rotina de
preparacdo do algoritmo e os parametros da construcao do circuito quantico. A lista compre-

ende:

Parametros de entrada B, p, NQmax e D Ptol.

* B e pnormalizados.

Matriz B diagonalizada e seus autovalores.

* nb, nq e nr e o nimero total de g-bits e bits cldssicos do sistema.

Estados em que os autovalores estdo armazenados.

Constantes ¢t e C.
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Desvio padrao de .

R, P, e controle da etapa de rotacdo controlada.

Matrizes hamiltonianas e hamiltonianas inversas.

Portas 16gicas dos operadores FT ' e FT.

Matrizes da etapa de rotacdo controlada.
O segundo arquivo apresenta os resultados, o que inclui:

* Solucdo classica.

* Solugdo quantica.

* Erro tedrico.

* Fidelidade.

* Probabilidade de medida.

* Valores de um histograma com as medidas dos registradores 3 e ancilla.

* Vetores de estado em cada de uma das etapas do algoritmo: preparacdo de (3, transforma-
¢dao Hadamard, simula¢do hamiltoniana, QFT inversa, rotacdo controlada, QFT, simula-

¢ao0 hamiltoniana inversa e o vetor de estados final.

O cddigo retorna mensagens de erros para os mesmo casos indicados no fluxograma da
Figura 40, com a diferenga que o sistema ndo € limitada para sistemas de dimensdo 4 mas sim
pela memoria do Matlab. O cdédigo € exposto no Apéndice B e os arquivos texto para os dois

sistemas no Apéndice C.

3.4 MODELO DO SIMULINK

Com intuito de comparar o resultado do fluxo de poténcia CC com o fluxo de poténcia
tradicional por métodos iterativos para o sistema de cinco barras, foi realizada uma simulagdo
empregando o modelo desenvolvido em Tan (2021) para o Simulink (DOCUMENTATION,
2021) no Matlab 2018a (MATLAB, 2018). Os parametros utilizados foram os seguintes:

* Impedancias das linhas de transmissao da Tabela 5, que incluem na@o apenas os valores de

reatancia série, como também o de susceptancia shunt.
* Poténcias da Tabela 6, o que inclui a parcela reativa, ignorada no fluxo de poténcia CC.

* Barra 1 como referéncia, com ¢; = 0 e V; = 1pu e com carga nula acoplada.
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* Bases de 10 £V e 100 MV A e frequéncia de 60 Hz.
 Cargas do tipo poténcia constante.

* Ndmero maximo de 50 iteragdes e tolerancia de 0.00001 pu.

A Figura 41 indica o modelo com os parametros atualizados.

Figura 41 — Modelo do sistemas de 5 barras no Simulink com os pardmetros atualizados.
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Fonte: Adaptado de Tan (2021).

3.5 HHL DO QISKIT AQUA

No algoritmo HHL pré-programado no Qiskit Aqua (QISKIT, 2021c,d), o usudrio deve
informar a matriz e o vetor do sistema linear e o algoritmo constréi o circuito quantico. Algumas

funcionalidades e recursos s@o expostas em Qiskit (2021d).
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4 RESULTADOS

Neste capitulo serdao apresentados os resultados obtidos neste trabalho. Na Secao 4.1 sera
exposto o circuito quantico construido e sua otimizagao para cada sistema com a contabilizacdo
das portas quanticas. Na Secdo 4.2 serdao apresentados os resultados obtidos nas simulac¢des e
na experimentacao no computador quantico real para o sistema de trés barras. Na Secdo 4.3 serd
feito um comparativo dos resultados obtidos com o algoritmo HHL pré-programado do Qiskit

Aqua.
4.1 CIRCUITOS QUANTICOS CONSTRUIDOS
4.1.1 Sistema de trés barras
A Figura 42 mostra circuito quantico para o sistema de trés barras construido no Qiskit. Sao
utilizados 4 g-bits (1 no registrador (3, 2 no « e o g-bit ancilla) e 2 bits classicos (para medida

de 3 e ancilla).

Figura 42 — Circuito para o sistema de 3 barras.

&g r1 - ) [ b L
Ip) H™ U U? FT! Ry(¢n) Ry(2)
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alphag H H
: i
ancillag | l.' al:
c
FT U 1 7 2 H®m
betay circuit-472 ———— circuit-481

alphag

alpha; HH

ancillag

c k&

Fonte: O autor.

Antes de prosseguir, é necessdrio mencionar que em Qiskit os circuitos sdao representados
de forma inversa ao que foi apresentado ao longo deste trabalho, isto €, o primeiro g-bit de cima
para baixo aparece como o primeiro de baixo para cima e assim por diante.

As operagdes do circuito foram separadas por barreiras para fins de visualizacdo pelo co-
mando circuito.barrier (). Na representacdo da Figura 42, algumas portas devem ser
decompostas em portas 16gicas universais para que o circuito possa ser simulado ou executado
em um computador quantico real. A fun¢do transpile, importadade Qiskit.compiler,

atua como transpilador através do comando:
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* transp = transpile(circuito, basis_gates = ['u’, 'cx'],

optimization_level = 3)

O primeiro parametro € o circuito a ser transpilado. O segundo indica o conjunto de portas
quanticas de base para a construcao do circuito. Foi escolhido como base as portas u e cx, que
representam, respectivamente, a porta da Equacdo 3.2.1 e a porta CNOT. Por fim, o terceiro
parametro indica o nivel de otimizacdo, que pode ser 0, 1, 2 ou 3, com ordem crescente de
otimizacao, sendo escolhido o valor 3, que € o mais otimizado. O circuito transpilado ¢ mos-
trado na Figura 43. A Tabela 7 contabiliza o numero de portas do circuito considerando cada
operacdo individualmente.

Figura 43 — Circuito transpilado para o sistema de 3 barras.
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Fonte: O autor.

Tabela 7 — Contabilizagdo do nimero de portas do sistema de 3 barras.

Operacao Portas U | Portas CNOT' | Total de portas
») 1 0 1
H®™ 2 0 2
Ut 4 1 5
U? 1 0 1
FT 8 3 11
R, (¢1) 4 1 5
Ry(¢2) 2 2 4
FT 8 3 11
Ut 4 1 5
(U 1 0 1
H®" 2 0 2
Total 37 11 48
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E possivel diminuir o nimero de portas ao eliminar as barreiras do circuito, permitindo que

portas de operacdes até entdo separadas, possam ser unidas. O circuito € mostrado na Figura 44

e a Tabela 8 indica o nimero de portas do circuito, além de nimero de g-bits e bits classicos

utilizados. O parametro depth, obtido pelo comando t ransp.depth (), indica o nimero de

portas executadas no caminho mais longo do circuito, sem incluir as medidas, sendo o parametro

que junto ao nimero de g-bits indica se o circuito € factivel para o hardware quantico disponivel.

Adicionalmente, a porta de dois g-bit CNOT afeta significativamente a eficiéncia e a acurécia
em um hardware quantico (ESKANDARPOUR et al., 2020a).

Figura 44 — Circuito transpilado sem barreiras para o sistema de 3 barras.
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Fonte: O autor.
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Tabela 8 — Parametros do circuito quantico para o sistema de 3 barras.
Portas U 24

Portas CNOT 10
Total de portas 34

Depth 21
Q-bits
Bits classicos 2

Fonte: O autor.

4.1.2 Sistema de cinco barras

A Figura 45 mostra circuito quantico construido no Qiskit. Sao utilizados 5 g-bits (2 no

registrador 3, 2 no « e o g-bit ancilla) e 3 bits cldssicos (para medida de (3 e ancilla).

Figura 45 — Circuito para o sistema de 5 barras.
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Fonte: O autor.

O mesmo procedimento para transpilar o circuito € aplicado. A Tabela 10 indica a conta-
bilizagao das portas, que totaliza 250, um nimero muito elevado para que o circuito completo
possa ser apresentado neste texto. Assim, cada etapa serd comentada individualmente.

A preparacdo do estado |p) e feita pelo circuito da Figura 46, que contém 4 portas U e 1
porta CNOT.
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Figura 46 — Preparacéo do estado |p) para o sistema de 5 barras.
betag
beta

A transformacdo Hadamard € idéntica ao sistema anterior, exigindo 2 portas U tanto na

Fonte: O autor.

estimativa como em sua computagdo reversa. As matrizes U L U2, U~ e U2 atuam sobre dois

q-bits e s@o decompostas pela fungcdo unitary conforme a Figura 47.

Figura 47 — (a) Decomposic¢io de U L (b) Decomposigdo de U 2, (c) Decomposi¢do de U -1 (d) Decom-
posicdo de U 2.
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Fonte: (a) O autor, (b) O autor, (c) O autor e (d) O autor.
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O ndmero de portas de cada operagcdo controlada das matrizes da Figura 47 € exposto na
Tabela 9. As quatro operagdes controladas somadas compreendem 81.6% das portas 16gicas do
circuito. Os operadores F'T~! e F'T que agem sobre o registrador o s3o os mesmos do sistema
anterior, com 8 portas U e 3 porta C NOT cada. Por fim, a Figura 48 mostra a decomposi¢ao

das rotagcdes controladas.

Figura 48 — Operagdes controladas para o sistema de 5 barras.
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Fonte: O autor.

Tabela 9 — Contabilizagdo do nimero de portas do sistema de 5 barras.

Operacio Portas U | Portas CNOT | Total de portas
p) 4 1 5
H®™a 2 0 2
Ut 32 20 52
U? 32 18 50
FT™! 8 3 11
Ry(¢)) |4 I

Ry(¢) |4 2

Ry(¢s) |2 2

FT 8 3 11
Ut 32 20 52
U2 32 18 50
H®™a 2 0 2
Total 162 88 250

Fonte: O autor.

A Tabela 10 indica o nimero de portas do circuito eliminando as barreiras, o nimero de

g-bits e o de bits cléssicos.
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Tabela 10 — ParAmetros do circuito quantico para o sistema de 5 barras.
Portas U 144

Portas CNOT 88
Total de portas 232

Depth 170
Q-bits 5
Bits classicos 3

Fonte: O autor.

4.2 RESULTADOS OBTIDOS

O vetor de estados pode ser obtido através da fungdo statevectorsimulator ao final
do algoritmo e com ele o erro tedrico e a probabilidade de sucesso do algoritmo podem ser cal-
culados. Contudo, o resultado pelo vetor de estados € uma simulacdo numérica e a informacgao
em um computador quantico s6 pode obtida por meio de medidas. Nesta secdo serdo expos-
tas os resultados das simulacdes com medidas e experimentacdo em um computador quantico
real e como se chegar na soluciao do fluxo de poténcia a partir destas, além dos resultados da

simulag@o do Simulink para fins comparativos com o fluxo de poténcia CC.
4.2.1 Sistema de trés barras

A Tabela 11 indica solucdo para o sistema de 3 barras obtida pelo vetor de estados, bem
como o erro calculado e a probabilidade de sucesso do algoritmo. O resultado € exato, conforme

o esperado.

Tabela 11 — Solucdo do sistema de 3 barras pelo vetor de estados.
Solugdo cldssica [0, 05] [0.066667, -0.16667]

Solu¢do quéntica [0, 05] | [0.066667, -0.16667]

Erro 0
Fidelidade 1
Probabilidade 12.89%

Fonte: O autor.

A simulagdo através do gasm_simulator fornece um histograma que indica as probabi-
lidades de medida. Aplicando operadores de medida nos registradores ancilla e 3 e executando

8192 vezes resulta no histograma da Figura 49.
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Figura 49 — Histograma do sistema de 3 barras.
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Fonte: O autor.

A probabilidade de medida de um estado € igual ao médulo da amplitude ao quadrado, o que
implica na impossibilidade de saber o sinal da amplitude do estado medido (VAZQUEZ; HIPT-
MAIR; WOERNER, 2020). Assim, por meio do histograma da Figura 49, pode-se calcular os
mdédulos |05 e [63]

v/0.01 v0.111
OC(,) ) = 0.068920 , |05 = OC

Conforme explicam Vazquez, Hiptmair e Woerner (2020), or meio da aplicagdo de uma

porta Hadamard no registrador /3, conforme mostra o circuito da Figura 50, é possivel obter

= (0.16658 4.2.1)

02| =

propriedades da solucdo # que serdo deduzidas a seguir.

Figura 50 — Aplicaco da porta Hadamard no registrador 3.
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Fonte: O autor.
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Seja |0') o estado que corresponde a parcela do g-bit p que acompanha o estado |1) do g-bit
ancilla ap6s a etapa de computagio reversa. Com efeito, |0') é vetor solugdo normalizado, isto

z

c:

b2
210)

Ao medir |1) no g-bit ancilla, o estado do circuito passa a ser

0) = 60,]0) + 65]1) = + %H) (4.2.2)

o _ 19
167 657 + 1652

em que ||#’|| € a probabilidade da medida. A aplica¢do da porta Hadamard leva ao estado

) = 4.2.3)

1 o0+6 1 0, — 0
=H — 1 4.2.4)
As probabilidades de medida |0) e |1> no ¢-bit 5 levando em conta a medida |1) no g-bit

ancilla sdo calculadas por

1+/|605]% + 165 1
p(OthT’HO)) = —%( + o’ ) _(9/ +0/)
2/165]2 + 03] 2 w25
/10! 12 /12 L.
p(Obt€T|11>) = EM(% _ Qg) 1(9/ . 0/)
2/165]% + 10512 2
Assim, € possivel determinar:
G0 = (B B = L (g4 g2 = 2p(clerl10)
cc) T 2
0 0 2 p(obter|11)) (4.2.6)
by — ) = (2 - 22 o, _ g2 = 2plobter(il))
( 2 3) <C C) 02( 3) CQ

Com os valores (6, + 93)2 e (0y — 93)2 ¢ possivel determinar se 6 e 65 tém sinais iguais ou

distintos, de modo que:

* Se (05 + 03)2 > (0y — 93)2, sinais iguais

* Se (A, + 05)* < (65 — 65)°, sinais distintos

Adicionalmente, (6, — 93)2 determina a magnitude da abertura angular #53 do fluxo de po-
téncia e consequentemente 6o3. Foi realizada a simulag@o pelo gasm_simulator e a exe-
cucdo no computador quantico ibmgq _quito, ambos para 8192 vezes, obtendo o histograma da
Figura 51. E importante ressaltar que o computador ibmq quito possui o conjunto de portas de
base id, rz, sz, x e cx, diferente do utilizado na transpilacdo. Nesse conjunto, o circuito passa

a ter um valor 46 de depth.
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Figura 51 — Histograma da implementacdo no computador quantico ibmgq_quito.
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Fonte: O autor.

A Tabela 12 indica os resultados obtidos com base na Equagdo 4.2.6. Como (6y — 03)2 é
maior que (0y + 93)2, se conclui que os sinais de 05 e #3 sdo distintos. O erro calculado € 6.935%

e a fidelidade 0.9982.

Tabela 12 — Resultado obtido no computador quintico ibmgq_quito para o sistemas de 3 barras.

Computador real Valor exato
(6 + 03)° 0.015 0.01
(62 — 65)° 0.065 0.054444

Solugdo em radianos [0, 05] | [£0.066238, 30.188713] | [0.066667, -0.16667]
Solugdo em graus [0, 0] [£3.7952, =10.8125] [3.8197, -9.5493]

Fonte: O autor.

4.2.2 Sistema de cinco barras

A Tabela 13 indica a solucdo do sistema, o erro calculado e a probabilidade de sucesso do
algoritmo para o sistema de 5 barras, calculados através do vetor de estados. Com efeito, hd um

erro tedrico devido a representacao inexata dos autovalores.
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Tabela 13 — Solucdo do sistema de 5 barras pelo vetor de estados.

Solugdo classica em radianos | [0.045727, -0.075638, -0.083185, -0.022198]
(02,03, 04, 05)

Solu¢do quantica em radianos | [0.047365, -0.077286, -0.082152, -0.018314]
(02,03, 04, 05]

Solugdo cldssica em graus | [2.6120, -4.3337, -4.7661, -1.2719]

[02, 03, 04, 05]

Solu¢do quantica em graus | [2.7138, -4.4282, -4.7070, -1.0493]

[02, 03, 04, 05]

Erro 6.124%

Fidelidade 0.9986

Probabilidade 44.526%

Fonte: O autor.

A Figura 52 mostra o histograma realizado através do gasm_simulator com medida nos
registradores ancilla e 5 e com 8192 execugdes.

As magnitudes dos angulos do vetor solu¢do podem ser calculadas por

V0.069 0.175
6a] = =7 = 0.048608 , |fs] =~ = 0.077555
4.2.7)
V0.2 V0.013
62 = ~7~ = 0.082900, |65] = ~ 5~ = 0.021138

Algumas propriedades de # podem ser determinadas aplicando uma porta Hadamard antes

da medida. Seja a aplicacdo feita no primeiro g-bit:

W) =1 H [¢)

/ / / / ! / ! / (428)
[(02 + 05)|00) + (0 — 05)|01) + (0 + 05)[10) 4 (6 — 05)[11)]

1
V29|

Com as medidas de [100), [101), |110) e |111) pode-se determinar, respectivamente, (65 + 63)°,
(92 — 03)2, (04 + 95)2 € (94 — 05)2.
Alternativamente, aplicando a porta Hadamard no segundo g-bit:

[Yu) = HRTL[)

/ / / / / / / / (429)
[(62 + 61)]00) + (05 + 05)[01) + (65 — 67)[10) + (65 — 65)[11)]

1
V29|

E possivel determinar (6 + 604)°, (05 + 05)°, (65 — 04)° e (65 — 05)° com as respectivas
medidas de |100), [101), |110) e |111).

Como informacao adicional, o circuito passa a ter o valor de depth igual a 323 considerando




Figura 52 — Histograma do sistema de 5 barras.
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Fonte: O autor.

o conjunto de portas de base do computador ibmgqg quito.

Por fim, foi realizada a simulac¢do do fluxo de poténcia tradicional por métodos iterativos

utilizando o modelo do Simulink. Os resultados obtidos sdo indicados na Figura 53.

Figura 53 — Resultados obtidos pelo modelo do Simulink.
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| 3 |vsze swing BUS_1 10.00
| 4 |rzc 1caa o BUS_S 10.00
[ 5 |azc 1cadpo BUS_3 10.00
[ 6 |pLc load o BUS_4 10.00

Fonte: O autor.
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A Tabela 14 mostra a comparagao entre o resultado para vetor dos angulos das tensdes no-

dais obtido no Simulink, o fluxo de poténcia CC exato e o fluxo de poténcia CC simulado em

computagdo quantica com o valor obtido no vetor de estados pelo statevectorsimulator.
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Tabela 14 — Comparagdo de resultados entre o fluxo de poténcia tradicional e o fluxo de poténcia CC.

Fluxo de poténcia tradicional | [2.53, -4.34, -4.80, -1.30]
[0, 05, 04, 05]

Fluxo de poténcia CC exato | [2.6120, -4.3337, -4.7661, -1.2719]
(02,03, 04, 05]

Fluxo de poténcia CC quantico | [2.7138, -4.4282, -4.7070, -1.0493]
[02, 03, 04, 05]

Fonte: O autor.

O erro calculado entre o resultado do Simulink a solucdo exata de fluxo de poténcia CC foi

1.564% enquanto em relagao a solugéo quéntica foi 7.630%.
4.3 COMPARACAO COM 0 HHL DO QISKIT AQUA

A Tabela 15 e a Tabela 16 fazem a comparagcdo do algoritmo desenvolvido neste traba-
lho com o algoritmo do Aqua para os dois sistemas de estudo considerando a solug¢do do
statevectorsimulator e a complexidade do circuito transpilado com otimizagdo seme-
lhante.

Tabela 15 — Comparacdo do algoritmo desenvolvido neste trabalho com o do Agua para o sistema de 3
barras.

Resultados obtidos Aqua

Solugdo [0, 05] [0.066667, -0.16667] [0.066667, -0.16667]
Erro 0 0

Fidelidade 1 1

Portas U 24 18

Portas CNOT 10 10

Total de portas 34 28

Depth 21 21

Q-bits 4 4

Fonte: O autor.
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Tabela 16 — Comparacio do algoritmo desenvolvido neste trabalho com o do Agua para o sistema de 5

barras.
Resultados obtidos Aqua
Solucdo [0.045727, -0.075638, | [0.046300, -0.074966,
(02, 03, 04, 05) -0.083185, -0.022198] | -0.083456, -0.024099]
Erro 6.124% 2.758%
Fidelidade 0.9986 0.9997
Portas U 144 394
Portas CNOT | 88 249
Total de portas | 232 643
Depth 170 485
Q-bits 5 6

Fonte: O autor.

Para o primeiro sistema ambos fornecem a solug@o exata no vetor de estados e o algoritmo

do Agua tem 6 portas U a menos. Ja para o segundo sistema, o Aqua fornece um erro menor

e uma fidelidade maior com o custo de um ¢g-bit adicional, uma quantidade portas CNOT 2.83

vezes maior e um valor de depth 2.85 vezes maior.



103
5 CONCLUSAO

A proposta deste trabalho foi realizar a simulacao de fluxo de poténcia CC em dois sistemas
distintos utilizando computacdo quantica. Para chegar neste objetivo, foi necessario o conhe-
cimento de conceitos bésicos de dlgebra linear e mecanica quantica para adentrar no estudo da
computacao quantica e posteriormente do algoritmo HHL. Ademais, foi necessario conhecer o
Qiskit, sua linguagem e suas ferramentas para constru¢ao do algoritmo desenvolvido para as
simulagdes do trabalho.

O primeiro sistema, de trés barras, teve sua solucdo numérica desenvolvida. A simulacio
através do vetor de estados gerou um resultado idéntico a solugdo cldssica em razao da repre-
sentacdo exata dos autovalores da matriz admitincia. O circuito, de 4 g-bits, depth 21 e 10
portas CNOT, foi executado no computador quantico real ibmgq_quito disponibilizado pela IBM
e a solugdo obtida apresentou um erro calculado de 6.935% e uma fidelidade de 0.9982 em
relacdo a solucgdo cldssica.

O segundo sistema, de cinco barras, demonstrou que o algoritmo HHL pode fornecer so-
lucdes aproximadas para sistemas sem representacdo exata dos autovalores, uma condi¢cdo que
fatalmente deve ocorrer em sistemas maiores. A simulacdo pelo vetor de estados apresentou
um erro de 6.124% e fidelidade de 0.9986. Para complementar o estudo, foi apresentado para
fins comparativos, o resultado de uma simulacdo de fluxo de poténcia tradicional por métodos
iterativos com valores definidos para os parametros desconsiderados no fluxo de poténcia de
CC. O erro do vetor dos angulos das tensdes nodais em relacdo a solugdo exata de fluxo de
poténcia CC foi e 1.564% e em relagdo a solugio quantica de 7.630%, um resultado condizente
para um estudo preliminar que ndo exige precisdo. Este sistema, por conta sua complexidade
elevada, contendo com 5 g-bits, depth 170 e 88 portas CNOT, ndo pdde ser executado em um
computador quantico real. Sua viabilidade depende da evolugdo da tecnologia de computacao
quantica e das técnicas de otimizac¢do da decomposicao de portas quanticas empregadas no Qis-
kit. A etapa de maior custo computacional foi a simula¢do hamiltoniana, com mais de 80% das
portas l6gicas do circuito. Como efeito, essa € a etapa mais dispendiosa do algoritmo HHL,
uma vez que exige a exponencia¢do da matriz do sistema matricial e a sua decomposi¢cao em
portas quanticas de base.

Como comparacio em relacdo a solucdo pelo vetor de estados e complexidade do circuito
quantico, foi considerado o algoritmo pré-programado Qiskit Aqua. Este apresenta sua solu-
cdo e complexidade idénticas para o primeiro sistema. Ja para o segundo, embora apresente
um erro menor (2.578%) e uma fidelidade maior (0.9997), possui um circuito quantico com
complexidade consideravelmente superior (6 g-bits, depth 485 e 249 portas CNOT).

O algoritmo desenvolvido em Qiskit abarca a simulagdo de ambos os sistemas de estudo.
Indo além, ele pode ser utilizado para simular sistemas matriciais de dimensao 2, 3 e 4, o que
no problema de fluxo de poténcia se traduz em sistemas de 3, 4 ¢ 5 barras. E admitida apenas

a entrada de matrizes hermitianas, o que ndo se caracteriza como uma limitacao no contexto do
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fluxo de potencia CC, visto que a construcdo da matriz admitancia exige sua hermiticidade. A
fidelidade da solugdo e a complexidade computacional do circuito quantico dependem da matriz
considerada e da precisdao desejada na representagdo dos autovalores. A decomposicao das ma-
trizes hamiltonianas € feita através das func¢des disponibilizadas no Qiskit, que na versao atual
ndo € capaz ir além da decomposi¢do exata de matrizes de 2 g-bits. Caso versdes posteriores
expandam a funcao, o algoritmo poderia com pequenas adaptacdes abarcar sistemas maiores.
O algoritmo desenvolvido em Matlab por outro lado, por ser uma simula¢do numérica que nao
depende de decomposicdo de matrizes, € capaz de ir ultrapassar o limiar da dimensao 4.

A prova de conceito de fluxo de poténcia CC para o maior sistema até o momento foi ob-
tida por Eskandarpour et al. (2021) para sistema de 9 barras com uma matriz admitincia de
dimensdo 8, tamanho que € justamente o estado da arte do algoritmo HHL. A expansdo desse
horizonte depende da evolugdo da tecnologia quantica e dos estudos relacionados a decomposi-
cdo das matrizes da simulacdo hamiltoniana e se espera que HHL tenha grande impacto futuro
em aplicacOes, embora ndo € provavel que seja na era NISQ, tendo em vista que o potencial do
algoritmo requer arquitetura tolerante a falhas (PRESKILL, 2018; BHARTI et al., 2021). Nao
obstante, diante dos problemas enfrentados na constru¢dao de uma rede elétrica modernizada, é
importante que o potencial de aplicacdes da computagdo quantica seja estudado desde ja e que
provas de conceito e medidas matemadticas tedricas de desempenho computacional sejam desen-
volvidas, ndo apenas no contexto de fluxo de poténcia, mas também quaisquer outras potenciais
aplicagdes na rede elétrica para que a evolucdo experimental dos computadores quanticos possa

ser aproveitada da melhor maneira possivel.

5.1 TRABALHOS FUTUROS

Com base no algoritmo desenvolvido em Qiskit, alguns pontos do cédigo podem explorados

em trabalhos futuros:

O estudo mais aprofundado da decomposicdo das matrizes na etapa de simulacdo hamil-

toniana, que neste trabalho teve o emprego de fun¢des do Qiskit.

* Para a etapa de rotacio controlada, trés métodos foram expostos. Nos casos em que ndo
ha representacdo exata, a solucdo obtida é diferente para cada método e em geral mais
precisa para o método de maior complexidade. Poder-se-ia desenvolver um uma rotina
mais elaborada em que o método mais apropriado fosse escolhido com base em algum

parametro de tolerancia como o desvio padrao.

* O estudo mais aprofundado de operadores de medida para extrair informacdes da solucdo

do sistema matricial.

* E possivel, caso se tenham decomposi¢des conhecidas para as matrizes hamiltonianas de

um sistema especifico com dimensao maior 4, adaptar o algoritmo para a sua simulacao.
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* Poder-se-ia adaptar o c6digo para implementar a etapa de rotagdo controlada sem o co-

nhecimento a priori dos autovalores, conforme mostram Cao et al. (2012).
Além disso, alguns estudos podem ser propostos:

* Poder-se-ia adaptar o que foi desenvolvido neste trabalho como parte do algoritmo da
arquitetura QPF proposta por Feng, Zhou e Zhang (2021) para fluxo de poténcia por

métodos iterativos.

* Poder-se-ia realizar um estudo baseado em medidas computacionais tedricas de um sis-
tema elétrico de escala e parametros reais para comparacao entre a complexidade quantica

e classica.
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APENDICE A - CODIGO EM QISKIT

HHL

November 23, 2021

#Solucdo de equacdes lineares baseada no algoritmo qudntico HHL
#Trabalho de Conclusdo de Curso — Engenharia Elétrica
#Universidade de Cazias do Sul (UCS)

#Autor: Guilherme Adamatti Bridi

from qiskit import x*

from qiskit import Aer, execute, IBMQ

from qiskit import QuantumCircuit, QuantumRegister

from qiskit.tools.monitor import job_monitor

from qiskit.tools.visualization import plot_histogram

from qiskit.compiler import transpile, assemble

from giskit.transpiler import PassManager

from gqiskit.extensions import UnitaryGate

from qiskit.providers.aer import AerSimulator

from giskit.aqua.utils.controlled_circuit import get_controlled_circuit
from qiskit.algorithms.linear_solvers.hhl import HHL

from gqiskit.quantum_info import Statevector

from giskit.algorithms.linear_solvers.numpy_linear_solver import,
—NumPyLinearSolver

import numpy as np

from scipy import linalg

# e 20 TG e RO S IO CINE T e 0 e

#Sistema 2x2
#B = np.array([[4, -2],
# [-2, 411)

#p = np.array([0.6, -0.8])

#Sistema 4x4

B = np.array([[12, -2, 0, 0],
[-2, 12, -6, 0],
[0, -6, 12, -2],
[0, 0, -2, 1211)

p = np.array([0.7, -0.5, -0.5, -0.1])
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DPtol = 10 #Desvio padrdo admissivel na representacdo bindria, que pode,
—1introduzir erros tedéricos na solucdo do sistema
NQmax = 6 #Numero de g-bits aceitdvel no registrador alpha

s Preparacdo dos pardmetros do circuito-—-—-—-——-———————-—-—-
#Teste de wvalidade das dimensdes do stistema linear

if len(B) != len(p) or len(B) > 4:
sys.exit("Dimensdes inadequadas")

eig
eig

linalg.eig(B) #Autovalor da matriz B original
np.abs(eig[0] [0]) #Autovalor para complementar matrizes de ordem 3

#Adequacdo de sistemas de ordem 3
if np.ceil(np.log2(len(B))) > np.log2(len(B)):
Baux = B
paux = p
B = eig * np.identity(pow(2, int(np.ceil(np.log2(len(B))))))
p = np.zeros(pow(2, int(np.ceil(np.log2(len(B))))))
B[0: len(Baux), O0: len(Baux)] = Baux
pl0: len(Baux)] = paux

#Normalizagdo do sistema linear
B = B / linalg.norm(p)
p = p / linalg.norm(p)

#Teste de hermiticidade
Bo = np.transpose(B)
for k in range(len(B)):
for 1 in range(len(B)):
if abs(B[k, 1] - Bolk, 1]) > O:
sys.exit("Matriz n&o hermitiana")

nb = int(np.ceil(np.log2(len(p)))) #Numero de g-bits do registrador beta

eigSave = linalg.eigh(B)
eigVectors = eigSave[l] #Autovetores da matriz B
eigSave = np.sort(eigSave[0]) #Autovalores da matriz B

#Autovalores diagonalizados

eigMatrix = np.identity(len(eigSave))

for k in range(len(eigSave)):
eigMatrix[k] [k] = np.abs(eigSave[k])

#Verifica se todos os autovalores s@o positivos
for k in range(len(eigSave)):
if eigSavelk] < 0:
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sys.exit("Autovalor negativo ou nulo")

s = np.max(eigSave)/np.min(eigSave) #Nimero de condicdo
nk = int(np.floor((2**NQmax - 1) / s)) #Constante nk de controle que garante,
—NJmazx

#Rotina de acomodac¢do dos autovalores
for k in range(nk):
estadosSave = [0, 0, 0, O]
estadosUnique = [0, 0, 0, 0]
eiglnique = [0, 0, 0, O]
estadosSave[0] = int(k + 1) #Posicdo do menor autovalor

for 1 in range(2**nb - 1):
estadosSave[l + 1] = int(np.around(estadosSave[0] * eigSave[l + 1] /
—eigSave[0])) #/Postig¢dGo dos demais autovalores

estadosUn = np.unique(estadosSave) #Elimina posicdes repetidas

#Elimina posigdes O
g=20
for 1 in range(len(estadosUn)):
if int(estadosUn[1]) != O:
estadosUnique[g] = int(estadosUn[1])
g+=1

#0btém os autovalores considerados uUnicos

g=20
h=1
for 1 in range(2**nb):
if estadosSave[l] == estadosUniquel[g]:
h=1
eiglnique([g] = eigSave[l]
g =1
else:
eigUniquel[g - 1] = (h * eigUniquel[g - 1] + eigSave[l]) / (h + 1)
h+=1

nrSave = g #Numero de rotagbes controladas

estadosUnique = estadosUniquel[0 : nrSave] #Elimina posicdes O

eiglnique = eigUnique[0 : nrSave] #Elimina posicdes O

ngSave = int(np.floor(np.log2(estadosUnique[nrSave - 1] * 2))) #Nimero de,
—q-bits no registrador alpha

#Cdalculo da constante t para cada autovalor
ti = np.zeros(2+*nb)
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for 1 in range(2**nb):
ti[1l] = estadosSave[l] / (eigSave[l] * 2**nqSave) * 2 * np.pi

tSave = np.mean(ti) #t médio
dpSave = 100 * np.std(ti) / tSave #Desvio padrdo de t
#Verifica se dp é menor igual ao acetrtavel
if dpSave <= DPtol:

#Armazena os pardmetros e quebra o lago

dp = dpSave

nr = nrSave

nq = nqgSave

t = tSave

estados = estadosUnique

eig = eigUnique

break

#Verifica se o erro estd abaizo do toleravel
if dp > DPtol:
sys.exit("Erro n&o toleravel")

C = abs(np.amin(eigSave)) #C definido de forma mazimizar a probabilidade de
—~leitura 1 no g-bit ancilla

R = np.zeros(nr)

for k in range(nr):
estados[k] = bin(int(estados[k])) [2:].2fill(nq) #Estados em bindrio
R[k] = 2 * np.arcsin(C / eigl[k]) #Calcula dngulos de rotagdo original

#Matriz auxziliar de postigcdes bindrias
eigMat = np.zeros((nq, nr))
for k in range(nq):
for 1 in range(ar):
eigMat [k] [1] = int(estados[1] [k])

#Laco para obter R, P e controle
Po = np.zeros(ar)
controle = np.zeros(nr)
for k in range(nr):
comp = eigMat[:, Kkl
menor = 4

for 1 in range(nq):
cont = 0
igual = np.zeros(nr)
for g in range(nr):
if eigMat[1][g] == comp[l] and g != k:



[1:

cont += 1
iguallg]l -= RI[k]

if cont < menor:
menor = cont
Po[k] =ng -1 -1
Raux = igual
controle[k] = eigMat[1] [k]

R += Raux

#Escrita dos pdrametros

print('nb =', nb)
print('ng =', nq)
print('nr =', nr)
print('t =', t)
print('Dp% =', dp, '%")

print('C =', C)

print ('Autovalores =', abs(eigSave))
print('s =', s)

print('Autovalores unicos =', eig)
print('estados =', estados)
print('R =', R)

print('P =', Po)

print('controle =', controle)

#ommm Construgdo do circuito qudntico
#Registradores

alpha = QuantumRegister(ng, name = 'alpha')

beta = QuantumRegister(nb, name = 'beta')

ancilla = QuantumRegister(l, name = 'ancilla')

¢ = ClassicalRegister(l + nb, name = 'c')

#Circuito
circuito = QuantumCircuit(beta, alpha, ancilla, c)

#Vetor p
circuito.initialize(p, beta)
#circuito.barrier()

#Hadamard
circuito.h(alpha)

#circuito.barrier()

#U-controlled
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for k in range(nq):
diag = np.identity(len(eigSave), dtype=complex)
for 1 in range(len(eigSave)):
diag[1][1] = np.exp(lj * eigMatrix[1][1] * t * 2xx*k)

Bex = np.matmul (np.matmul (eigVectors, diag), np.transpose(eigVectors)),
—#Matriz exponenciada

QR = QuantumRegister (nb)

QC = QuantumCircuit (QR)

QC.unitary(Bex, QR) #Unitary gate

U = QC.to_gate() .control(1l) #Controlled gate

if nb == 1: #Sistema 2z2
circuito.append(U, [alphalk], betal0]]) #Append

elif nb == 2: #Sistema 44
circuito.append(U, [alphalk], betal[0], betal1l]) #4ppend

#circuito.barrier()
#circuito.barrier()

#QTF!
for k in range(nq//2):
circuito.swap(alphalk], alphalnq - k - 1])

for n in range(nq):
for k in range(n, -1, -1):
if k != n:
circuito.cp(-np.pi/2**(n - k), alphalk], alphal[n])
circuito.h(alpha[n])

#circuito.barrier()
#Rotagdo
for k in range(nr):
if controlel[k] ==
circuito.x(alphal[int (Po[k])])

circuito.cry(R[k], alphalint(Po[k])], ancillal[0])

if controle[k] ==
circuito.x(alphalint (Po[k])]1)

#circuito.barrier()
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#circuito.barrier()

#JTF
for n in range(nq - 1, -1, -1):
circuito.h(alpha[n])

for k in range(n):
circuito.cp(np.pi/2**(n - k), alphal[k], alphaln])

for k in range(nq//2):
circuito.swap(alphalk], alphalnqg - k - 1])

#circuito.barrier()

#U-controlled’
for k in range(nq):
diag = np.identity(len(eigSave), dtype=complex)
for 1 in range(len(eigSave)):
diag[1][1] = np.exp(-1j * eigMatrix[1][1] * t * 2*xk)

Bex = np.matmul (np.matmul (eigVectors, diag), np.transpose(eigVectors)),
—#Matriz exponenciada

QR = QuantumRegister (nb)

QC = QuantumCircuit(QR)

QC.unitary(Bex, QR) #Unitary gate

U = QC.to_gate() .control(1l) #Controlled gate

if nb == 1: #Sistema 2z2
circuito.append(U, [alphalk], betal[0]]) #4ppend

elif nb == 2: #Sistema 44
circuito.append(U, [alphalk], betal[O], betal1]]l) #4Append

#circuito.barrier()
#circuito.barrier()
#Hadamard
circuito.h(alpha)

#circuito.barrier()

circuito.draw('mpl')
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back_vector = Aer.get_backend('statevector_simulator') #statevector_simulator,
—bakend

job_vector = execute(circuito, back_vector)

resultado = job_vector.result()

vector = resultado.get_statevector(circuito, decimals=10) #Vetor de estados

classica = np.array(linalg.solve(B, p)) #Solugdo cldassica
quantica = np.array(vector[2+*(nq + nb): (2**(nq + nb) + 2*xnb)]) / C #Solucdo,
—qudntica

erro = 100 * np.mean(np.abs((quantica - classica) / classica)) #Erro tedrico

fidelidade = state_fidelity(quantica/ linalg.norm(quantica), classica / linalg.
—norm(classica)) #Fidelidade

probabilidade = 100 * np.abs(sum(quantica * quantica) * C**2) #Probabilidade de,
—medida

#Escreve os resultados

print('Solucgdo classica:', classica)
print('Solugdo quéntica:', quantica)
print('Erro tedérico:', erro, '%')
print('Fidelidade:', fidelidade)
print('p(ancilla = 1):', probabilidade, '%')

#Se o sistema for 2z2, se aplica o operador Hadamard no registrador alpha
if nb ==
circuito.h(betal0])

for k in range(nb): #Medida do registrador alpha
circuito.measure(betalk], c[k])

circuito.measure(ancilla, clnbl) #Medida do registrador ancilla

circuito.draw('mpl')

transp = transpile(circuito, basis_gates = ['u', 'cx'], optimization_level = 3)
transp.draw(output='mpl')

print('U:', transp.count_ops(O)['u'l) #Portas U
print ('CNOT:', transp.count_ops()['cx']) #Portas CNOT
print('Depth:', transp.depth()) #Depth
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print('Portas:', transp.count_ops()['cx'] + transp.count_ops()['u'l) #Total de,
—portas

print('Q-bits:', nq + nb + 1) #Ndmero de g-bits

print('Bits cléassicos:', nb + 1) #Numero de bits cldssicos

classica = np.array(linalg.solve(B, p)) #Solucdo classica

aqua = HHL() .solve(B, p)

aqua_vector = Statevector(aqua.state).data

nqg = aqua.state.width() - nb - 1

aqua_solution = np.array(aqua_vector[2x*(ng + nb): (2*%*x(nq + nb) + 2**nb)])
aqua_solution = np.real(aqua_solution)

aqua_solution = aqua.euclidean_norm * aqua_solution / linalg.
—norm(aqua_solution) #Solugdo do @iskit Aqua

aqua_circ = transpile(aqua.state, basis_gates = ['u', 'cx'], optimization_level,
= 3) #Transpilacdo do circuito

erro = 100 * np.mean(np.abs((aqua_solution - classica) / classica)) #Erro,
—tedérico

fidelidade = state_fidelity(aqua_solution/ linalg.norm(aqua_solution), classica,
—/ linalg.norm(classica)) #Fidelidade

#Escreve os resultados do Aqua

print('Solugdo Aqua:', aqua_solution)

print('Solugdo Cléassica:', classica)

print('Erro tedrico:', erro)

print('Fidelidade:', fidelidade)

print('U:', aqua_circ.count_ops()['u'l)

print ('CNOT: ', aqua_circ.count_ops()['cx'])

print('Depth:', aqua_circ.depth())

print('Portas:', aqua_circ.count_ops()['cx'] + aqua_circ.count_ops()['u'l)

print(aqua.state)

back_sim = Aer.get_backend('gqasm_simulator') #gasm_simulator bakend
job_sim = back_sim.run(transpile(transp, back_sim), shots=8192)
result_sim = job_sim.result()

ideal_counts = result_sim.get_counts(circuito) #Contagem
plot_histogram([ideal_counts]) #Histrograma

IBMQ.save_account ('API Token', overwrite=True)
provider = IBMQ.load_account()
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back_ibm = provider.get_backend('ibmg_quito')

job_ibm = back_ibm.run(transpile(transp, back_ibm), shots=8192)
result_ibm = job_ibm.result()

real_counts = result_ibm.get_counts(transp) #Contagem

#Calculo da solugdo real
for k, v in real_counts.items():

if k[0] == "1" and k[1] == "1":
menos = 2 *x v / (8192 * Cxx2) #(tetal - tetal)**2
elif k[0] == "1" and k[1] == "O":

mais = 2 *x v / (8192 * C*x2) #(tetal + tetal)**2

real = np.array([(np.sqrt(menos) - np.sqrt(mais)) / 2, (np.sqrt(menos) + np.
—sqrt(mais)) / 2]1) #Solucdo real

classica = np.abs(classica) #Solugdo cldssica em médulo para calcular o erro
erro = 100 * np.mean(np.abs((real - classica) / classica)) #Erro tedrico

fidelidade = state_fidelity(real/ linalg.norm(real), classica / linalg.
—norm(classica)) #Fidelidade

#Escreve os resultados
print('Solugdo cléassica:', classica)
print('Solugdo real:', real)
print('Erro tedrico:', erro, '%')
print('Fidelidade:', fidelidade)

plot_histogram([ideal_counts, real_counts], legend=['Qasm simulator',
—'ibmq_quito']) #Histrograma ideal versus real
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APENDICE B - CODIGO EM MATLAB

%S0l ucdo de equacgdes |ineares baseada no al goritnp quantico HHL
%rabal ho de Concl usdo de Curso - Engenharia Elétrica

%Jni ver si dade de Caxias do Sul (UCS)

%Autor: Quil herme Adamatti Bridi

format | ong
clc; close all; clear all

file = fopen('paranmetros.txt', "w);
resul tados = fopen('resultados.txt', "w);

U%Si stema 2x2
B =[4, -2;
% -2, 4];

% =[0.6, -0.8]";

U%Si stema 4x4

B=1[12, -2, 0, O;
-2, 12, -6, O;
0, -6, 12, -2;
0, 0, -2, 12];

p=[0.7 -0.5 -05 -0.1]";

DPtol = 10; %besvi o padrdo adm ssivel na representacao binaria, que
pode introduzir erros tedricos na solucdo do sistemn

NQrax = 9; 9%\Unero de g-bits aceitavel sendo 13 o suportavel pela
nenoria do MATLAB

%Escrita dos paranetros de entrada

fprintf(file, "--------mmmii i ARQUI VO DCS
PARAMETROS- - - === m oo e m e e \n\n');
fprintf(file, "--------mmmmm Paranmetros de
entrada------------------------ - \n\n');

escreve(B, file, "B);

escreve(p, file, "p');

fprintf(file, "\nNQmax = %\ n', NQwx);
fprintf(file, 'DPtol = 98.3f%An\n", DPtol);

% este de validade das di nensdes do sistenm |inear
if length(B) ~= | ength(p)
fprintf(file, 'Di nensdes inadequadas');
fclose(file);
return
end
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eigi = sort(eig(B)); %Autoval ores da natriz B origina
eigi = abs(eigi(1)); % utoval or para conplenentar natrizes de ordem
ndo miltipla de 2

%Adequacdo de sistenmas de ordemndo miltipla de 2
if ceil (log2(length(B))) > |l og2(length(B))
for k = length(B): ceil (log2(length(B)))"2 - 1
B(k, k) = eigi;
p(k) = 0;
end
end

%\or mal i zacdo do sistena |inear
B= B/ normp);
p= p/ normp);

oTeste de herm tici dade

Bo = B';
for k = 1: length(B)
for I = 1: length(B)
if abs(B(k, 1) - Bo(k, I)) > 0.001
fprintf(file, '"Matriz ndo hermtiana');
fclose(file);
return
end
end
end

nb = floor(log2(length(p))); %\inmero de g-bits do registrador beta

ei gSave = sort(eig(B)); %Autoval ores da natriz B
[eigVectors, eigMatrix] = eig(B); %atriz diagonalizada

Werifica se todos os autoval ores séo positivos
for k = 1: 2”nb
if eigSave(k) <=0
fprintf(file, 'Autoval or negativo ou nulo');
fclose(file);
return
end
end

s = max(ei gSave) / nin(eigSave); %\inero de condi ¢éao
nk = floor((2*(NQmax - nb - 1) - 1) / s); % onstante nk de control e
que garant e NQrax

%Rot i na de aconpdacdo dos autoval ores
for k = 0: nk
estadosSave(1l) = k + 1; %Posic¢ao do nenor autoval or

for I =0: 2"nb - 1
estadosSave(l + 1) = round(estadosSave(l) * eigSave(l + 1) /
ei gSave(1)); % osicdo dos demai s autoval ores
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end

est adosUni que = uni que(est adosSave); %l im na posic¢des repetidas

nrSave = | ength(estadosUni que); %\inero de rotacdes control adas

ngSave = fl oor (| og2(estadosUni que(nrSave) * 2)): 9%linmero de g-bits
no regi strador al pha

% bt ém os aut oval ores consi derados Uni cos

g =1
h = 1;
for I =1: 2%nb
i f estadosSave(l) == estadosUni que(g)
h = 1;
ei gUni que(g) = eigSave(l);
g=9+ 1
el se
ei gunique(g - 1) = (h * eigUnique(g - 1) + eigSave(l)) /
(h + 1);
h =h+ 1;
end
end

%Cal cul o da constante t para cada autoval or
for I =1: 2*nb

ti(l) = estadosSave(l) / (eigSave(l) * 2”ngSave) * 2 * pi
end

tSave = nean(ti); % nedio

%Cal cul o do desvio padrédo de t

dpSave = 0;
for I = 1: 2"nb

dpSave = dpSave + (ti(l) - tSave)”"2
end

dpSave = 100 * sqrt(dpSave / 2"nb) / t Save;

Werifica se dp é nenor igual ao aceitave
if dpSave <= DPto
%Ar mazena os paranetros e quebra o lago

dp = dpSave
nr = nr Save;
ng = ngSave;
t = tSave;

estados = estadosUni que;
ei g = eigUni que
br eak
end
end

%W/erifica se o erro esta abai xo do tol erave
if dp > DPto
fprintf(file, 'Erro nédo toleravel');
fclose(file);
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return
end

C = abs(eigSave(1l)); % definido de forma maxim zar

leitura 1 no g-bit ancilla
bi n = dec2bi n(estados', nq); %tstados em binario

for k = 1: nr

a probabilidade de

R(k) =2 * asin(C/ eig(k)); %al cula angul os de rotacao origina

end

9%vatriz auxiliar de posicdes binarias
ei gMvat = zeros(ng, nr);
for k = 1: nq
for I =1: nr
eigvat(k, 1) = bin(l, k);
end
end

% aco para obter R, P e controle
for k = 1: nr

conp = eighvat(:, k);

menor = 8,

for I = 1: nq
cont = O;
i gual = zeros(1l, nr);

for g = 1: nr
if eigvat(l, g) == conp(l) && g ~= k
cont = cont + 1;
igual (g) = igual(g) - R(k);
end
end

if cont < nenor
nmenor = cont;
Po(k) =nq - |;
Raux = i gual
controle(k) = eighvat(l, k);
end
end

R = R + Raux;
end

%Escrita dos paranmetros do circuito

fprintf(file, "--------------------------- Preparagao dos

CirCUitO-mommc e \n\n');
fprintf(file, 'Sistema quantico:\n\n');
escreve(B, file, "B);
escreve(p, file, "p');
escreve(ei gSave, file, 'Autovalores');

paranmetros do
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fprintf(file, 's = 9%.3f\n', s);

fprintf(file, 'ng = %\n", nq);

fprintf(file, 'nb = %\n\n'", nb);
fprintf(file, "%l g-bits\n', nqg + nb + 1);
fprintf(file, "%l bits classicos\n\n'", nb + 1);
fprintf(file, 'nr = %\n\n", nr);
escreve(eig', file, 'Autoval ores unicos');
fprintf(file, 'Estados:\n');

for kK = 1. nr
fprintf(file, '% <---> %l\n', string(bin(k, :)), estados(k));
end

fprintf(file, '"\nDP%Wo= 98.3f%W06, dp);
fprintf(file, "\nt = %. 4f", t);
fprintf(file, "\nC = %. 4f\n\n', O;

R L Al goritmD------mmmmm e
fprintf(file, "------------"-------------- Matrizes do
algoritm--------------mm e \n\n');

%°r eparacdo do estado quantico p
psy0 = [1, O]"';

for k = 1: nq
psy0 = kron([1, 0]', psy0);
end

psy0 = kron(psyO, p);

%ransformacdo Hadamard no regi strador al pha

psyl = kron((kron(eye(2, 2), hadamard(nq))), eye(2nb, 2”nb)) * psyO0;
fprintf(file, 'Transfornmacao Hadamard:\n\n');

fprintf(file, "h([O, %])\n\n", nq - 1);

%J controlled para a matriz e”i Bt
psy2 = psyl;

fprintf(file, 'Matrizes ham |tonianas:\n');

for Kk =0: nq - 1
di ag = eye(2”nb, 27nb);
for I = 1: 2"nb
diag(l, 1) = exp(2*k * eigMatrix(l, I) *j * t);
end

psy2 = kron(eye(2*(nq - k), 2~(nq - k)), controlledl(kron(eye(2"k,
2"k), eigVectors * diag * eigVectors'))) * psy2;

fprintf(file, "\nQbit % <---> % 4f eriBt\n\n'", k, 27(k));
escreve(eigVectors * diag * eigVectors', file, 'U);

end
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%ransfornmada de Fourier Quantica inversa no registrador al pha
fprintf(file, "\ nTransformada de Fourier Quantica inversa:\n\n');

for k =0: ng/2 - 1

fprintf(file, 'SWAP(%, %l)\n', k, ng - k - 1);
end

for k =0: 1. nq - 1

for I =0: 1. ng - 2
if k-1 >0
fprintf(file, '"p(-%.4f pi)(%, %)\n', (2*(1 - k)), k
1)
end
end

fprintf(file, "h(%)\n', k);
end

psy3 = kron(kron(eye(2, 2), QFT(2"nq)'), eye(2"nb, 2”nb)) * psy2

%Rot acdo control ada no registrador ancilla
fprintf(file, '"\nRotacao controlada:\n");

psy4 = psy3

%Rot acdo control ada
for k = 1: nr
X=10, 1; 1, 0];
Pinv = nq - Po - 1;

fprintf(file, '"\nPosicao %l', Po(k));

fprintf(file, "\nControle %', string(controle(k) - 48));
fprintf(file, '"\nRotacao Ry(%b.5f)\n\n", R(k));
escreve(Ry(R(k)), file, "Ry');

if controle(k) =="'0
%orta X na entrada
psy4 = kron(kron(eye(2*(Pinv(k) + 1), 2*(Pinv(k) + 1)), X,
eye(2*(nb + nq - 1 - Pinv(k)), 2*(nb + nqg - 1 - Pinv(k)))) * psy4;
end

%Rot acdo control ada
psy4 = kron(controll ed2(Ry(R(k)), Pinv(k) + 2), eye(2*(nb + nq - 1
- Pinv(k)), 2"(nb + nq - 1 - Pinv(k)))) * psy4;

if controle(k) =="'0
%orta X na saida
psy4 = kron(kron(eye(2*(Pinv(k) + 1), 2*(Pinv(k) + 1)), X),
eye(2"(nb + ng - 1 - Pinv(k)), 2"(nb + nq - 1 - Pinv(k)))) * psy4;
end
end

%lransformada de Fourier Quantica no registrador al pha
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fprintf(file, '\nTransfornmada de Fourier Quantica:\n\n');

for k =ng - 1: -1: O
fprintf(file, "h(%l)\n", k);

for | =nq- 2: -1: 0O
if k-1>0
fprintf(file, 'p(%. 4f pi)(%l, %)\n", (2*(l - k)), k, 1);
end
end
end

for k =0: ng/2 - 1
fprintf(file, 'SWAP(%, %l)\n', k, ng - k - 1);
end

psy5 = kron(kron(eye(2, 2), QFT(2”nq)), eye(2”nb, 2”nb)) * psy4;

%J controlled para a matriz e™-i Bt
psy6 = psysS

fprintf(file, "\nMatrizes hamltonianas inversas:\n');

di ag = eye(2”nb, 27nb);
for k =ng - 1: -1: O
for I =1: 2*nb
diag(l, 1) = exp(-2"k * eigMatrix(l, 1) *j * t);
end

psy6 = kron(eye(2”(nqg - k), 2*(nq - k)), controlledl(kron(eye(2"k,
2"k), eigVectors * diag * eigVectors'))) * psy6

fprintf(file, "\nQbit % <---> % 4f eriBt\n\n', k, 27(k));
escreve(eigVectors * diag * eigVectors', file, "U);
end

%lransf ormacdo Hadamard no regi strador al pha

psy7 = kron((kron(eye(2, 2), hadamard(nq))), eye(2”nb, 2”nb)) * psy6;
fprintf(file, "\ nTransformacao Hadamard:\n\n');

fprintf(file, "h([O, %])", nq - 1);

R LR Resul tados----------------------
quantica = zeros(1l, 2"nb)';

hi stograma = zeros(1, 2"(nb + 1))"';

hi stDec = zeros(1l, 2*(nb + 1))"';

pr obabi | i dade = 0;
for k = 1: 2”"nb
hi stograma(k, 1) = psy7(k)”"2; %.ocaliza a solucdo na posicao
esper ada
hi stograma(k + 2"nb, 1) = psy7(2*(ng + nb) + k)"2; %.uocaliza a
sol ucdo na posi cdo esperada
probabi |l i dade = probabilidade + histogranma(k + 2~nb, 1) *
100; %Cal cul a a probabilidade do estado 1, isto é, do sucesso do
algoritno, no g-bit ancilla
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quantica(k, 1) = psy7(2*(nq + nb) + k); %.uocaliza a solucédo na
posi cdo esper ada

end

for k = 1:

27(nb + 1)

histDec(k) = k - 1; %stados quéanticos em deci na

end

histBin =

eX = categorical (string(histBin)');

%grafico = bar(eX, abs(histograma)'); % stogram
% ext (1: 1 engt h(abs(hi stogram)'),

abs(hi stograma) ', nun2str(abs(hi stograma)), 'vert', 'bottom, 'horiz'
‘center'); %bstra val ores

%itle(’ Medida')

d

ec2bin(histDec', nb + 1); % stados quanticos em binario

%Il abel (' Estados') % Ei xo horizonta

%I abel (' Probabi | i dade')

Y%grid on

classica =
quantica =
erro = 100
tedrico

cl assi caN
qguanti caN
fidel i dade

%Ei xo x do grafico

% Titul o do histrogram

% Ei xo vertica

linsolve(B, p); %ol ucdo classica
quantica / C, %solucao quantica
* mean(abs((quantica - classica) ./ classica)); %rro

classica / normcl assica);
quantica / normquantica);

%ol ugédo cl assi ca normal i zada
%50l ucdo quantica nornalizada

= abs(trace(sqgrtn(sqgrtn(classicaN * classicaN )
* (quanticaN * quanticaN ) * sqgrtn(classicaN *
classicaN ))))”2; % delidade

oEscrita dos resul tados

fprintf(resultados,

RESULTADOS
fprintf(resultados,
Solucao----------------------- -

\n\n');

.............. ARQUI VO DOS
----------- \n\n');

escreve(cl assica, resultados, 'Classica');
escreve(quantica, resultados, 'Quantica');

fprintf(resultados,

"Erro teorico = 93.3f%®AN', erro);

fprintf(resultados, 'Fidelidade = %.5f\n\n", fidelidade);

fprintf(resultados,

Hi st ograna

fprintf(resultados, 'p(ancilla

for k = 1:

fprintf(resultados,

-------------------------- \n\n');

1) =

27(nb + 1)

hi st ograma(k));

end

escreve(psy0, resultados, 'Estado p');
escreve(psyl, resultados, 'Hadanard');

escreve(psy2, resultados,

escreve(psy3, resultados, 'QIF-1'");

9%3. 3f %4 n\n', probabilidade);

'O <---> 9. 4f\n', string(histBin(k, :)),

----Vetores de

\n\n");

U-control led");
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escreve(psy4, resultados, 'Rotacao');
escreve(psy5, resultados, 'QTF);
escreve(psy6, resultados, 'U-controlled-1");
escreve(psy7, resultados, 'Final');

fclose(file);
fcl ose(resul tados);

%ransformacdo Hadanmard
functi on H = hadamard(n)

HL =11, 1; 1, -1] / sqrt(2);

H=1;
for k =1 : n
H = kron(H, H1);
end
end

YEscreve umvetor/matriz
function escreve(B, file, nonme)

Dim = size(B);
fprintf(file, "% = \n', nonme);

for k = 1: Dm1)

fprintf(file, ' ),
for I =1: DmM2)
fprintf(file, ' ");
fprintf(file, "9%.5f + %.5f ] ', real (B(k,
1)));
end

fprintf(file, "\n);
end

end

% perador Ry(teta)
function [Rl = Ry(th)

R = [cos(th/2), - sin(th/2); sin(th/2), cos(th/2)];
end

%per ador transfornada de Fourier
function m= Q-T(n)

1)),

i mag(B(k,
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w=-exp(2* pi *j [/ n);
s = zeros(n);
row = 0: (n - 1);

for r =1:n
r, ) =row*(r - 1);

end

m=w."m
m=m./ sqrt(n);
end

% peracdo controlada tipo 1
function [C = controlledl(UV)

T = size(V);

C=eye (2* T(1) , 2 * T(2));
k = T(1) + 1;

f =2* T(1);

grp = k: f;

Clgrp, grp) =y

end

% peracdo controlada tipo 2
function [C = controlled2(U, n)

N = 27n;
C = eye(N, N);
sobe = 2°(n - 1);

for k = 2: 2: N2;

C(k, k) = U1, 1);

C(k, k + sobe) = U1, 2);

C(k + sobe, k) = U(2, 1);

Ck + N2, k + N2) =U2 2);
end

end

Published with MATLAB® R2018a

10
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APENDICE C - ARQUIVOS TEXTO GERADOS EM MATLAB

Sistema 2x2

ARQUIVO DOS PARAMETROS

Parametros de entrada

B =
4.00000 + 0.00000 j -2.00000 + 0.00000 j
-2.00000 + 0.00000 j 4.00000 + 0.00000 j
p:
0.60000 + 0.00000 j
-0.80000 + 0.00000 j
NGmax = 9

DPtol = 10.000%

PreparaZlo dos parametros do circuito

Sistema quantico:

B =
4.00000 + 0.00000 j -2.00000 + 0.00000 j
-2.00000 + 0.00000 j 4.00000 + 0.00000 j

0.60000 + 0.00000 j

-0.80000 + 0.00000 j
Autovalores =

2.00000 + 0.00000 j

6.00000 + 0.00000 j

s = 3.000
ng = 2

nb =1

4 g-bits

2 bits classicos
nr =2

Autovalores unicos =
2.00000 + 0.00000 j
6.00000 + 0.00000 j
Estados:
01 <—> 1
11 <—>3

Matrizes do algoritmo



Transformacao Hadamard:
h([0, 11)

Matrizes hamiltonianas:
Q-bit 0 <—> 1.0000 e”iBt

U=
-0.00000 + 0.00000 j 0.00000 + 1.00000 j
0.00000 + 1.00000 j -0.00000 + 0.00000 j

Q-bit 1 <——> 2.0000 e"iBt

U=
-1.00000 + 0.00000 j 0.00000 + -0.00000 j
0.00000 + -0.00000 j -1.00000 + 0.00000 j

Transformada de Fourier Quantica inversa:

SWAP (0, 1)

h(0)

p (=0. 5000 pi) (1, 0)
h(1)

Rotacao controlada:

Posi#lo 1
Controle 0
Rotacao Ry (3. 14159)

Ry =
0. 00000 + 0.00000 j -1.00000 + 0.00000 j
1.00000 + 0.00000 j 0.00000 + 0.00000 j
Posi#lo 1
Controle 1

Rotacao Ry (0. 67967)

Ry =
0.94281 + 0.00000 j -0.33333 + 0.00000 j
0.33333 + 0.00000 j 0.94281 + 0.00000 j

Transformada de Fourier Quantica:

h(1)

p (0. 5000 pi) (1, 0)
h(0)

SWAP (0, 1)

Matrizes hamiltonianas inversas:
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Q-bit 1 <———> 2.0000 e"iBt

U=
-1.00000 + -0.00000 j 0.00000 + 0.00000 j
0. 00000 + 0.00000 j -1.00000 + -0.00000 j

Q-bit 0 <—> 1.0000 e”iBt

U=
-0. 00000 + 0.00000 j 0.00000 + -1.00000 j
0.00000 + -1.00000 j -0.00000 + 0.00000 j

Transformacao Hadamard:

h(fo, 11)



—————————————————————— Solucao

Classica =
0.06667 + 0.00000 7
-0.16667 + 0.00000 3

Quantica =
0.06667 + -0.00000 7
-0.16667 + -0.00000 7

Erro teorico = 0.000%

Fidelidade = 1.00000

—————————————————————— Histograma

p(ancilla = 1) = 12.889%

00 <-—-> 0.4356

01 <-—--> 0.4356

10 <——-> 0.0178

11 <---> 0.1111

———————————————————— Vetores de estado

Estado p =
0.60000 + 0.00000 3
-0.80000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 3
-0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 3
-0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 3
-0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
-0.00000 + 0.00000 3
0.00000 + 0.00000 7
-0.00000 + 0.00000 3
0.00000 + 0.00000 7
-0.00000 + 0.00000 3
0.00000 + 0.00000 7
-0.00000 + 0.00000 3

Hadamard =

0.30000 + 0.00000 3
-0.40000 + 0.00000 7
0.30000 + 0.00000 3
-0.40000 + 0.00000 3
0.30000 + 0.00000 7
-0.40000 + 0.00000 3
0.30000 + 0.00000 7
-0.40000 + 0.00000

0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
d

+ + + + A+ +
O O OO OO oo

U-controlle

.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000

]

e e e e e e e
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0.30000 + 0.00000 7
-0.40000 + 0.00000 7
-0.00000 + -0.40000 7
0.00000 + 0.30000 7
-0.30000 + 0.00000 7
0.40000 + -0.00000 7
0.00000 + 0.40000 3
-0.00000 + -0.30000 7

0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
QTF-1 =
0.00000 + 0.00000 7
-0.00000 + -0.00000 5
-0.10000 + 0.00000 7
-0.10000 + -0.00000 5
0.00000 + 0.00000 73
-0.00000 + -0.00000 5
0.70000 + 0.00000 7
-0.70000 + 0.00000 3
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
Rotacao =
0.00000 + 0.00000 7
-0.00000 + -0.00000 7
-0.00000 + 0.00000 3
-0.00000 + -0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
-0.00000 + -0.00000 7
0.65997 + 0.00000 7
-0.65997 + 0.00000 3
0.00000 + 0.00000 7
-0.00000 + -0.00000 3
-0.10000 + 0.00000 7
-0.10000 + -0.00000 j
0.00000 + 0.00000 7
-0.00000 + -0.00000 7
0.23333 + 0.00000 7
-0.23333 + 0.00000 3
QTF =

0.32998 + 0.00000 3
-0.32998 + -0.00000 7
-0.00000 + -0.32998 7
0.00000 + 0.32998 j
-0.32998 + 0.00000 j
0.32998 + -0.00000 7
0.00000 + 0.32998 7
-0.00000 + -0.32998 7
0.06667 + 0.00000 7
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-0.16667 + -0.00000 j
0.00000 + -0.16667 73
-0.00000 + 0.06667 7
-0.06667 + 0.00000 3
0.16667 + -0.00000 73
0.00000 + 0.16667 73
-0.00000 + -0.06667 j
U-controlled-1 =
0.32998 + 0.00000 7
-0.32998 + -0.00000 j
0.32998 + -0.00000 7
-0.32998 + -0.00000 j
0.32998 + -0.00000 7
-0.32998 + 0.00000 J
0.32998 + 0.00000 7
-0.32998 + -0.00000 j
0.06667 + 0.00000 7
-0.16667 + -0.00000 j
0.06667 + 0.00000 75
-0.16667 + -0.00000 j
0.06667 + 0.00000 7
-0.16667 + -0.00000 j
0.06667 + -0.00000 7
-0.16667 + 0.00000 3
Final =
0.65997 + -0.00000 7
-0.65997 + 0.00000 3
0.00000 + 0.00000 7
-0.00000 + 0.00000 3
0.00000 + 0.00000 7
-0.00000 + -0.00000 j
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + -0.00000 7
0.13333 + -0.00000 7
-0.33333 + -0.00000 j
0.00000 + 0.00000 7
-0.00000 + -0.00000 j
0.00000 + 0.00000 7
-0.00000 + -0.00000 3
0.00000 + -0.00000 7
-0.00000 + 0.00000 3



Sistema 4x4

ARQUIVO DOS PARAMETROS
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Parametros de entrada

B:

12.00000 + 0.00000 j -2.00000 + 0.00000 j 0.00000 + 0.00000 j 0.00000 +
0.00000 j

-2.00000 + 0.00000 j 12.00000 + 0.00000 j -6.00000 + 0.00000 j 0.00000 +
0.00000 j

0.00000 + 0.00000 j -6.00000 + 0.00000 j 12.00000 + 0.00000 j -2.00000 +
0.00000 j

0.00000 + 0.00000 j 0.00000 + 0.00000 j -2.00000 + 0.00000 j 12.00000 +
0.00000 j
p:

0. 70000 + 0.00000 j

-0.50000 + 0.00000 j

-0.50000 + 0.00000 j

-0.10000 + 0.00000 j
NGmax = 9
DPtol = 10.000%

PreparaZlo dos parametros do circuito

Sistema quantico:
B:

12.00000 + 0.00000 j -2.00000 + 0.00000 j 0.00000 + 0.00000 j 0.00000 +
0.00000 j

-2.00000 + 0.00000 j 12.00000 + 0.00000 j -6.00000 + 0.00000 j 0.00000 +
0.00000 j

0.00000 + 0.00000 j -6.00000 + 0.00000 j 12.00000 + 0.00000 j -2.00000 +
0.00000 j

0.00000 + 0.00000 j 0.00000 + 0.00000 j -2.00000 + 0.00000 j 12.00000 +
0.00000 j
p:

0. 70000 + 0.00000 j
-0.50000 + 0.00000 j
-0. 50000 + 0.00000 j
-0. 10000 + 0.00000 j
Autovalores =
5.39445 + 0.00000 j
11. 39445 + 0.00000 j
12. 60555 + 0.00000 j
18. 60555 + 0.00000 j
s = 3.449

> >
T QO

1 n

NN
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5 g-bits
3 bits classicos

nr =3

Autovalores unicos =
5.39445 + 0.00000 j
12.00000 + 0. 00000 j
18. 60555 + 0. 00000 j

Estados:

01 <—> 1

10 <—> 2

11 <—> 3

DP% = 6. 383%
t = 0.2674
C = 5.3944

Matrizes do algoritmo
Transformacao Hadamard:

h([0, 11)

Matrizes hamiltonianas:

Q-bit 0 <——> 1.0000 e iBt

U=

-0.88579 + -0.05909 j -0.02109 + 0.31609 j 0.32679 + 0.02180 j 0.00434 +
-0. 06513

-0.02109 + 0.31609 j 0.09459 + 0.00631 j -0.05891 + 0.88313 j 0.32679 +
0.02180 j

0.32679 + 0.02180 j -0.05891 + 0.88313 j 0.09459 + 0.00631 j -0.02109 +
0.31609 j

0.00434 + -0.06513 j 0.32679 + 0.02180 j -0.02109 + 0.31609 j -0.88579 +
-0. 05909

Q-bit 1 <———> 2.0000 e"iBt

U=

0.78376 + 0.10504 j -0.00230 + 0.01715 j -0.51482 + -0.06900 j -0.04296 +
0. 32053 j

-0.00230 + 0.01715 j -0.76069 + -0.10195 j -0.04985 + 0.37199 j -0.51482
+ -0.06900 |

-0.51482 + -0.06900 j -0.04985 + 0.37199 j -0.76069 + -0.10195 j -0.00230
+ 0.01715

-0.04296 + 0.32053 j -0.51482 + -0.06900 j -0.00230 + 0.01715 j 0.78376 +
0.10504 |

Transformada de Fourier Quantica inversa:



SWAP (0, 1)

h(0)

p (-0. 5000 pi) (1, 0)
h(1)

Rotacao controlada:

Posi&lo 1
Controle 0
Rotacao Ry (3. 14159)
Ry =
0. 00000 + 0.00000 j
1.00000 + 0.00000 j

PosiZlo 0
Controle 0
Rotacao Ry (0. 34417)

Ry =
0.98523 + 0.00000 j
0.17124 + 0.00000 j
Posi#lo 1
Controle 1

Rotacao Ry (0. 58832)

Ry =
0.95705 + 0.00000 j
0.28994 + 0.00000 j
Transformada de Fourier Quantica:
h(1)
p (0. 5000 pi) (1, 0)
h (0)
SWAP (0, 1)

Matrizes hamiltonianas inversas:
Q-bit 1 <—> 2.0000 e"iBt

U=

0.78376 + -0.10504 j
+ -0. 32053 ]

-0.00230 + -0.01715 j
+ 0.06900 |

-0.51482 + 0.06900 j
+ -0.01715 ]

-0. 04296 + -0. 32053 j
+ -0.10504

-1..00000 + 0.00000 j
0. 00000 + 0.00000 j

-0. 17124 + 0.00000 j
0.98523 + 0.00000 j

-0. 28994 + 0.00000 j
0.95705 + 0.00000 j

-0.00230 + -0.01715 j
-0.76069 + 0.10195 ]
-0.04985 + -0.37199 |

-0.51482 + 0.06900 ]

-0.51482 + 0.06900 j
-0. 04985 + -0.37199 j
-0. 76069 + 0.10195 j

-0.00230 + -0.01715 ]
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Q-bit 0 <——> 1.0000 e"iBt

U=

-0.88579 + 0.05909 j -0.02109 + -0.31609 j 0.32679 + -0.02180 j 0.00434 +
0.06513 j

-0.02109 + -0.31609 j 0.09459 + -0.00631 j -0.05891 + -0.88313 j 0.32679
+ -0.02180

0.32679 + -0.02180 j -0.05891 + -0.88313 j 0.09459 + -0.00631 j -0.02109
+ -0.31609 |

0.00434 + 0.06513 j 0.32679 + -0.02180 j -0.02109 + -0.31609 j -0.88579 +
0.05909 |

Transformacao Hadamard:

h(fo, 11)



—————————————————————— Solucao-———-—-—-——--—-

Classica =
0.04573 + 0.00000 7
-0.07564 + 0.00000 3
-0.08319 + 0.00000 3
-0.02220 + 0.00000 3

Quantica =
0.04736 + -0.00000 7
-0.07729 + -0.00000 7
-0.08215 + -0.00000 j
-0.01831 + 0.00000 3

Erro teorico = 6.124%

Fidelidade = 0.99860

—————————————————————— Histograma-----

p(ancilla = 1) = 44.526%

000 <---> 0.5060

001 <---> 0.0126

010 <---> 0.0123

011 <---> 0.0000

100 <---> 0.0653

101 <---> 0.1738

110 <=--> 0.1964

111 <---> 0.00098

———————————————————— Vetores de estado

Estado p =

0.70000 + 0.00000 3

-0.50000 + 0.00000 j
-0.50000 + 0.00000 j
-0.10000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 3

-0.00000 + 0.00000 7
-0.00000 + 0.00000 3
-0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7

-0.00000 + 0.00000 3
-0.00000 + 0.00000 7
-0.00000 + 0.00000 3
0.00000 + 0.00000 7

-0.00000 + 0.00000 j
-0.00000 + 0.00000 j
-0.00000 + 0.00000 j
0.00000 + 0.00000 7

-0.00000 + 0.00000 j
-0.00000 + 0.00000 j
-0.00000 + 0.00000 j
0.00000 + 0.00000 7

-0.00000 + 0.00000 j
-0.00000 + 0.00000 j
-0.00000 + 0.00000 j
0.00000 + 0.00000 3

-0.00000 + 0.00000 j
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-0.00000 + 0.00000 3
-0.00000 + 0.00000 3
0.00000 + 0.00000 7

-0.00000 + 0.00000 3
-0.00000 + 0.00000 3
-0.00000 + 0.00000 3

Hadamard =

0.35000 + 0.00000 3

-0.25000 + 0.00000 3
-0.25000 + 0.00000 3
-0.05000 + 0.00000 3
0.35000 + 0.00000 7

-0.25000 + 0.00000 3
-0.25000 + 0.00000 3
-0.05000 + 0.00000 3
0.35000 + 0.00000 7

-0.25000 + 0.00000 3
-0.25000 + 0.00000 7
-0.05000 + 0.00000 7
0.35000 + 0.00000 3

-0.25000 + 0.00000 7
-0.25000 + 0.00000 3
-0.05000 + 0.00000 7

0.00000 + 0.00000 3
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 3
0.00000 + 0.00000 3
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 3
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 3
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 3
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 3
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 3
0.00000 + 0.00000 7
U-controlled =
0.35000 + 0.00000 7
-0.25000 + 0.00000 3
-0.25000 + 0.00000 3
-0.05000 + 0.00000 7
-0.38667 + -0.10190 j
-0.03264 + -0.11282 7

0.10651 + -0.23053
~0.03062 + -0.10431 3
0.40574 + 0.03370 7
0.22757 + -0.05806
0.02256 + -0.09252
0.07506 + 0.11990 7
~0.32633 + -0.01478 3
0.10497 + 0.18968 7

0.13296 + 0.23684 7
0.04896 + -0.14185 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 3
0.00000 + 0.00000 3
0.00000 + 0.00000 3
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0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
QTF-1 =
0.02137 + -0.04149 7
0.02495 + 0.00940 7
0.00602 + -0.04311 7
0.02170 + -0.06313 7
-0.07143 + 0.01332 j
-0.39004 + 0.09784 5
-0.36997 + 0.05948 j
-0.04376 + -0.02016 j
0.73437 + 0.07519 7
-0.04738 + -0.06746 j
-0.23346 + -0.04941 5
0.00336 + 0.18303 7
0.01569 + -0.04702 7
-0.08754 + -0.03978 j
0.09741 + 0.03303 7
-0.08129 + -0.09974 5
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
0.00000 + 0.00000 7
Rotacao =
-0.00366 + 0.00710 3
-0.00427 + -0.00161 j
-0.00103 + 0.00738 3
-0.00372 + 0.01081 3
-0.00000 + 0.00000 7
-0.00000 + 0.00000 7
-0.00000 + 0.00000 7
-0.00000 + -0.00000 7

0.65599 + 0.06716 7
-0.04232 + -0.06026 7
-0.20854 + -0.04414 S
0.00300 + 0.16349 7
0.01501 + -0.04500 7
-0.08378 + -0.03807 7



QTF

0.09322 + 0.03161 3
-0.07780 + -0.09545 7
0.02105 + -0.04088 7
0.02459 + 0.00926 j
0.00593 + -0.04247 7
0.02138 + -0.06220
-0.07143 + 0.01332
-0.39004 + 0.09784
-0.36997 + 0.05948
-0.04376 + -0.02016 7
0.33013 + 0.03380 3
-0.02130 + -0.03033 7
-0.10495 + -0.02221 7
0.00151 + 0.08228 7
0.00455 + -0.01363 7
-0.02538 + -0.01153 7
0.02824 + 0.00958 3
-0.02357 + -0.02892 7

[ S R G R P G W |

0.33367 + 0.01463 73

-0.06519 + -0.04997 7
-0.05817 + -0.00257 7
-0.03926 + 0.03942 j
-0.35232 + -0.03754 7
-0.00001 + 0.07121 3

0.11956 + -0.02085 7
-0.05108 + -0.03744 7
0.31866 + 0.05963 7

0.01859 + -0.01190 7
-0.15139 + -0.03419 7
0.03854 + 0.13488 7

-0.30732 + -0.02252 7
0.03806 + -0.01256 7
0.08795 + 0.07237 j

0.04437 + -0.11524 7§
0.14215 + -0.00369 7

-0.20607 + 0.03262 7
~0.22037 + 0.00219 7
~0.02222 + -0.01450 3
-0.16801 + -0.07533
~0.03174 + -0.16253 j
0.03049 + -0.20923 3
0.00556 + -0.08233 3
0.20903 + -0.00338 7
0.20935 + -0.05368
0.12136 + -0.06687 7
0.04511 + 0.03458 7

-0.14106 + 0.00065 1
0.07763 + 0.20212 5
0.08039 + 0.18898 5
0.01431 + -0.06214 S

U-controlled-1 =

0.33367 + 0.01463 j
-0.06519 + -0.04997 7
-0.05817 + -0.00257 7
-0.03926 + 0.03942
0.37764 + -0.00198
-0.04695 + 0.00341
-0.05264 + 0.00544
0.04081 + -0.00704

R G Ay G P W P W
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Final

0.37764 + 0.00198
~0.04695 + -0.00341 4
-0.05264 + -0.00544 1
0.04081 + 0.00704

0.33367 + -0.01463 3
~0.06519 + 0.04997 7
-0.05817 + 0.00257 j
-0.03926 + -0.03942 i
0.14215 + -0.00369 3
-0.20607 + 0.03262 7
-0.22037 + 0.00219 7
-0.02222 + -0.01450 1
0.11336 + 0.00122

-0.21085 + -0.00210 7
-0.22279 + -0.00335 4
-0.07658 + 0.00434 7
0.11336 + -0.00122 3
-0.21085 + 0.00210 7
-0.22279 + 0.00335 7
-0.07658 + -0.00434 4
0.14215 + 0.00369

~0.20607 + -0.03262 4
-0.22037 + -0.00219 4
-0.02222 + 0.01450 7

0.71132 + -0.00000 7
-0.11214 + -0.00000 7
-0.11082 + -0.00000 j

0.00155 + 0.00000 7
0.00000 + 0.01661 j
0.00000 + -0.05338 7
0.00000 + -0.00801 7
0.00000 + 0.04647 3
0.00000 + 0.01265 j
0.00000 + -0.04656 7

-0.00000 + 0.00287 1
0.00000 + 0.03238 7
~0.04397 + -0.00000 j
-0.01823 + -0.00000 4
-0.00553 + -0.00000 4
-0.08007 + -0.00000 4
0.25551 + -0.00000 3
~0.41692 + -0.00000
-0.44317 + -0.00000 4
-0.09880 + 0.00000 3
0.00000 + -0.00491
0.00000 + 0.03472 3
-0.00000 + 0.00554 7

0.00000 + -0.01884 75
0.00000 + -0.00247 7
0.00000 + 0.03052 3
0.00000 + -0.00116 7
0.00000 + -0.01016 7
0.02879 + 0.00000 3
0.00479 + -0.00000 7
0.00242 + -0.00000 7
0.05435 + 0.00000 7
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