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RESUMO

Este trabalho realizou um levantamento bibliografico sobre analise estrutural com
objetivo de desenvolver um software, na forma de uma aplicagcdo WEB, capaz de
realizar o calculo de reagbes de apoio e geragao de diagramas de esforgos solicitantes
em vigas horizontais planas através da aplicagdo do Método dos Deslocamentos em
sua abordagem matricial. A parte bibliografica foi dividida em trés etapas, sendo a
primeira um levantamento de informacdes que servem como base para o estudo. A
segunda parte focou na analise estrutural de vigas e a terceira parte trata da
apresentacao dos resultados obtidos. O detalhamento dos processos de analise aqui
descritos seguiram a ldgica determinada pela linguagem de programacéao escolhida,
o JavaScript, e pelo ambiente ao qual a aplicagdo devera rodar; um navegador WEB.
Ao fim, a aplicagao e seus recursos foram apresentados com uma descri¢ao detalhada
sobre o processo de uso e da obtencao de seus resultados. Também foi realizado um
comparativo dos seus resultados com um software referéncia, o Ftool, onde a

aplicagao apresentou resultados idénticos ou dentro da margem de erro estipulada.

Palavras-chave: software; analise estrutural; vigas; cortante; momento; fletor.



ABSTRACT

This paper carries out a bibliographic survey on structural analysis with the objective
of developing a software, in the form of a WEB application, capable of showing the
resolution of support reactions and the generation of internal forces diagrams in plane
horizontal beams through the application of the Displacement Method in its matrix
approach. The bibliographic part was divided into three stages, the first being an
information collection that serves as a basis for the study. The second part focuses on
beams structural analysis, and the third part it's a discussion about the obtained
results. The analysis process here described will be detailed following the logic of the
programming language in use, the JavaScript, and the application environment, a WEB
browser. In the end, the application and its features will be presented with a detailed
description of the usage process and results extraction. A results comparison was also
be carried out with a reference software, Ftool, where the application results were

identical or on the stipulated error margin.

Keywords: software; structural analysis; beams; shear force; bending moment.
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1 INTRODUCAO

Vivemos em uma época em que 0 acesso rapido a informagao € essencial para
as atividades produtivas. Pouco mais de uma década atras qualquer engenheiro que
necessitasse confirmar alguma informacédo recorreria a livros ou normativas
impressas. E mesmo que a midia impressa tenha imenso valor nos dias de hoje, ndo
é portatil o suficiente para estar a méo do engenheiro a qualquer momento que este
necessite.

Nos ultimos 20 anos ocorreram grandes revolugdes no mundo da tecnologia que
mudaram completamente o0 modo como as pessoas se relacionam com a informacao.
A principal delas foi o desenvolvimento e expansao da Internet e tecnologias
relacionadas, que evoluiu de pequenas listas com informacdes de interesse
académico, coorporativo ou militar, para sistemas sofisticados de aplicagdes que
permitem a troca de qualquer midia possivel de ser convertida para um meio digital.
Outra revolugao foi a eletrénica e de infraestrutura que permitiu que grande parte da
populagdo mundial tivesse acesso a equipamentos (muito destes portateis) capazes
de funcionalidades virtualmente ilimitadas e com acesso a Internet, o que torna a
informacgao, por estes acessada, também virtualmente ilimitada.

Nos dias de hoje, engenheiros fazem uso constante destes equipamentos para
auxiliar na execucao de suas atribuicbes através de diversas aplicacdes. Essas
aplicagoes, entretanto, estdo dispostas em diferentes plataformas. A fragmentagao
das plataformas as torna mais interessantes para alguns perfis de usuarios que, em
geral, estédo satisfeitos com os recursos por ela oferecidos. Porém, as dificuldades
ocorrem para 0s usuarios que apresentam diversos perfis de uso. Isso € um problema
visto que a versatilidade € hoje, uma necessidade no mercado de trabalho e isso
também se aplica aos engenheiros. Isso faz com que a escolha de uma plataforma de
software limite o usuario em suas capacidades.

Essa fragmentagcdo ndo é um problema novo, visto que existiram grandes
iniciativas de desenvolvimento de software multiplataforma, como o Java (KANAT-
ALEXANDER, 2012), que a diversos anos vem perdendo relevancia como linguagem
multiplataforma. A alternativa mais viavel no horizonte sao as aplicacoes WEB; que
permitem o acesso do usuario a qualquer aplicacdo desde que seu dispositivo

possua um navegador WEB e acesso a Internet.
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Aplicagoes que realizem calculos de reagoes de apoio em estruturas comuns

na engenharia civil, e gerem diagramas de solicitagcbes nao sao exatamente uma

novidade, pois existem excelentes alternativas em algumas plataformas. Outras,

entretanto ndo possuem aplicagbes comparaveis.

Ser Util ao engenheiro e acessivel ao maior niUmero possivel de dispositivos é o

que motiva a criacao da aplicacao alvo deste Trabalho de Conclusao de Curso.

1.1 OBJETIVO PRINCIPAL

Desenvolver aplicagdo que seja capaz de, ao inseridos os dados, informar os

resultados de calculos de reagdes de apoio e os diagramas de esforgos solicitantes

em vigas horizontais planas tanto em seus valores numéricos como graficamente.

1.2 OBJETIVOS SECUNDARIOS

a)

b)

f)

g9)

h)

definir dispositivos, meios e linguagens usadas para codificar e exibir a
aplicacao;

desenvolver interface capaz de suportar a entrada de dados e exibicdo de
resultados de modo simples e eficiente para o analista estrutural;

executar a interface idealizada através do uso de linguagens especificas a
fim de facilitar a concepcao da estrutura e leitura dos resultados;

definir a metodologia de calculo estrutural mais adequada para a
estruturagcdo através de linguagem computacional;

estruturar todos os calculos relativos aos processos de analise estrutural que
serao necessarios para atingir os resultados esperados;

transformar os calculos anteriormente estruturados em algoritmos capazes
de realizar a analise de esforgos estruturais em linguagem computacional,
integrar as etapas anteriores a fim de atender as expectativas e necessidades
do engenheiro estrutural;

realizacdo de testes para garantir resultados fidedignos e interceptar

eventuais falhas de desenvolvimento e concepcao.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 A APLICACAO

O objetivo deste trabalho é transformar parte do conhecimento adquirido nos
anos de graduacdo em uma aplicagao que tenha finalidade académica e profissional.
Isso devera ser concretizado na forma de um aplicativo WEB capaz de transformar
dados de entrada do engenheiro de estruturas em resultados confiaveis.

Para que isto seja possivel € necessario explorar e delinear as tecnologias e

meios disponiveis para que o objetivo seja atingido dentro do cronograma tragado.

2.2 AMBIENTE

Todo software é executado em um ambiente especifico. Softwares basais sao
executados diretamente no hardware, respondendo a impulsos elétricos de forma a
se assemelharem mais a uma peca mecanica do que a uma informatizada. Ja a
maioria deles rodam em ambientes gerados por outros softwares em diferentes niveis.
Sistemas operacionais modernos sao executados acima de uma aplicacao de controle
de hardware, e aplicativos nativos desses sistemas geralmente sao executados em
uma sandbox gerada por estes (KANAT-ALEXANDER, 2012). A aplicagéo foco deste
trabalho sera executada no ambiente proporcionado por um navegador WEB, que
nada mais é que um software utilizado para navegacao na Internet; para acesso e
interacdo com paginas e aplicagdes WEB.

Navegadores sao provavelmente os ambientes de desenvolvimento mais
plurais em todas as tecnologias ja inventadas pelo homem, visto que desde o seu
surgimento em 1990 eles tem evoluido de forma relativamente autbnoma e em
diversas plataformas, mesmo com a atuagao de consorcios globais, como a W3C,
trabalhando pela padronizagao das tecnologias WEB (SEGARAN; EVANS; TAYLOR,
2009).

A aplicagao fara uso de diversas tecnologias recentes, sendo algumas delas

inteiramente novas, como o SVG. Isso é interessante pois se tratam de tecnologias
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que tendem a ser tornar o padrao de uso na WEB, visto que seu desenvolvimento é
liderado pela W3C.

2.3 TECNOLOGIAS UTILIZADAS

Tecnologias WEB tendem a se tornarem obsoletas em uma janela de tempo
bastante pequena quando comparadas a tecnologias disponiveis em outras
plataformas. Isso ocorre por diversos motivos; um deles é o fato de estarem presentes
em uma grande variedade de dispositivos, como computadores, celulares, televisores
e até geladeiras. O poder de processamento destes dispositivos também cresceu
muito nas ultimas décadas e a WEB se tornou o centro de consumo de informacao e
entretenimento (SEGARAN; EVANS; TAYLOR, 2009).

Para garantir a compatibilidade da aplicagao, todas as tecnologias por esta
utilizadas devem estar acessiveis a pelo menos 85% da populagéo global utilizadora
de navegadores WEB no ano de 2022. Essa proporgao sera assegurada com auxilio
da ferramenta online Can | Use, que cataloga cada pega de tecnologia WEB e
dispéem de numeros sobre a sua compatibilidade e uso. Elas também devem ser
padrdes estabelecidos pela W3C, o que garantira a sua padronizagdo e a sua
longevidade.

A seguir as tecnologias utilizadas para o desenvolvimento da aplicagéo alvo

deste trabalho serdo abordadas individualmente.

2.3.1 HTML

O HTML é a pega de tecnologia mais antiga que sera utilizada na aplicagao.
Foi desenvolvida no inicio dos anos 90 por Tim Bernes-Lee para divulgagado de
trabalhos académicos e se tornou o padrao para apresentacao de informag¢ao na WEB
(SEGARAN; EVANS; TAYLOR, 2009).

O propdsito do HTML € o de estruturar conteudo em uma pagina WEB. No caso

de uma aplicacao, o seu proposito € estruturar formularios e controles em um espaco
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WEB, sendo que cada um destes controles também é escrito em HTML (PILGRIM,
2012).

A aplicacdo sera escrita em HTML 5, visto que este € uma das correntes de
desenvolvimento do HTML mais atualizadas pela W3C e mais bem implementada nos
navegadores atuais. O HTML 5 também permite um enfoque mais estruturado em

uma aplicagao WEB, e nédo apenas uma pagina WEB.

2.3.2 CSS

O CSS é uma linguagem criada pela W3C em 1996 com o objetivo de estilizar
elementos HTML. Antes do seu surgimento, paginas WEB eram estilizadas fazendo
uso de elementos HTML préprios, como por exemplo, a tag <strong>, responsavel por
aplicar o efeito de negrito a um texto nela contido. Além de limitadas, essas tags
tornavam o coédigo HTML confuso e causavam problemas em leitores de tela, que
esbarravam em tags inesperadas em meio ao conteudo, tornando a transcrigdo do
texto muitas vezes, errbnea (MEYER; WEYL, 2017).

Com o surgimento do conceito de WEB semantica no inicio dos anos 2000, a
W3C decidiu que em suas futuras especificagdes, a estrutura (HTML), apresentacéo
(CSS) e aagao (JavaScript) deveriam ser definitivamente separados permitindo linhas
de estudo e desenvolvimento mais coesas e aplicagbes mais eficazes (MEYER,;
WEYL, 2017).

Neste projeto, sera feito uso das especificagbes contidas no CSS Snapshot
2021, por ser a ultima versao estavel amplamente adotada da linguagem, além de
recursos ainda em rascunho na futura especificagdo, mas com mais 85% de adogao
segundo o Can I Use. Isso permitira a ferramenta de engenharia a organizagao logica
dos seus ramos de desenvolvimento, permitindo a atualizagdo constante do seu
cédigo fonte sem que uma tecnologia precise interferir em outra, garantindo uma

melhor interoperabilidade.
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2.3.3 JavaScript

A primeira implementagéo do JavaScript foi em 1995 no navegador Netscape,
ainda chamado de LiveScript. A linguagem foi posteriormente rebatizada como
JavaScript em uma tentativa de chamar a atengédo de desenvolvedores da linguagem
Java, que era até entdo, bastante popular (FLANAGAN, 2012).

O JavaScript € uma linguagem de programagao criada com o intuito de
transformar paginas WEB em aplicagbes dindmicas. Hoje é o padrdo de industria
sendo distribuida nativamente em todos os grandes navegadores WEB do mercado.
Ela n&o é a unica alternativa para aplicacdes do lado do cliente, mas alternativas como
o Flash, da Adobe; Active X, da Microsoft e o proprio Java da Sun; mesmo elevando
o nivel das aplicacdes em sua época de lancamento, sempre acabaram defasadas ou
mesmo obsoletas com o passar dos anos (FLANAGAN, 2012).

Neste projeto o JavaScript sera utilizado para o controle de todas as agdes
realizadas na aplicagao. A primeira delas é o controle das a¢des do software em si,
sendo responsavel pelo controle das janelas exibidas, idioma e unidades
apresentadas; exibi¢cao de resultados, entre outros.

A linguagem de programacao também sera utilizada para transformar os dados
de entrada do usuario em um resultado esperado. Ela realizara a validagao dos dados
inseridos, a manipulagdo dos mesmos para linguagem computacional, os calculos e
transformacgdes necessarias para a obtencio dos resultados e disposi¢cao dos dados
para o sistema de exibigao.

E através do JavaScript que sera realizada a implementacdo do Método dos
Deslocamentos para a resolugao de vigas, objetivo proposto para essa aplicagao. Ela
também manipulara o HTML, CSS e SVG para que a informacao apresentada ao
usuario seja a esperada a cada acgao deste durante o uso da aplicagéo.

Este projeto fara uso da especificagdo 2020 da linguagem definida pela ECMA
Internacional e de tecnologias ainda em rascunho nas especificagdes, mas com mais
de 85% de adesdo segundo o Can | Use. Também néo sera feito uso de nenhuma
biblioteca comercial ou amadora, sendo a aplicagdo desenvolvida em sua totalidade

em JavaScript Vanilla.
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2.3.4 SVG

O SVG é um formato de imagem vetorial criado em 1999 e manutencionado
pela W3C. E de grande versatilidade pois permite a construcdo de gréaficos vetoriais
através de estrutura de linguagem XML (EISENBERG; BELLAMY-ROYDS, 2004).

Por ser uma linguagem que faz uso da estrutura XML, pode ser nativamente
integrado ao HTML, fazendo com que todos os nds que o compdem fiquem
disponiveis na arvore DOM do navegador, o que Ihe permite a interagdo com o CSS
e o JavaScript.

A capacidade de interagao entre essas diferentes tecnologias € essencial para
este projeto, visto que o SVG sera responsavel, na aplicagao, pela composic¢ao visual
da estrutura solicitada pelo usuario, assim como da apresentacao dos resultados na
forma de diagramas de esforgos solicitantes.

Neste projeto sera utilizada a especificagdo SVG de outubro de 2018
disponibilizada pela W3C, assim como de recursos ainda em rascunho na

especificagao mais recente, porém com mais de 85% de adeséo segundo o Can | Use.

2.4 FUNDAMENTOS DA ANALISE ESTRUTURAL

Antes de adentrar no referencial tedrico sobre o método dos deslocamentos na
sua abordagem matricial, € necessario tratar sobre alguns dos fundamentos da

analise estrutural que servem como base para o material que o segue.

241 Vigas

A aplicagdo devera focar esforcos no tipo mais comum de estruturas na
Engenharia Civil, que sédo as vigas. A resolugdo de esforgos em vigas € importante
pois elas sao a representacao mais simples de uma estrutura reticular plana e,
portanto, podem ser usadas para deduzir a resolucédo de estruturas mais complexas,
como porticos, trelicas e grelhas (GARRISON, 2018). Neste tdpico, abordaremos a sua

definicdo e a representagcao adotada.
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Viga € um elemento estrutural horizontal capaz de transferir cargas nela
distribuidas para pilares ou mesmo paredes dispostas em suas extremidades
(GARRISON, 2018). Nas estruturas usuais normalmente recebem as cargas de
reacoes de lajes, paredes e, eventualmente, até mesmo de pilares. Estao,
predominantemente, submetidas a esforgos de flexdo e cisalhamento.

Como forma de representacao, adotaremos o formato, apresentado na Figura
1, de uma estrutura reticular simples, devido a sua difusdo no meio académico e

profissional na area da Engenharia Civil.

Figura 1 — Representacgéo da viga

&

Fonte: O autor (2022).

|

2.4.2 Apoios

Apoios sao representag¢des usadas na concepc¢ao de elementos estruturais, ou
no conjunto destes, com o objetivo de restringir graus de liberdade das estruturas
(SUSSEKIND, 1981). Para cada restricdo de movimento é gerada uma reacdo. Nas

estruturas deste escopo sao:

a) restricao de movimento vertical (translagao)
b) restricdo de movimento horizontal (translagao)

c) restricao por momento fletor (rotagao)

A seguir, serdo abordados os 3 tipos comuns de apoio usados na concepg¢ao

de estruturas da construcgao civil e suas particularidades.
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2.4.2.1 Apoios Moveis

O apoio movel é aquele que provoca na estrutura uma restricdo ao movimento
vertical (translagdo), porém n&o possui restricbes a movimentagcéo horizontal e por
momento fletor (rotacdo) (GARRISON, 2018). A restricdo ao movimento vertical
provoca uma unica reagao como explicito na Figura 2. Portanto, s6 havera uma forga

desconhecida que sera perpendicular ao corpo da estrutura (MCCORMAC, 2019).

Figura 2 — Apoio movel com reagéo vertical

A

T

Fonte: O autor (2022).

2.4.2.2 Apoios Articulados

O apoio articulado, Figura 3, é aquele que permite rotacdo da estrutura e,
portanto, ndo possui restricdo por momento fletor, entretanto nido permite
movimentagdo vertical ou horizontal (translagdo), causando restricbes, e
consequentemente reagdes, nestes dois sentidos (GARRISON, 2018). Sendo assim,
todo apoio articulado tera duas forgas desconhecidas. Uma para impedir a translagao
horizontal e outra para o vertical (MCCORMAC, 2019).

Apoios articulados em sua concepg¢ao classica ndo sdo comuns na construgao
civil, sendo mais comumente presentes em estruturas propostas pela Engenharia
Mecéanica, mas sdo utilizados em projeto quando as restricbes atendem as

necessidades do mesmo.

Figura 3 — Apoio articulado com reagdes verticais e horizontais

<
T

\
4

Fonte: O autor (2022).
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2.4.2.3 Apoios Engastados
O apoio engastado, Figura 4, possui restricbes a movimentagdes verticais,
horizontais e por momento fletor (rotagdo), causando 3 reagées em seu ponto de

encontro com a estrutura (GARRISON, 2018).

Figura 4 — Apoio engastado com reac¢des horizontais, verticais e momento fletor

N

Fonte: O autor (2022).

2.4.3 Condigoes de equilibrio

Um corpo em equilibrio estatico € aquele que, submetido a forgcas, nao
apresente tendéncia a rotacgéo ou translacdo (SUSSEKIND, 1981). Ou entdo, que a
soma de todas as forgas atuantes, independente do tipo e diregdo, seja zero
(MCCORMAC, 2019). Para que isto ocorra, € necessario que os vetores resultantes
das forgas aplicadas sejam nulos.

Na analise das estruturas abordadas neste trabalho, é essencial considerar que
as mesmas estarao em equilibrio estatico. Essa visdo tem lastro dentro da realidade,
visto que um dos objetivos do engenheiro é planejar a estrutura de modo que as
tensbes do ambiente sejam suportadas sem movimentagbes relevantes da
construgdo. Para garantir isto ocorra, a estrutura € sempre analisada considerando as

3 equacdes de equilibrio da estatica.

Y E=0 (1)
Z@:O 2)
ZM=O (3)



20

2.4.4 Classificagao de estruturas

As estruturas sao classificadas de acordo com o modo que elas estao inseridas
em seu meio, mais precisamente de acordo com 0s seus apoios.

Como abordado anteriormente, cada tipo de apoio gera um numero
determinado de reacdes. A relacido entre o numero de reagdes em uma estrutura com
o numero de equagdes de equilibrio da estatica (que sao 3) determinara como ela

sera classificada. Essa classificagao afeta diretamente a estabilidade da estrutura.

2.4.4.1 Estruturas Hipoestaticas

E aquela ao qual, o nimero de reagdes é inferior ao nimero de equacdes de

equilibrio da estatica, como exemplificado na Figura 5:

Figura 5 — Viga hipoestatica

A A
-

T

Fonte: O Autor (2022).

Nesta figura, esta representada uma viga biapoiada, com dois apoios moveis.
Como o apoio mével gera apenas uma reagao vertical e existem dois deles nessa

viga, apresenta-se a seguinte situacgao:
N° de reagdes < N° de equagdes de equilibrio da estatica
As estruturas hipoestaticas sdo por natureza instaveis e, portanto, ficam fora

do escopo abrangido pela aplicagdo de estudo devido ao fato de ndo serem préprias

para as atividades da construgao civil.
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2.4.4.2 Estruturas Isostaticas

Estruturas isostaticas sdo a base para o calculo das reagdes nos apoios, visto
que a base para o seu calculo é utilizada em estruturas das mais diversas
complexidades (GARRISON, 2018). Sdo estruturas isostaticas aquelas que tem um
numero de reagdes igual ao numero de equacgdes de equilibrio da estatica, como visto

na Figura 6:

Figura 6 — Viga Isostatica

' & A
T T

Fonte: O autor (2022).

Na Figura 6 esta representada uma viga biapoiada com um apoio articulado
provocando duas reacdes e outro apoio mével provocando uma terceira reacao; sendo

assim:

N° de reagbdes = N° de equagdes de equilibrio da estatica

Estruturas isostaticas tem suas reagdes nos apoios calculadas através das
equacodes de equilibrio da estatica. Essa concepcgao é derivada da Terceira Lei de
Newton (SUSSEKIND, 1981) que trata do principio da acdo e reacdo. Para uma
estrutura estar em equilibrio, suas reacdes devem ser a soma das acdes de sentido

inverso. A deducao destas reacoes esta descrita nas Equacgoes 4, 5 € 6:

>R @)
R,= ) F, (5)
M=ZF*d+ZM (6)

=]
8
Il
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2.4.4.3 Estruturas Hiperestaticas

Sao aquelas estruturas na qual o numero de reacdes € superior ao numero de

equagdes de equilibrio da estatica, como demonstrado na Figura 7:

Figura 7 — Viga hiperestatica

T T

Fonte: O autor (2022).

A Figura 7 representa uma viga biapoiada com dois apoios articulados. Como

cada um dos apoios articulados gera 2 reagdes, ha 4 reagdes no total e, portanto:
N° de reagdes > N° de equagdes de equilibrio da estatica

Estruturas hiperestaticas sdo extremamente comuns na construcéo civil, visto
que a ligacao entre os apoios e demais elementos estruturais geralmente séo, na
pratica, engastados a fim de restringir os graus de liberdade do elemento estrutural.
Para o calculo estrutural, essas ligagdes podem variar de acordo com uma instrugao

normativa ou da analise embasada do engenheiro responsavel.
245 Cargas
As cargas podem ser classificadas, de acordo com o calculo estrutural como

concentradas, distribuidas e cargas momento. As trés categorias serdo discutidas na

sequéncia.



23

2.4.51 Cargas Concentradas

As cargas concentradas sao aquelas aplicadas em um unico ponto da estrutura.
Tecnicamente ndo existem no mundo real, sendo apenas uma convengao que nos
permite simplificar os procedimentos de calculo, sendo na pratica uma carga
distribuida com area de influéncia pequena o suficiente para que seja considerada em
um Unico ponto sem prejuizo na determinagéo das tensées atuantes (SUSSEKIND,
1981).

Serao representadas como uma unica seta no sentido e diregao da aplicacéo

da carga, como representado na Figura 8:

Figura 8 — Carga concentrada

&

|

Fonte: O autor (2022).

2.4.5.2 Cargas Distribuidas

Cargas distribuidas sdo as mais comuns no mundo real pois pela propria
natureza das edificagdes é comum dispor de carregamentos distribuidos, como por
exemplo: paredes ou telhados, sobre estruturas. Os tipos mais comuns destas cargas
sdo as uniformemente distribuidas e as triangulares (SUSSEKIND, 1981), como
mostrado na Figura 9 (a).

Para o processo de calculo, cargas distribuidas podem ser simplificadas para
cargas pontuais com valor equivalente a area do carregamento. As cargas resultantes
sdo dispostas sobre a estrutura de acordo com o tipo da carga original, Figura 9 (b).
Cargas que anteriormente eram uniformemente distribuidas sao inseridas ao centro
carga original, enquanto a resultante de cargas triangulares é disposta na projegao de

seu centroide, que fica a 1/3 da extremidade de maior valor.
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Figura 9 — Carga uniformemente distribuida e triangular
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Fonte: O autor (2022).

Essas convencgdes sdo uteis para compreender a interacdo destes tipos de
carregamento com a estrutura analisada e sao amplamente utilizados em na
metodologia classica do calculo de estruturas. Na metodologia abordada neste
trabalho também seréo uteis para determinar valores resultantes de carregamentos,

como sera visto mais a frente.

2.4.5.3 Cargas Momento

Cargas momento n&o sao tao usuais no mundo real, mas s&o essenciais como
ferramenta para calculo de estruturas hiperestaticas (SUSSEKIND, 1981). Também
podem ser utilizadas para determinar incognitas no calculo de estruturas isostaticas.

Sé&o cargas que representam a tendéncia de giro de uma estrutura, visto que

dentro da fisica, o momento da forga pode ser descrito pela Equacgao 7:

M=F=xd (7)

A equacgao informa que o momento € igual ao produto da for¢a pela sua
distancia. Ela sera usada para determinar a reagdo em apoios engastados, visto que

o momento fletor € uma das reagdes intrinsecas a esse tipo de apoio.
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O momento também pode ser transferido para qualquer ponto da estrutura

através de outras estruturas adjacentes.

2.5 ANALISE E CALCULO MATRICIAL

Os procedimentos para analise e calculo de estruturas comuns na engenharia
civil sdo bastante difundidos e documentados. Para cada situacéo existe um ou mais
procedimentos que podem ser adotados.

Para este projeto sera adotado o método dos deslocamentos em abordagem
de andlise matricial da estrutura, que também é conhecido como método da rigidez
direta (MARTHA, 2019). O método foi escolhido por abranger todos os casos tipicos
de estruturas propostas por este trabalho, assim como pela possibilidade de resolugao
através de métodos matematicos que sdo diretamente acessiveis ou aplicaveis
através da linguagem computacional escolhida, o JavaScript.

Segundo Soriano (2005), a formulagao classica do método dos deslocamentos
€ importante para compreender o comportamento das estruturas em barras. Ja a
abordagem matricial se destaca devido a generalizagdo do processo, fazendo com
que a mesma seja de mais facil automatizagéo que outros métodos, como o método
das forgas, por exemplo. Isso ocorre pois 0 método das for¢gas (ou mesmo o método
dos deslocamentos em sua abordagem classica) depende constantemente de analise
de situagdes de contorno que sao relativamente simples para o cérebro humano
compreender, porém sdo de demasiada complexidade de implementagdo em um
sistema computacional devido ao grande numero de variaveis envolvidas.

Essa relativa simplicidade na implementacdo computacional faz com que a
grande maioria dos sistemas de analise estrutural comerciais fagam uso do método
dos deslocamentos em sua abordagem matricial, assim como, sua extensdo ao
método dos elementos finitos (SORIANO, 2005), tornando-o parte essencial do dia-
dia do engenheiro civil.

A implementagao aqui descrita segue os procedimentos de diversos autores

cobertos na referéncia bibliografica e atende a alguns requisitos:
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a) aimplementagao do método dos deslocamentos aqui descrito tem o objetivo
de calcular esforgos internos e reagdes de apoios em vigas isostaticas ou
hiperestaticas planas sujeitas a forgas externas;

b) as vigas sédo analisadas como estruturas reticuladas, ou seja, estruturas que
possuem uma dimenséao preponderante as demais (SORIANO, 2005);

c) os materiais tém comportamento linear ao longo de toda estrutura;

d) rotagdes e deslocamentos sdo considerados despreziveis sendo entdo
consideradas as condi¢cdes de equilibrio da estrutura indeformada;

e) a analise considera que a estrutura esteja estética;

f) a estrutura sempre sera horizontal sem qualquer rotagdo em qualquer €ixo;

g) as agbes externas aplicadas a estrutura poderéao ter qualquer direcdo e

sentido, obedecendo as caracteristicas particulares de cada acgao.

2.5.1 Analise geométrica

De acordo com McCormac (2019), a rigidez em um n6 é a forga necessaria
para gerar um deslocamento ou rotagéo unitaria no mesmo, caso este deslocamento
seja impedido em todos os demais nés da estrutura. Este conceito, assim como suas
restricoes sdo a base do Método dos Deslocamentos, pois conhecendo a forca
aplicada e o deslocamento produzido, € possivel deduzir o coeficiente de rigidez para
qualquer carga aplicada no ponto.

Sendo assim, o método parte do principio de que todos os deslocamentos da
estrutura devem ser impedidos para entdo se aplicar um deslocamento (ou rotagéo)
unitario em cada noé para finalmente se determinar um sistema de equacdes obtidas
das relagbes geométricas de todas as acgdes e reagdes sofridas pela estrutura.

Essas restricbes geralmente sdo minimas na resolucao classica do método
pois o numero de graus de liberdade restringidos € igual a ordem do sistema de
equagdes que devera ser resolvido. Um numero menor de restricdes gera um grande
numero de situagcdes de contorno necessarias para a resolucdo do problema. Na
pratica, essa questdo geralmente é sanada através do uso de tabelas de
engastamento perfeito com diversas situagées de contorno deduzidas através do
Método da Forga Unitaria (SORIANO, 2005).
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Ja a abordagem matricial do método define que todas as restricbes possiveis
devem ser aplicadas (MARTHA, 2019), a fim de homogeneizar a estrutura e reduzir
as situagcbes de contorno para apenas uma unica opgao. Isso gera um sistema de
equacdes muito maior, entretanto, permite a dedugao desse sistema através de um
método unico, facilitando sua implementagdo computacional. Nessa abordagem

devem ser restringidos:

a) apoios moveis (restricdo ao deslocamento horizontal e a rotagéo);
b) apoios articulados (restricdo a rotagao);
c) todos os demais ndés onde néo estdo alocados apoios engastados (restrigcao

ao deslocamento vertical, horizontal e a rotagao).

Os ndés em uma estrutura, para esta abordagem, séo gerados:

a) a cada alocagao de apoio;

b) nas extremidades em balanco;

c) nos pontos de alocagao de cargas concentradas;

d) nos pontos de alocagao de cargas momento;

€) nos pontos de inicio e fim da alocagao de cargas distribuidas;

f) em qualquer ponto onde houver descontinuidade linear de cargas
distribuidas;

g) na variagdo das propriedades do material ou geometria da barra;

h) na variacédo de sentido da barra.

Os dois ultimos itens foram citados por fazerem parte das condicbes de
implementagdo do método, entretanto sdo desconsiderados no projeto de aplicagao
deste trabalho pois 0 mesmo tem foco na resolugdo de uma unica barra horizontal
com caracteristicas uniformes em todo eixo.

Martha (2017) e outros autores costumam representar as restricdes ao
deslocamento como chapas rigidas para impedir a rotagdo e apoios moéveis para
impedir deslocamentos verticais e horizontais; cada um deles representando uma
restricdo, definindo assim o sistema hipergeométrico. A Figura 10 (a) apresenta uma
viga com diferentes apoios e carregamentos. Estes geram os deslocamentos que

devem ser restringidos, mostrados na Figura 10 (b).
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As restricdes sao sempre numeradas né a nd, sendo primeiro numeradas as
restricoes ao deslocamento horizontal, na sequéncia ao deslocamento vertical, e por

ultimo, a rotacao; sempre obedecendo as consideracdes dispostas anteriormente.

Figura 10 — Sistema hipergeométrico

Fonte: O autor (2022).

2.5.2 Sistema de equagoes de equilibrio

Considerando a viga e seus carregamentos representados na Figura 10 (a) e
as restricdes aplicadas na Figura 10 (b) é possivel deduzir o sistema de forcas de
reagao atuantes na estrutura, representados na Figura 11 (a), assim como 0s

deslocamentos que cada uma dessas forgas gera, Figura 11 (b).

Figura 11 — Forgas de reagéo e deslocamentos
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Fonte: O autor (2022).
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As forcas de reacao e seus respectivos deslocamentos foram separados por
numeragao e cor para ficar mais claro quais sdo os deslocamentos virtuais e os
prescritos.

Considerando que a estrutura tenha comportamento linear, é possivel afirmar
que existe proporcionalidade entre as forgas e seus respectivos deslocamentos. De
acordo com Soriano (2005), se aplicada apenas a forga f1 € obtido o deslocamento 6+
= &11f1, sendo que 511 € o coeficiente de flexibilidade. O coeficiente relaciona a forca
aplicada com o respectivo deslocamento, através das propriedades da estrutura,
condi¢des de apoio e da sua geometria.

Se aplicada apenas a forga > na estrutura é obtido um novo deslocamento 6+
= §12f2, adicionando um novo componente §12 para o deslocamento 64, mostrando que
este é resultado da aplicagao de todas as for¢gas do conjunto estrutural. Sendo assim,

procedendo com as forgas de 1 até 9 consideramos que:

61=idu*ﬁ- (8)

E possivel realizar esse processo para todos os deslocamentos virtuais para
se obter o sistema de equacdes lineares relacionando as forgcas nodais com os

deslocamentos:

(611 012 813 614 815 G156 017 O15 O10] [f1] [dy]

821 022 833 O34 O35 036 027 G285 Ol [f2 d,

831 832 033 O34 O35 036 G037 O35 O30 [f3 ds

841 Ouz Ou3 044 Ous b4 O47 O4g Ouof [fa dy

051 052 053 054 Os5 056 057 Osg Osof [fs]| = ds (9)
861 062 063 O6sa O65 O66 067 Oes Oeo| |f6 de

871 872 873 674 O75 876 877 Oz Orof |f7 d;

8g1 Og2 Og3 Ogs Ogs Ogs 07 Ogg Ogof [fs dg

1§91 89z Oo3 Oos Og5 Oog o7 Oog ool Lf] Ld.

Soriano (2005) chama a matriz §; da Equacao 9 de Matriz de Flexibilidade, e

adota a seguinte notagao para a equagao:

Ay x fi =d; (10)
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Como as forgas aplicadas em uma estrutura tem valor conhecido e objetivo do
método é descobrir os deslocamentos através de um sistema de equagdes é possivel

transformar algebricamente a equagao 10 na equagéao 11:

Ayt xdi = f; (11)

Também comumente representada como:

ki = d; = f; (12)

E possivel dizer que ki, € a Matriz de Rigidez e por consequéncia da
transformacao algébrica da equacgéo, é a inversa da Matriz de Flexibilidade deduzida
anteriormente. Resolvendo o sistema de equacdes apresentado, € possivel obter os
deslocamentos nodais (SORIANO, 2005).

2.5.3 Deducao da Matriz de Rigidez de uma barra

Como visto anteriormente, a Matriz de Flexibilidade € o conjunto de coeficientes
de flexibilidade pertencentes a um sistema que relaciona forgas aplicadas a uma
estrutura com os seus deslocamentos resultantes. Considerando que a Matriz de
Rigidez é a inversa da Matriz de Flexibilidade, € possivel afirmar que a Matriz de
Rigidez é o conjunto de coeficientes de rigidez pertencentes a um sistema que
relaciona forgas aplicadas a uma estrutura com os deslocamentos resultantes. O
coeficiente de rigidez k; € a forga necessaria para gerar um deslocamento unitario
(MCCORMAC, 2019) em um n6 de considerando que todos os demais deslocamentos
nodais da estrutura estejam restringidos.

Considerando uma barra qualquer com um carregamento genérico; é possivel
se obter os coeficientes de flexibilidade da mesma através da analise dos seus
diagramas de esforgos seccionais fazendo uso do Método da Forga Unitaria. Com isso
€ possivel se montar a Matriz de Flexibilidade e, através da sua inversa, se obter a
Matriz de Rigidez. Soriano (2005) denota o quanto este processo ndo é pratico e
fornece (assim como outros autores) uma tabela de deformacgdes unitarias, com os

valores ja definidos para a maior parte das situagdes de contorno necessarias.
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Pela natureza do método desenvolvido neste trabalho, serdo deduzidos apenas
dois casos especiais que serdo agregados para formar uma Matriz de Rigidez unica,
que servira para resolver todas as possibilidades estruturais que foram propostas
neste trabalho. O objetivo é desenvolver um algoritmo capaz de trabalhar com
esforgos de rotagao, cisalhamento e axiais em uma viga. Para isso serdo deduzidas
as Matrizes de Rigidez de trelicas, vigas e de pérticos, visto que as duas primeiras
trabalham tipos de esforgos distintos e serdo agregadas para formar a Matriz de
Rigidez de portico que trabalha todos os tipos de esforgos, mesmo que o objetivo

deste trabalho seja apenas a resolugéo de esforgos em vigas.

2.5.3.1 Matriz de Rigidez de treliga

A deducado da Matriz de Rigidez da trelica € importante pois através dela é
possivel conhecer os deslocamentos produzidos por for¢cas axiais em uma barra.

Considerando uma barra genérica com propriedades de material e geometria
uniforme, como representado na Figura 12 (a). Nela é aplicada uma forga axial fi no
né 1 enquanto o deslocamento livre do né 2 esta restringido. Isso produz um
deslocamento v1 representado na Figura 12 (b). O mesmo processo € reproduzido no

no 2 gerando o deslocamento v2 da Figura 12 (c).

Figura 12 — Forcas axiais e deslocamentos nodais em barra de trelica

(a) f1 ) f2 )
1 2
AN
(b)
U2 )

()

Fonte: O autor (2022).

Analisando inicialmente o n6 1; de acordo como McCormac (2019), a forga f

necessaria para provocar o deslocamento unitario v é:
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EA

f1,1 =T*U1 (13)

Onde:

a) f: Forga aplicada no ponto nodal;

b) E: Mddulo de elasticidade da barra;

c) A: Area da secéo transversal da barra;
d) I: Largura da barra;

e) v: Deslocamento provocado pela forga f.

Quando a forga f> € aplicada na barra, isso gera uma forga reativa no n6 1:

EA

f1,2 =_T*U2 (14)

Analisando o outro lado da barra, quando f; € aplicada, isso gera uma forga

reativa no no 2:

EA
f2,1 = _T*Ul (15)

E finalmente, a forca f> necessaria para realizar o deslocamento unitario vz é:

EA

fz,z =T*U2 (16)

Como visto anteriormente, um deslocamento é resultado do somatdério de todas
as forcas aplicadas naquele ponto. Isso também é conhecido como principio da
superposi¢ao dos efeitos (SORIANO, 2005). Sendo assim, é possivel somar as forgas

ativas e reativas em cada né para obtermos:

EA EA
f1=T*U1+<__>*U2 (17)
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EA EA
fo=(=77) v+ v, (18)

Obtém-se assim duas equagdes, com duas incdgnitas que poderiam ser
reescritas como um sistema de equacgdes. Também podem, é claro, ser reescritas na

representacao matricial deste sistema:

A1 [EA  EAW™

Ll

EA EA (19)
TEA I A | 2

Com isso é obtida a relacdo f = k*d onde:

a) fi: Forgas aplicada na barra;
b) k: Matriz de rigidez da barra;

c) di: Deslocamentos gerados pela aplicagao da forga f.

2.5.3.2 Matriz de Rigidez de viga

Com a Matriz de rigidez de uma viga, € possivel deduzir, através da relagao f =
k*d, os deslocamentos provocados por forcas momento e de cisalhamento. Para
proceder com a analise, considera-se uma barra qualquer com propriedades de
material e geometria uniformes. Conforme representado na Figura 13 (a), essa barra

estara sujeita a alguns carregamentos unitarios, sendo eles:

a) 1 carga distribuida em toda extensao de barra;
b) 2 cargas concentradas de efeito cisalhante, uma em cada no;

c) 2 cargas momento, uma em cada no.

Todos os carregamentos foram aplicados em sentido positivo, sendo a forga

momento positiva pela convengéo de Grinter.
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Figura 13 — Forcas e deslocamentos nodais em barra de viga

f2 fa
(a) Y LAY
frl 1 2 |

(b) [ T T—
(©) 92[\/\__‘

@ 1w

(e)

_\/\j64

Fonte: O autor (2022).

Na sequéncia, sao aplicadas as forcas uma a uma, sempre de né a no,
iniciando pela forga de cisalhamento e seguindo para a forga momento. Sempre que
uma forca for aplicada, considera-se que todos os demais deslocamentos livres da
barra serao restringidos. Para cada uma dessas forgcas aplicadas, sao geradas forgas
reativas e deslocamentos resultantes.

De acordo com McCormac (2019) as forgas relacionadas ao deslocamento 1,

representado na Figura 13 (b) séo:

El
fi1= 121_3* L1 (20)
El
f2,1 = 61_2*111 (21)
El

fsn = 12730 (22)
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El
f4,1 = 61_2 *Uq (23)

Para o deslocamento 2, representado na Figura 13 (c), obtém-se:

fiz = 6% * 0, (24)
fo2 = 4? * 6, (25)
f32 = —6% * 0 (26)
fap =2 El * 0, (27)

!

Para o deslocamento 3, representado na Figura 13 (d), obtém-se:

fis= —12% Uy (28)
foz = —6% - (29)
fos = 12%* Us (30)
fus = —6%* Us (31)

E finalmente, para o deslocamento 4, representado na Figura 13 (e), obtém-se:

El
f1,4 = 61_2 * 0y (32)
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El
f2,4 = ZT * 0y (33)
El
f3,4 = —6l_2* 04 (34)
El
f4,4 =4—x0, (35)

!

Usando o principio da superposicéo dos efeitos, é possivel dizer que as forgas

resultantes sao:

El El El El
f1=121—3*v1+6l—2*v1—12l—3*v1+6l—2*v1 (36)
El El El El
El El El El
f3:_12l_3*U3_61_2*U3+12l_3*v3_6l_2*v3 (38)
El El El El

12 [ 12 [

As equacdes 35 a 38 podem ser reescritas na forma de um sistema de

equacodes e consequentemente, de forma matricial:

i1 . EI EI El  EIq[Y1]
1257 65 -1257 63
El El El El
& S R
= (40)
EI El El El
f3 —121—3 —61—2 12l—3 —61_2 Uj
JEL oI El
AT l 2 1 e,
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Com isso, a relagao f = k*d também é estabelecida para vigas.

2.5.3.3 Matriz de Rigidez para pértico

A Matriz de Rigidez para portico tem a caracteristica particular de permitir
encontrar os deslocamentos de uma barra submetida a esforcos axiais, de
cisalhamento e forcas momento. Nao precisa ser utilizada exclusivamente em
porticos, e na aplicacao deste trabalho sera utilizada para o calculo de vigas
justamente pela capacidade de trabalhar os tipos de forga citados. Isso é possivel
pois, do ponto de vista do Método dos Deslocamentos, porticos sdo basicamente
casos especificos de viga rotacionadas (LEET; UANG; GILBERT, 2009).

A deducéo da Matriz de Rigidez para pértico € bastante simples, visto que é
uma jungao das matrizes para treliga e viga. Considerando a barra de treli¢ca, na Figura
14 (a), e a barra de viga, na Figura 14 (b); ambas com seus respectivos deslocamentos
aplicaveis. Para obtermos uma barra de portico, apenas reacomodamos o0s
deslocamentos das barras de treliga e viga em uma posigao adequada para a barra

de portico, Figura 14 (c).

Figura 14 — Deslocamentos nodais para barra de pértico

— V1 Y2U4 —
620 6406
o) 2\ 2\
.y+v2T T-U#US
03 Os
(c) (\ (-\
va — V1 V4 —) Tvs

Fonte: O autor (2022).

Isso é possivel pois todos estes deslocamentos sdo da mesma natureza, e em

todos os casos foram consideradas barras com caracteristicas uniformes. Sendo
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assim, a Matriz de Rigidez da trelica também teria linhas e colunas realocadas de
acordo com o exibido na Figura 14; assim como a matriz para viga.
Como essas matrizes sdo de dimensdes diferentes, os espagos vazios séo

preenchidos com zeros.

- _EI El El  EI
1277 7 "2z 6| 2
El El El  _EI
— — —-6—= 2—| 2/3
12 ! 12 l /
El El El El
-2 —67 127 65| 3/5
El El El  EI
— 2= —6— 4— | 4/6
2 ! 12 c Y
1 2 3 4 5 6
EA EA
— 0 -—— 0 0 1
! !
El El El  EI
0 1257 657 0 1257 65| 2
0 JELEL JEL O ELL
2 ! 2 !
EA EA
—— 0 — 0 o | 4
! !
El El El El
0 -1257 —657 0 1257 —65| 5
0 EI Bl JEL LY
12 ! 2 l -
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E obtida entdo a Matriz de Rigidez para pértico que sera utilizada na aplicagao
deste trabalho como parte do sistema para calculo de deslocamentos em vigas. A
matriz apresentada funciona para o calculo de barras horizontais, que é justamente a
proposta deste trabalho. A expansao desta matriz com adicdo de uma Matriz de
Rotagao permitiria o calculo integral de pérticos e de vigas inclinadas, mas isto fica

fora do escopo deste trabalho.

2.5.4 Uso da Matriz de Rigidez

Com a Matriz de Rigidez deduzida € possivel tratar do uso desta com enfoque
no objetivo proposto, que € a implementagdo da mesma em um algoritmo. Embora a
mesma ldgica sirva para o uso em qualquer processo sistematico ou sistema
computacional.

A abordagem matricial do Método dos Deslocamentos tem como caracteristica
intrinseca a interpretacao inicial dos dados localmente e posteriormente de forma
global. Isso significa que uma viga sera separada por nds de maneira ja discutida no
item 2.5.1. Essa separagao ira gerar diversos elementos de barra que serdo
analisados individualmente. Soriano (2005) define um elemento de barra (ou
simplesmente “barra”) como um elemento estrutural retilineo com extremidades
definidas por nés e propriedades fisicas e geométricas uniformes em todo o seu eixo.

Os requisitos para a insercdo de um no discutidos no item 2.5.1 ndo séo
ocasionais. Eles tém o objetivo de sempre gerar elementos de barra com as
caracteristicas apresentadas na dedugédo da Matriz de Rigidez de uma barra (item
2.5.3). Sendo assim, o algoritmo sempre trabalhara com elementos de barra de
propriedades de material e geometria uniformes, que poderdo possuir cargas de
cisalhamento, axiais e momento em suas extremidades e cargas distribuidas em toda
a sua extensao. Isso permite a sistematizacdo do processo de analise e calculo com
o uso de apenas uma Matriz de Rigidez.

Apobs o calculo da Matriz de Rigidez de cada elemento de barra é realizada a
sobreposi¢cao de efeitos e gerada a Matriz de Rigidez global, que é utilizada na
obtencéo de mais dados relevantes para este trabalho, como sera discutido em itens

futuros.
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2.5.4.1 Pré-requisitos

Antes de realmente dissertar sobre o processo de analise e calculo, é preciso
tratar dos dados de entrada necessarios para que seja possivel obter as reacdes de
apoio e diagramas de esforgos solicitantes de vigas submetidas a esforgos externos.

O Mddulo de Elasticidade (E) € uma propriedade do material que compdem a
viga. E uma constante de proporcionalidade, e representa o declive de uma reta em
um grafico de tensao-deformagao (HIBBELER, 2006). Esse comportamento € descrito

na Lei de Hooke:

o=EFEe (41)

A Equacéao 41 pode ser reescrita da seguinte forma:

(42)

m|Q

Onde:

a) E: Modulo de elasticidade
b) o: Tensao

c) €: Deformacéao

O Momento de Inércia de uma area (I) € uma propriedade do material que
compdem a viga. Provém da relagédo entre a tensdo normal e 0 momento aplicado a
uma viga elastica (HIBBELER, 2010). Pode ser obtida através da integracao da area
da secéo transversal da viga.

As caracteristicas geométricas da viga também sdo necessarias. Sao elas a
largura e a area da secéo transversal. E finalmente, as coordenadas e caracteristicas
dos apoios e dos carregamentos ao qual a viga esta submetida.

Esses s&o basicamente os dados de entrada da aplicacao alvo deste trabalho.

Com posse destes € possivel iniciar a fase de calculo.
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2.5.4.2 Determinagao das Matrizes de Rigidez local

A Matriz de Rigidez local é aquela calculada para cada elemento de barra.
Considerando que os elementos tenham sido devidamente desmembrados através da
imposig¢ao dos nas, o processo € simplesmente algébrico. Tomaremos como exemplo

a viga da Figura 15:

Figura 15 — Elementos de barra com deslocamentos

A: 0.06 m?
E: 20000 Mpa
/ l: 0,01 m*
N7
A\ —
2 3 2.5 2.5
0 2 5 7.5 10
01 B4 Os B9
Tvs Tvs
04 Bs B9
V2 (\“ Us ) U7 (\'
TU3 TUS
2 3 2.5 2.5
0 2 5 7.5 10

Fonte: O autor (2022).

Devido aos apoios e carregamentos, a viga foi virtualmente separada em quatro
elementos de barra através da insercao de cinco nds sobre a estrutura. Considerando
que a viga tem propriedades uniformes em toda a sua extensao, os valores de area,
modulo de elasticidade, e momento de inércia de area sdo compartilhados por todos
os elementos, sendo a largura, o Unico parametro variavel entre cada intervalo.

A Figura 15 também traz os deslocamentos que precisaram ser restringidos
pelo método no item 2.5.2. Linhas e colunas representando um deslocamento do tipo
serao marcadas na Matriz de Rigidez, com o indice do deslocamento, que no nosso
exemplo vai de 1 até 9. Ja deslocamentos prescritos serdo marcados com zero. Essa
informacéao sera util posteriormente.

Extraindo os dados relativos ao primeiro elemento de barra:
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a) EA: 1200 (0,06*20000). Produto do médulo de Elasticidade com a area da
secao transversal,
b) EI: 200 (20000*0,01). Inércia;

c) Largura: 2.

E possivel entdo popular a Matriz de Rigidez deste primeiro elemento:

1 1200 0 0 1200 0
2 2
200 200 200 200
6200 200 0 6200 200
22 2 22 2
1200 0 1200 0 0
2 2
200 200 200 200
200 200 0 200 200
22 2 22 2

O resultado para o primeiro elemento, assim como para os demais, ao qual foi

seguido o mesmo procedimento é o seguinte:

Elemento de barra 1:

r 600 0 0 —600 0 010
0 300 300 0 =300 300] O
0 300 400 0 —-300 200 1
—600 0 0 600 0 0 2

0 —-300 -300 0 300 -—-300| 3

0 300 200 0 —-300 40041 4



Elemento de barra 2:

2 3 4 5 0
r 400 0 0 —400 0 0
0 88,89 133,33 0 —88,89 133,33
0 133,33 266,67 0 —133,33 133,33
—400 0 0 400 0 0

0 —88,89 —133,33 0 88,89  —133,33

0 133,33 133,33 0 —133,33 266,67

Elemento de barra 3:

5 0 6 7 8 9
r 480 0 0 —480 0 0 15
0 153,6 192 0 —153,6 192 0
0 192 320 0 —-192 160 6
—480 0 0 480 0 0 7
0 —153,6 —-192 0 153,6 -—-192( 8
0 192 160 0 —-192 3204 9

Elemento de barra 4:

7 8 9 0 0
r 480 0 0 —480 0 071 7
0 153,6 192 0 —153,6 192 8
0 192 320 0 —-192 160 | 9
—480 0 0 480 0 0 0
0 —153,6 —-192 0 153,6 -—-192( O
0 192 160 0 —-192 3204 0
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2.5.4.3 Determinagao da Matriz de Rigidez global

Para determinar os valores da Matriz de Rigidez global os valores das linhas e
colunas relacionadas aos deslocamentos restringidos sdo sobrepostos e seus valores
somados. As linhas e colunas dos deslocamentos prescritos s&o ignorados.

Exemplificando com o somatdrio dos elementos de barra 1 e 2:

a) alinha 1/coluna 1, relacionado ao deslocamento 1 esta apenas na matriz 1,
portanto o valor fica em 400. O mesmo ocorre com 1/3, 1/4, 3/1, 4/1;

b) a linha 2/coluna 2 é a soma de 600 e 400, portanto: 1000;

c) alinha 3/coluna 3 é igual a 388,89;

d) e assim sucessivamente.

{ .
I 5)
) amm—a
P =
N
W
P B
®

00

4 N VY N 200 200l o
4 3¢0 || 200 0 1
—doo ¢ 0 0 2
{ —do0  |[-300 0 300 3
9 390 | 200 0 ~300 4

2 3 4 5 6
400 0 0 —400 I 0 1 2
0 o -8$89 13333| 3
o |[13333||l[26667|| o —-13p33 13333 | 4
—400 0 0 400 4 0 5

0 133,33 133,33 0 —13'3,33 266,67 1 6
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O resultado parcial relacionado aos deslocamentos vistos seria:

1 2 3 4
—300 0 3
200 0 -166,67|| [|666,67 4

A Matriz de Rigidez global completa para a viga de exemplo é a seguinte:

r 400 0 —300 200 0 0 0 0 0 1
0 1000 0 0 —400 0 0 0 0
—300 0 388,89 —166,67 0 133,33 0 0 0
200 0 —166,67 666,67 0 133,33 0 0 0
0 —400 0 0 880 0 —480 0 0

0 0 133,33 133,33 0 586,67 0 —192 160
0 0 0 0 —480 0 960 0 0
0 0 0 0 0 —192 0 3072 0

0 0 0 0 0 160 0 0 640-

Com os valores para a Matriz de Rigidez deduzidos ainda é necessario
conhecer os valores do vetor de forcas para poder deduzir os deslocamentos a partir

da relagao f = k*d.
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2.5.5 Vetor de forgas

Dentro do Método dos Deslocamentos os carregamentos sdo separados por

tipo e avaliados separadamente de acordo com suas caracteristicas.

2.5.5.1 Vetor de esforgos de engastamento perfeito

Esse vetor compreende as cargas distribuidas aplicadas por todo elemento de
barra. Cargas distribuidas podem ter varias caracteristicas que afetam a maneira que
os dados devem ser interpretados.

Cargas uniformemente distribuidas sao calculadas para cada elemento de

barra de acordo com seguinte equacéo (MARTHA, 2017):

[ql x 1 qF =1
3 T g
qy * 1

2
qy * I?

_ 12
6 3
qy * 1

2
qy * 12
12

Onde:

a) fo: Vetor de esforgos de engastamento perfeito;
b) qlx: Carga inicial na diregao x;

c) gFx: Carga final na diregao x;

d) qy: Carga na diregao y;

e) |: Largura do elemento de barra.
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Cada linha da coluna vetorial representa um dos esforcos de engastamento
perfeito (SORIANO, 2005); sendo eles, na ordem:

a) esforgo inicial em x;
b) esforgo inicial emy;
c) momento inicial;

d) esforco final em x;
e) esforco final em y;

f) momento final.

Essa relacéo € valida para carregamentos com outros caracteristicas. Para

carregamentos triangulares o vetor € o seguinte:

rql_x1 qF *1
3t
qly *1
20
qly 17
30
foqux*l C[Fx*l (44)
6 + 3
qF, x 1
T
qF, * 17
20

Esse vetor é valido para carregamentos triangulares considerando que a carga
inicial seja zero. Caso contrario se invertem os carregamentos iniciais e finais.

Para carregamentos trapezoidais, basta somar os vetores das equacgdes 43 e
44 considerando, é claro, a grandeza das forgas aplicadas em cada uma das posi¢des
do elemento de barra de acordo com a geometria da carga.

Para exemplificar o calculo serdo dispostos os valores necessarios no vetor de
engastamento perfeito para o primeiro elemento de barra da Figura 16, que possui um

carregamento trapezoidal:



Figura 16 — Viga com cargas e deslocamentos

-10kN/m
-5kN/m
-10kN LA

/]

L\ ——

61 B4 Os B9
N wX ¥ N\ v\ E
g y 4 ' 14 ﬁ T 14

/7]

Fonte: O autor (2022).

fO:l =

0*2+0*2
3 6
5*2+ (10—-5) %2
2 20
5*22+(10—5)*22
12 30
0*2+0*2
6 3
5*2+7(1O—5)*2
2 20
5%22 (10 —5) %22
12 20
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O resultado para todos os elementos de barra da viga apresentada, juntamente

com o deslocamento ao qual cada um representa sdo apresentados na sequéncia.

Lembrando que deslocamentos prescritos tem valor zero.

Elemento de barra 1:

fO:l =

6,5
2,33

8,5

o
B w N RO O

[ —2,67]
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Elemento de barra 2:

-0 1
15
7,5
0
15

—7,5]

fO:Z =

A © U1 H W DN

Elemento de barra 3:

foz =

©c o o o o o
O ® N o o wu

Elemento de barra 4:

f0:4 =

©c o o ©o o o
o o o © o 9

E possivel observar que nos elementos de barra 1 e 2, as linhas 1 e 4 recebem
valor zero por ndo possuirem carregamentos distribuidos na diregdo x. Também é
possivel ver que os elementos 3 e 4 ficam completamente zerados por ndo possuirem
qualquer tipo de carregamento distribuido.

Para se obter o vetor de esfor¢os de engastamento perfeito global é necessario
descartar todos as linhas de nossos vetores relacionadas aos deslocamentos
prescritos e somar as restantes, cada qual com o deslocamento ao qual esta

referenciada. Sendo assim:



E, portanto, o vetor de esforcos de engastamento perfeito para a viga de

exemplo fica como disposto abaixo:

2,33

0+0
8,5+ 15
—-2,67+7,5
f(): 0+0
-75+0
0+0
0+0
0+0

2.5.5.2 Vetor de forgcas externas nodais

Como o préprio nome referencia, € o vetor que guarda os valores das forgas
aplicadas nos nés atribuidos a viga; sendo estas, forgas concentradas axiais e de
cisalhamento, assim como forcas momento (SORIANO, 2005). Guarda apenas os
valores de forgas alocadas em nés onde ocorrem deslocamentos que necessitam ser

restringidos pelos critérios do método, e possuira como tamanho o numero desses

deslocamentos.

Considerando a viga da Figura 16, com seus respectivos carregamentos

teremos:

(2,337

0
23,5
4,83

0
-7,5

0

0

L 0
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0 1

0 2

0 3

0 4

fa=] 0 5
0 6

=7,071 7
-7,07] 8

0 9

E possivel observar que existem nesse vetor, apenas valores relacionados aos
deslocamentos 7 e 8. O 7 é um deslocamento em x (axial), enquanto 8 &€ um
deslocamento em y (de cisalhamento). Ambos provocados pela carga concentrada de
-10 kN inclinada aos 45°. Considerando que:

—10 * cos(45) = —7,07

—10 * sen(45) = —7,07

A carga momento de -5 kNm, aos 10 metros, nao é aplicavel a este vetor pois

esta alocada sobre um apoio e, portanto, o deslocamento local é prescrito.

2.5.5.3 Vetor resultante de forgas

O vetor resultante para as forgas atuantes na viga é simplesmente a subtragao

do vetor de esforgos nodais pelo vetor de esfor¢gos de engastamento perfeito, ou seja:

f=fh—1o (45)

Que resulta em:



52

- 0-233 71 [—233
0-0 0

0— 235 —23,5

0 — 4,83 —4,83
f=| o-0 |[=| o
0—(=7,5) 7,5

—707-0| [-707

—707-0| [-707
o—0 1 L o

Sendo assim, foram obtidos todos os itens necessarios da relacéo f = k*d para

deduzir os deslocamentos da viga de exemplo.

2.5.6 Deslocamentos

Todos os esforgos até o presente momento surgiram da necessidade de se

encontrar os valores para a seguinte relagao:

f=k=+d (46)

Transportando os valores obtidos anteriormente para a Equacgao 46 é obtido:

(—2,337 [ 400 0 —300 200 0 0 0 0 0 1[d1]
0 0 1000 0 0 —400 0 0 0 0 ||d.
—23,5 —300 0 388,89 —166,67 0 133,33 0 0 0 ||ds
—4,83 200 0 —166,67 666,67 0 133,33 0 0 0 ||ds4
0 =| 0 —400 0 0 880 0 —480 0 0 ||ds
7,5 0 0 133,33 133,33 0 586,67 0 —192 160||ds
-7,07 0 0 0 0 —480 0 960 0 0 ||d;
-7,07 0 0 0 0 0 —-192 0 307,2 0 ||dg
0 0 0 0 0 0 160 0 0 640 Ld,
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O objetivo neste tépico é encontrar os valores dos deslocamentos, e no item
2.5.2 foi apresentado que a relacao desta equacao foi obtida através da interpretacao
de que a Matriz de Rigidez é a inversa da Matriz de Flexibilidade, portanto o caminho

natural seria o seguinte:

d=f*k? (47)

Nesse caso, os deslocamentos seriam o produto das forgas pela inversa da
Matriz de Rigidez. Como o objetivo deste trabalho é a implementagéo deste sistema
em um software, é prudente que os valores sejam obtidos através de um sistema de
equacoes pelo fato dos resultados serem mais precisos e a resolugcio requerer menor
processamento do dispositivo utilizado (COOK, 2010). Sendo assim, estrutura-se o

seguinte sistema:

400d, + 0d, — 300d5 + 200d,, + 0ds + 0dg + 0d, + 0dg + 0ds —2,33
0d; + 1000d, + 0d3 + 0d, — 400ds + 0dg + 0d; + Odg + 0dy 0
—300d; + 0d, + 388,89d; — 166,67d, + 0ds + 133,33d, + 0d, + 0dg + 0d, —23,5
200d; + 0d, — 166,67d3 + 666,67d, + 0ds + 133,33dg + 0d, + 0dg + 0ds —4.83

{0d, — 400d, + 0d5 + 0d, + 880ds + 0dg — 480d,, + 0dg + 0ds = 0
0d; + 0d, + 133,33d5 + 133,33d, + 0ds + 586,67dg + 0d; — 192dg + 160d, 7,5
0d; + 0d, + 0ds + 0dy — 480ds + 0dg + 960d, + 0dg + 0ds ~7,07
0d; + 0d, + 0ds + 0d, + 0ds — 192d, + 0d, + 307,2dg + 0d, —7.07

\0d; + 0d, + 0d3 + 0d, + 0ds + 160ds + 0d; + 0dg + 640d, 0

Ap0ds resolver o sistema de equacgdes pelo método de eliminacdo de Gauss, &
obtido o vetor de deslocamentos globais a seguir. Os valores em radianos
correspondem as rotagdes, enquanto os valores em metros correspondem as

translacoes.
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—0.161788 rad1 1
—0.002946m | V2
—0.230924m | U3

—0.034476 rad| 0,

d=| —0.007365m | vs
0.090159 rad | B¢
—0.011047 m | v,

0.033335m | vg

L—0.022539 rad! 6,

Ainda é necessaria a deducao de vetores que representam os deslocamentos
locais que serao necessarios para descobrir os esforcos internos. Para isso revisamos

mais uma vez os deslocamentos da viga na Figura 17:

Figura 17 — Deslocamentos por elemento de barra

Os B9

— ' vz'(\94 ﬁ’(:\ wm
| I | I

B4 Bs

B9
P o R G . G
T 27 Tw 4 7

Fonte: O autor (2022).

Considerando que os deslocamentos em preto s&o prescritos e tem valor zero;
€ seguida a ordem de imposigcao das restricbes, que sao realizadas né a nd, sendo
inicialmente realizadas as horizontais, seguidas das verticais e finalizando pelas

rotagdes, obtém-se entdo os seguintes vetores:

Elemento de barra 1:

0

0
—0.161788
—0.002946
—0.230924
-—0.034476-

QU
=
Il




Elemento de barra 2:

Elemento de barra 3:

Elemento de barra 4:

2.5.7 Esforgos internos

[—0.0029467
—0.230924
—0.034476
—0.007365

0

- 0.090159 -

(—0.0073657
0
0.090159
—0.011047
0.033335

+—0.022539-

1—0.0110477
0.033335
—0.022539
0
0

0
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Com os deslocamentos, foram levantadas todas as informacdes necessarias

para deduzir os esforcos internos nos pontos nodais. Os esforgos sao calculados para

cada elemento de barra através da seguinte equacao (MARTHA, 2017):

g=f+tk=d

(48)
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Onde:

g: Esforgos internos para o elemento de barra;

f: Vetor de forgas do engastamento perfeito do elemento;

k: Matriz de rigidez do elemento;

d: Deslocamentos relativos ao elemento.

Sendo assim, para o primeiro elemento de barra da viga da Figura 16 se deduz

0 seguinte equacionamento:

0 600 0 0 —600 0 0 0

6,5 0 300 300 0 —300 300 0
2,33 0 300 400 0 —300 200 |[-0.161788
970 T len o 0 600 0 0 ||-0.002946
8,5 0 —300 —-300 0 300 —300||-0.230924
l—267] L o 300 200 o —300 400dl-0.034476]

Calculando os valores para todos os elementos de barra se obtém:

Elemento de barra 1:

r 1,77 7 Esforgo normal inicial
16,9 Esforco cortante inicial
0 Momento fletor inicial
= —1,77| Esforgonormal final
—1,9 | Esforgo cortante final
120,461 Momento fletor final

Elemento de barra 2:

92

r 1,77
1,9
—20,46
-1,77
28,1

| 18,841



Elemento de barra 3:

[ 1,77 1
7,86
18,84
-1,77
—7,86

L 0,81

g3 =

Elemento de barra 4:

- 5,3
0,79
-0,81
53
-0,79
L 2,79

gs =
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Com os valores acima apresentados a partir de uma aplicagao, ja se teria boa

parte do objetivo deste trabalho concluido. A partir destes também ja é possivel

realizar um esbog¢o dos diagramas de esforgos solicitantes, assim como deduzir as

reagdes nos apoios.

A Figura 18 mostra todos os elementos de barra com seus respectivos valores

de esforgos internos:

Figura 18 — Esforgos internos por elemento de barra

0

— 1 -

16,9 kN

1,77 kN

20,46 kKNm

-1,9 kN

-20,46 KNm

1,77 kN

2

1,77 kN

-1,77 kN

1,9 kN

Fonte: O autor (2022).

—e

-18,84 kKNm

-1,77 kN
28,1 kN

18,84 kKNm

— 3 -,

7,86 kN

0,81 kNm

-1,77 kN
-7,86 kN

-0,81 kNm
4

2,79 KNm
-5,3 kN

5,3 kN

0,79 kN -0,79 kN
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2.5.8 Reago6es nos apoios

A determinacdo das reacdes nos apoios, ou determinacdo dos esforgos
externos € uma das informacdes mais relevantes obtida da analise estrutural, pois
fornece ao analista visdo de como aquela estrutura ou elemento estrutural ira se
comportar com o seu meio, informando sobre as tensbes que ali deverdo ser
suportadas para que haja equilibrio estatico.

Como o préprio termo se refere, sdo reagdes e, portanto, sao resultado do
somatério dos esforcos internos no ponto, e das reacdes as forgas concentradas e
momento aplicadas ali diretamente (LEET; UANG; GILBERT, 2009). O primeiro apoio,
Figura 19, estd em uma extremidade, recebendo apenas os esfor¢os do elemento de
barra 1. Também n&o possui nenhuma carga pontual e, portanto, o valor das reagdes

sera igual aos esforgos internos naquele ponto.

Figura 19 — Reagdes no primeiro apoio

-10kN/m

-5kN/m

-10kN b
1,77 kN y KEW
N

\

T16,9 kN

0

1,77 kN 1

16,9 kN

Fonte: O autor (2022).

Ja o segundo apoio, Figura 20, sofre influéncia das tensbes vindas dos
elementos de barra 2 e 3, portanto as reacdes neste ponto serdo o somatorio dos
esforgos internos de ambos os elementos de barra pois ndo existe nenhuma carga

concentrada ou momento aplicada sobre este apoio.
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Figura 20 — Reagbes no segundo apoio

_1(\)y -5kNm

A &

-10kN/m

-5kN/m

35,96 kN
. 2 [ . )y 3
-1,77 kN 1,77 kN
28,1 kN 7,86 kN

Fonte: O autor (2022).

Procedendo com o somatério dos esforcos internos é obtido:

D B=—L77kN + 177 kN =0
> B, =28,1kN +7,86 kN = 3596 kN

Z M = —18,84 kNm + 18,84 kNm = 0

O terceiro apoio, Figura 21, também fica em uma extremidade, portanto suas
reagdes serao iguais aos esforgos internos do elemento de barra 4 no lado ao qual o
apoio estd alocado, mais a reagdo a carga pontual momento ali aplicada.
Considerando que esta carga de -5 kNm gerara uma reagao de 5 kNm naquele ponto,

considera-se que:

Z M =279 kNm + 5 kNm = 7,79 kNm
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Figura 21 — Reacdes no terceiro apoio

-10kN/m
-5kN/m
_1(\)V -5kNm
—= E 5,3 kN
A /]
~& —_— 079kN] 779 kNm
2,79 kNm
4 5,3 kN
-0,79 kN

Fonte: O autor (2022).

2.5.9 Diagramas de esforcos solicitantes

Se as reagdes nos apoios sao importantes para compreender a interacao da
estrutura analisada com o seu ambiente, os diagramas de esforgos solicitantes sao
essenciais para compreender os esforcos internos em toda extensao da estrutura,
fornecendo as informagdes necessarias para o projeto adequado.

Geralmente os diagramas sao gerados a partir dos valores dos esforgos
internos, ja deduzidos anteriormente, e em alguns casos com a interpolagado de
valores de maximos e minimos através de algumas relagdes que sao relativamente
simples para o cérebro humano, mas tem dificil implementagdo para um algoritmo
devido ao numero de situagdes de contorno a ser observada. E no fim é obtido um
esboco.

Como o objetivo deste trabalho é aplicar a pesquisa sobre analise estrutural no
desenvolvimento de um software que seja capaz de gerar esse tipo de diagrama é
sempre necessaria a deducao de uma equacgao que possa descrever a curva a ser
desenhada em qualquer ponto da estrutura.

A seguir sera explanado sobre os métodos para obtengdo destas equagdes

para cada um dos tipos de diagramas implementados.
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2.5.9.1 Diagrama de esfor¢o normal

O esforgo normal é geralmente gerado através da aplicagédo de uma ou mais
cargas pontuais axiais sobre a estrutura. Nesse caso, o diagrama pode ser tragado
apenas com os valores dos esforgos internos da estrutura, obtidos anteriormente, que
sao somados a cada elemento de barra provocando a alteracao do tragado.

Essa solucdo, entretanto, apenas descreve o comportamento correto do
diagrama em elementos de barra submetidos exclusivamente a carregamentos
concentrados. Sempre que um carregamento distribuido € aplicado, o diagrama
precisa reproduzir uma curva que nao é possivel de descrever com a simples soma
dos valores.

Martha (2017) aponta que um carregamento axialmente distribuido, Figura 22,
em um elemento de barra pode ter seu comportamento linear descrito pela seguinte

equacao:

X

@ =0 (1-7) +as (7) (49)

Figura 22 — Carregamento axial distribuido

q(x) o
Qa

q(x)

X -

Fonte: O autor (2022).

Em posse da equacéo linear que descreve a reta do carregamento, € possivel
realizar a integragdo da mesma a fim de se obter uma fung¢ao quadratica que descreve

o comportamento das tensoes:

X

N(x) = j; |90 (1- %) +qp (%)] dx = —qq (x - ;—j) — (2—?) (50)
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Com a equacéao capaz de descrever a curva para um diagrama de esforgos
normais, independente do tipo de carregamento, € possivel finalmente plotar os

valores para a viga de exemplo, Figura 23:

Figura 23 — Diagrama de esfor¢o normal

50
40
30
20

10
5,3 kN

-1,77 kN -1,77 kN -1,77 kN
-10

-20
-30
-40
-50

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fonte: O autor (2022).

2.5.9.2 Diagramas de esforgo cortante e momento fletor

Hibbeler (2006) discorre sobre as relagdes entre a carga aplicada sobre um
elemento de barra com rigidez e geometria constantes e seus diagramas de esforgo

cortante e momento fletor definindo as seguintes relagdes:

d*v
—-qx) = EIW (91)

00 =E1LY (52)

dx3
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d?v

M(x) = El— (53)
dx?

Na Equacao 51 existe um valor conhecido, que é o carregamento em um
elemento de barra sendo igualado a uma equacao diferencial que; caso seja integrada
quatro vezes, fornece a equacgao para determinar o valor, também ja conhecido, do
deslocamento transversal (v). O diagrama dos deslocamentos transversais da viga
esta fora do escopo deste trabalho, mas estas relagbes podem ser usadas para
determinar os diagramas de esforgo cortante e de momento fletor.

Considerando que q(x) € uma equacéo linear que descreve o comportamento
da carga sendo submetida a um elemento de barra, pode-se dizer que esta € igual a

equacao reduzida da reta e, portanto:

4

d
—q(x) = Eld_xl‘i =—Ax — B (54)

Integrando a Equacédo 54 quatro vezes sao obtidas as seguintes equacgdes

resultantes:

Q(x) = EIZ—;}: —A%Z—Bx+C1 (99)
M(x)=EIZ—jCl2)=—Ax—63—BxZ—2+C1x+C2 (56)
e(x)=EIZ—Z=—A%—Bx—;+clxz—2+(:2x+(:3 (97)
v(x)=EIv=—A%—B§+C1x—63+C2x;+C3x+C4 (58)

Foram entdo deduzidas as equacbes para o esforco cortante € 0 momento
fletor, além das equacgdes para determinar os deslocamentos transversais e de
rotagao, porém com constantes de integragcédo de valor desconhecido. Para descobrir
o valor dessas constantes, utilizam-se os valores conhecidos dos deslocamentos

obtidos no item 2.5.6, assim como as equagdes obtidas acima.



Figura 24 — Deslocamentos em elemento de barra
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F

X1 X2

Fonte: O autor (2022).

Dado um elemento de barra, Figura 24, com

deslocamentos, e impostas as seguintes condigdes:

dv

Parax=x1—>v=v1;a=92
Parax =x,>v=v 'd—U—H
=X =U3; = Vs
Considera-se:
x15 4 2
EI*U1=—Am—Bﬁ+C1 6 +C2 +C3X1+C4,
4 3 2
E1*92=—Aﬁ—3?+cl +C2X1+C3
xz5 xz 2
EI*U3=—AHO—BE+C1 6 +C2 +C3x2+C4,
4 3 2
E1*94=—AE—B?+C1 +C2X2+ C3

O0S seus
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respectivos

E possivel observar que ao isolar as constantes de integracdo, obtém-se do

outro lado da igualdade um vetor de valores conhecidos, portanto €& possivel

reescrever este conjunto como um sistema de equagdes que pode ser calculado pelo

método de eliminagdo de Gauss para obter os valores das constantes a partir dos

dados dos deslocamentos e termos independentes A e B.
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x,3 X2 x.° xt
Cl? +C27 + C3x1 + C, El x v, -|-AE0 +Bﬁ
x,2 x,t x3

Cl T + szl + C3 _ EI % 92 + Aﬁ + B?

< x,° X2 B x,° x,*
Cl? + CzT + C3x2+ C4 EI*U3+ AFO + Bﬁ
X2 x,* x,3

k ClT + szz + C3 EI * 94 + Aﬁ + B?

Ainda falta deduzir os valores de A e B relativos a equagao geral da reta para
um carregamento conhecido. O método escolhido para a aplicagéo deste trabalho € a
partir dos determinantes da equacdo. E possivel obter a equacdo completa da reta

através da resolucéo do seguinte determinante:

Xy qp 1

X2 q2 1|1=0 (59)
x q 1

Como sao necessarios os termos independentes, e ndo a equagao completa,

o determinante deve ser analisado como um sistema de equacgdes, separando os

termos em trés determinantes diferentes:

detX = * o1
x, 1]
detA = 0 1
g2 1
I o A
detB = x, CIz]
Com a resolugao dos determinantes acima, os valores de A e B serdo os
seguintes:
detA
A= 60
detX (60)
detB
B = (61)

"~ detX
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Sao entdo conhecidos todos os recursos para deduzir os valores dos diagramas
de esforco cortante e momento fletor para um elemento de barra, e consequentemente
para toda uma viga. Sendo assim, serdo deduzidos estes valores para o primeiro
elemento de barra da viga de exemplo, Figura 25, que possui um carregamento
trapezoidal. O mesmo procedimento podera ser aplicado para qualquer outro

elemento de barra.

Figura 25 — Carregamento trapezoidal em viga

~10kN/m A: 0.06 m?

_5kN/m E: 20000 Mpa
1: 0,01 m*

& A +

0 2

Fonte: O autor (2022).

Inicialmente sao determinados os coeficientes A e B, que serdo utilizados em
todo processo. Quando é deduzida uma equacéao de reta sempre € considerado que
valores acima da viga sao positivos, e abaixo sao negativos. Isso garante que as
equagdes terao sua variagao angular correta, afinal o objetivo é descrever no primeiro
elemento de barra uma reta que teria o comportamento y(0)=5 até y(2)=10. Sendo

assim, determina-se os seguintes equacionamentos:

0 17_
detx = |, 1]_ 2
5 1. _
detd = | 1]_ 5
[0 51_
detB = | 10]_ 10
Portanto:
_detA_—S

= =—=25
detX -2



_detB  —10 _
T detX -2
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Tendo os coeficientes da reta e os valores dos deslocamentos obtidos no item

2.5.6, € possivel determinar as constantes de integracdo que satisfazem o conjunto

de equacdes, considerando que todas as variaveis do vetor de termos independentes

tém valores conhecidos:

3 2 5 4
OC+OC+OC+C 2000 % 0,01 0 + 2,52 +50
- - * * —_— J—
6 27 3T e ’ 120 24
02 04 03
761 + 0C, + C3 2000 % 0,01 * —0.161788 + 2,5ﬁ + 5?
X =
23 2 25 24
22 24 3
(56t 26+ G 2000+ 0,01 —0.034476 + 2,5 + 5

Resolvendo o sistema de equagdes acima, sdo obtidos os seguintes valores

para as constantes de integracgao:

¢, = 16,90
C,=0
C; =—32,36
€, =0

Foram entéo obtidas todas as informacdes necessarias para realizar o calculo

dos pontos por onde passardo as curvas dos diagramas de esforgo cortante e

momento fletor do primeiro elemento de barra da nossa viga. Vamos calcular cada um

deles para 5 pontos:

2

0
Q(0) =— 2,57— 5x0+ 16,90 = 16,90

2

0,5
Q(0,5) =—- 2,57 —5%0,5+1690 = 14,09
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2

1
Q) =- 2,57— 5x1+4+ 16,90 = 10,65

1,52
Q(1,5) =—- 2,57 —-5%1,5+1690 = 6,59

2

Q) = —2,57—5*2+16,90 =19

Na aplicagao alvo deste trabalho serao calculados mais pontos para cada elemento de
barra para garantir que curvas sejam suaves, e ndo apenas um conjunto de retas. A Figura
26 mostra o diagrama de esforgo cortante para toda a viga de exemplo, incluindo é claro, os

valores calculados para o primeiro elemento de barra.

Figura 26 — Diagrama de esforgo cortante

50
40
30

16,9 kN

10 7,86 kN

1,9 kN 0,79 kN

-10

-20

-30 -28,1 kN
-40

-50
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fonte: O autor (2022).

Calculando os mesmos 5 pontos para a equagao do momento sdo obtidos os seguintes

valores:

3 02

0
M(0) =—2,5€—57+16,90*0+0=0
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0,53 0,52

M(O,S) = — Z,ST— 57+ 16,90« 0,5+ 0=7,77
3 12

M) =- 2,53— 57+ 1690 «1+4+ 0 = 13,98
1,53 1,52

M(l,S) = — Z,ST — 57 +16,90% 1,54+ 0= 18,31

23 22
MQ2) = - 2,53— 57+ 16,90 « 2 4+ 0 = 20,46

E o diagrama de momento fletor para toda a viga de exemplo esta representada na

Figura 27:

Figura 27 — Diagrama de momento fletor
50
-40
-30

20 -18,84 kNm

-10

0N ~ \E

0,81 kNm
2,79 kNm

7

10

20
20,46 kNm

30
40

50
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fonte: O autor (2022).

Com o desenvolvimento dos diagramas de esforgos solicitantes é finalizado o

ultimo tépico relativo a Revisao Bibliografica.



70

3 METODO DE PESQUISA

O projeto foi desenvolvido em 3 grandes etapas. Na primeira delas foi
desenvolvido o corpo da aplicagdo, na segunda parte foi desenvolvida a base de
calculo responsavel pelos resultados da aplicacao e na ultima foi implementada a fase

de testes.

3.1 ETAPA 1: O CORPO DA APLICACAO

3.1.1 Concepcgao e prototipagem

Toda ferramenta em forma de aplicagao possui um ou mais objetivos finais e um
caminho que deve ser percorrido para se alcangar esse objetivo. Esse caminho deve
apresentar um balanco entre usabilidade e fung¢ao. Para que isso ocorra foi necessario
dedicar o periodo inicial do desenvolvimento para as tarefas de concepcédo e
prototipagem.

Na concepc¢ao, a aplicacao foi idealizada para que cumpra seu papel como uma
ferramenta. As ideias para seu funcionamento foram langadas e organizadas em papel
através de rascunhos e mapas conceituais. Na prototipagem todas as anotagdes se
transformam em um protdtipo parcialmente funcional para que a usabilidade e fluidez
da aplicacao fossem verificadas. Para este processo foi utilizado o software Adobe
lllustrator, que permite a criagdo de protétipos de janelas de aplicagdes para diversos
formatos de tela através de ferramentas de desenho vetorial.

Quando a aplicacao € de desenvolvimento pessoal, como no caso deste projeto,
ou interno; a fase de prototipagem se encerra na prova de conceito. A prova de
conceito ocorre quando os interessados julgam que as ideias levantadas na fase de
concepgao sao satisfeitas através das janelas de protétipos realizadas. Nesse ponto
0 processo de prototipagem pode ser encerrado para dar inicio ao processo de

desenvolvimento de cddigo.
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3.1.2 Estrutura e estilo

Para escrever todo o cédigo, em todas as linguagens utilizadas na aplicagao; foi
feito uso do software Adobe Brackets, que permite que estes sejam escritos em UTF-
8 com coloragao de codigo ativa, além de possuir um servidor WEB integrado para
que as alteragdes neste sejam observadas em tempo real. Esse aspecto foi importante
para que o progresso pudesse ser acompanhado gradativamente enquanto os erros
pudessem ser interceptados no ato de sua concepcéo, evitando o seu acumulo.

O primeiro cédigo escrito foi o HTML. E a partir dele que toda a estrutura da
aplicacao foi desenvolvida. Foram criadas areas de menus, de formularios e o palco
onde visualmente se situa a estrutura e seus diagramas de solicitagdes. Para dar ao
HTML a forma idealizada e visualizada na prototipagem, foi paralelamente escrito o
cbdigo CSS. Na conclusao deste processo, o resultado foi um corpo de aplicagao que
ja estava estruturalmente e visualmente finalizado, porém nao funcional, restando
assim, para os proximos passos, conectar esta interface a uma camada de controle
responsavel por interpretar os dados inseridos, processa-los e devolver a resposta

adequada ao usuario.

3.1.3 Interatividade e controle

A aplicagao, apesar de ser acessada na WEB através de um navegador, tem
seu funcionamento local. Para adicionar funcionalidade a mesma, foi escrito o cédigo
em JavaScript. Nesta fase foram escritas as fungdes responsaveis pelo
funcionamento basico da interface, como controle de menus, de abas e do conteudo,
mas também da validagao dos dados inseridos nos formularios, a coleta e organizagao
dos mesmos e a transformacio destes em resposta visual através da manipulacao
dos elementos SVG. O JavaScript também foi utilizado para controlar dados de
preferéncia do usuario, como a escolha do idioma usado pela aplicagao, por exemplo.

Para o processo de testes e depuracdo do JavaScript foram utilizadas as
ferramentas de desenvolvimento disponiveis nos navegadores Google Chrome e
Apple Safari; por possuirem a maior parte dos usuarios quando analisados
dispositivos de mesa e méveis, assim como, por possuirem ferramentas poderosas

de depuragao de cédigo.
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3.2 ETAPA 2: BASE DE CALCULO

Nesta etapa foi realizado o desenvolvimento do algoritmo, ou seja; a
fundamentagédo tedrica desenvolvida na revisdo bibliografica para o calculo de
reagoes de apoio e geragao de diagramas das solicitagdes, foi transformada em
linguagem matematica compativel com o JavaScript.

Foram escritas funcbes capazes de coletar os dados das estruturas
desenvolvidas na Etapa 1 e transformar, através de processos computacionais, em
resultados esperados. Também foram desenvolvidas fungdes capazes de manipular
os dados de saida e transforma-los em uma resposta visual adequada ao usuario.

Ao final desta etapa a aplicacao estava finalizada e era capaz de receber dados

de entrada e gerar uma resposta adequada.

3.3 ETAPA 3: FASE DE TESTES

Com a aplicagao finalizada foi necessaria a realizagao de testes locais. Para
isso foram inseridas na aplicacdo uma série de estruturas de carater diverso o
suficiente para abranger todas as possibilidades de célculo. As mesmas estruturas
também foram analisadas através de um software de referéncia.

O objetivo foi a obtencao de resultados virtualmente idénticos nas duas formas
de analise. Com o0 sucesso da fase de testes local & possivel disponibilizar a
ferramenta para os usuarios na forma de software beta. Nesta fase, a aplicagao
informara ao usuario que a ferramenta ainda esta em fase de testes, podendo gerar
resultados inesperados; e convidara o usuario a compartilhar sobre a sua experiéncia
de uso.

Dentre os dados solicitados ao usuario deverao constar informacdes sobre a
usabilidade da aplicagdo, incongruéncias nos resultados e comportamentos
inesperados. Também serdo captados dados de uso geral de forma anénima, como
numero de estruturas informadas, seus tipos, entre outras.

Com posse de todos os dados sera possivel determinar percentuais aparentes

de falha, satisfacdo do usuario, tempo de uso, entre outros.
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4 RESULTADOS

O principio deste trabalho é realizar uma pesquisa sobre analise estrutural com
o objetivo de desenvolver uma aplicagdo WEB capaz de realizar o calculo de reagbes
de apoio e apresentar os diagramas de esforgos solicitantes de vigas. Com isso em
mente foi aqui descrito todo o desenvolvimento do processo de analise estrutural do
mesmo modo que este foi implementado na aplicagao.

Como o processo de desenvolvimento de um software WEB ¢é altamente
complexo e fora do escopo de estudos da Engenharia Civil, esse desenvolvimento foi
abordado de forma simplificada no item 3 (Método de pesquisa). O resultado aqui
apresentado € a aplicagéo ja finalizada, seu modo de uso e um comparativo com um

software de referéncia.

4.1 AAPLICACAO

A aplicagao, Figura 28, é dividida em 4 zonas de interagdo. O menu superior,

os formularios, o inspetor e o palco. Vamos tratar sobre cada um deles em detalhe.

Figura 28 — Aplicagao
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Nome | Carga 5
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30 Confirmar
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-20

45° A0KN 7.5m
-40
u -5--10kN/m  0-2m

-50 i -10--10kN/m  2-5m

SO N N TN NN
X X X | X X X X

© -5kN.m  10m

Fonte: O autor (2022).
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O menu superior, Figura 29, se destina a fungdes globais na aplicagdo. O
primeiro item observavel é o logotipo, que representa a identificacdo da aplicagao e
atribui a esta, uma identidade.

O segundo item € o botdo de Novo Projeto. Projetos sao divididos em abas no
palco da aplicagao e podem ser abertos quantos forem necessarios, sendo o limitante
apenas o poder computacional do ambiente do usuario. Isso permite que sejam
desenvolvidos projetos em paralelo para fins de comparag¢ao ou de complementagao.
Cada projeto comporta o calculo de uma viga.

O terceiro item é o botdo de Gerar Diagramas. Com ele € possivel gerar os
diagramas de esforgos solicitantes assim que o usuario terminar de inserir as

informagdes sobre a viga nos formularios.

Figura 29 — Menu superior

UJ + | Fo

Fonte: O autor (2022).

O quarto item é o botdo de Configuragées. Ao aciona-lo é aberto o Painel de
Configuragbes da aplicagédo, Figura 30, onde é possivel alterar o idioma (entre
portugués brasileiro e inglés) e algumas unidades de trabalho da aplicagao, divididas
entre o sistema métrico (Sistema Internacional) e imperial. Também esta presente o

botado Sobre, que traz informagdes sobre a aplicagdo em si.

Figura 30 — Painel de Configuracdes

)
Idioma | Portugués 5

Projeto 1

Sistema | Métrico
Unidade de comprimento m

] Unidade de drea | m?

Unidade de forca | kN

Sobre Cancelar Salvar ¢ omt

’—P

RIMIRTIRTIRTS
o (vu
=)

Fonte: O autor (2022).

A segunda zona é onde ficam os formularios. Neles sao inseridas e editadas

todas as informagdes sobre a viga e seus carregamentos. Sao divididos em trés abas
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principais; sendo a primeira a aba de Barras, Figura 31. Nela é possivel adicionar uma
barra para a viga com as informag¢des de suas propriedades geométricas e de seus
materiais. Uma barra, assim que adicionada & exibida no palco da aplicacdo e no

inspetor.

Figura 31 — Formulario Barras

EE cucsme  Apoios Cargas

Nome Barra1

Comprimento 3 [ m
Area ¢ ome
E 1 :  MPa
I 1 comt
Confirmar

Fonte: O autor (2022).

A segunda aba é onde s&o adicionados e editados os apoios para a nossa viga,
Figura 32. Esse é o formulario mais simples da aplicagdo, sendo apenas possivel

escolher o tipo de apoio (entre apoio movel, articulado e engastado) e a sua posigao.

Figura 32 — Formulario Apoios

Barras E,w-u-nﬁ Cargas

Tipo A - =

Posicéo Com

Confirmar

Fonte: O autor (2022).

A terceira aba é onde sao adicionados os carregamentos da viga. Devido a
natureza dos tipos de carregamentos aplicaveis, € dividida em 3 subformularios,
sendo o primeiro o de cargas concentradas, Figura 33, onde a possivel adicionar e

editar um carregamento do tipo em sua grandeza, angulo e posi¢céo desejadas.
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Figura 33 — Formulario Cargas: Concentrada

Barras Apoios
Nome Carga1
Tipo [ LU )
Carga ¢ kN
Angulo | 90 SH
Posicao . m
Confirmar

Fonte: O autor (2022).

O segundo subformulario € onde sdo adicionadas e editadas as cargas
distribuidas, Figura 34. Podem ser definidas a grandeza da carga, seu angulo e

posicao tanto para a carga inicial, como para a final.

Figura 34 — Formulario Cargas: Distribuida

Barras

Nome Carga1

Tipo

Carga inicial
Angulo

Carga final
Angulo
Posicao inicial

Posicao final

Fonte: O autor (2022).

90

90

I WM -

kN/m

kN/m

Confirmar

O terceiro subformulario é responsavel pela adicdo e edicdo de cargas

momento, Figura 35; sendo possivel definir valores para a grandeza da carga e sua

posigao na viga.



Figura 35 — Formulario Cargas: Momento

Fonte: O autor (2022).

Barras Apoios

Nome Carga1

L I TV =
Carga ¢ kN.m
Posicao S m
Confirmar
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A terceira zona de interagdo da aplicagdo € o inspetor, Figura 36. Nele é

possivel visualizar a barra e suas propriedades, assim como tudo o que foi alocado

nesta, como seus apoios e carregamentos. E a partir do inspetor que é possivel excluir

algum item da barra, ou ela mesma; assim como editar todos os pardmetros inseridos

previamente nos formularios.

Barra 1

10m

L

1

»

u
i

Fonte: O autor (2022).

Figura 36 — Inspetor

20000

2
0,06 m MPa
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NN NN NN,
X X X X X %X %

N,

A quarta zona de interagao é o palco, Figura 37. Nele sao visualizadas todas

as interagbes na aplicacdo. E onde é visualmente montada a viga e seus

carregamentos. Também é onde sao exibidos os diagramas de esforgos solicitantes.
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Figura 37 — Palco

Projeto 1 x [+

M\ Esforco Normal \ Esforco Cortante | Momento Fletor ]

50

40

30

20

-10 -10

-20
-30
-40

-50
Fonte: O autor (2022).

O palco tem em seu alinhamento superior uma area de abas de projeto e um
botdo para adicionar novo projeto. Dentro do palco ha um conjunto de abas que
separam os carregamentos dos diagramas de esforgos solicitantes. Exibindo qualquer
um dos diagramas também sio exibidas opgdes para mostrar apoios e as reagdes

nos apoios, Figura 38.

Figura 38 — Mostrar reag¢des e apoios em diagramas

Mostrar reagoes

Mostrar apoios (>

Fonte: O autor (2022).
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4.2 USO DA APLICACAO

O uso da aplicacao é bastante simplificado. Para demonstrar sua utilizacao seréo
inseridos os dados da viga que foi utilizada como exemplo ao longo deste trabalho e
gerar as suas reagdes nos apoios e diagramas de esforgos solicitantes. Iniciando

pelas informagdes da barra, Figura 39.

Figura 39 — Inserindo barra

ul o | oy

Projeto 1 * ke §:2c ] Apoios | Cargas |
[ Carregamentos | [ )

Nome Barra 1
Comprimento 10 2| m
Area 0,06 :om
E 20000 : | MPa
I 0,01 =] mt

Confirmar

Fonte: O autor (2022).

Na sequéncia sao adicionados os apoios. Apenas selecionando o tipo e
indicando sua posigao, Figura 40.

Com os apoios alocados nos pontos especificados sdo entdo inseridos os
carregamentos da viga. O primeiro deles, Figura 41, € uma carga concentrada aos 7,5
metros na viga com uma grandeza de -10 kN aplicada em um angulo de 45°. Apesar
do método dos deslocamentos em abordagem matricial aceitar como dado de entrada
apenas carregamentos dispostos horizontal e verticalmente, na aplicacédo os
carregamentos podem ser dispostos na estrutura em angulos de 0 até 180° pois uma

camada de software realiza as conversdes necessarias.
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Figura 40 — Inserindo apoios

1)} + 5 o

A xL + [ Baras [Riiol] Cargas |
| “Cafregamentos| \ [ ]
Tipo | A &
Posicdo 10 Som
Confirmar

Barra 1 / X
20000 "
10m 0,06 m? iea 0.01 m
E om /' X
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
L 5m /X

Fonte: O autor (2022).

Figura 41 — Inserindo carga concentrada

Lu - - | &

j x +
FRED |L = Barras Apoios h;. I'i'ii
Nome Carga 1
Tipo 11 )
Carga -10 kN
Angulo 45
Posicdo 7,5 Som
Confirmar
& .S v
Barra 1 / X
10m 0,06 m? v 001 m*
Q@ om /X
A sm /X
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
S 1om / X

Fonte: O autor (2022).
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O préximo passo € adicionar as cargas distribuidas. Sdo duas em nossa viga,
sendo a primeira uma carga que vai de 0 até 2 metros e que inicia em -5 kN e termina
em -10 kN. A segunda, Figura 42, é uma carga uniformemente distribuida de -10 kN
que vai de 2 até 5 metros.

Apesar do método dos deslocamentos em abordagem matricial requerer que
estes carregamentos sejam alocados entre nds, a aplicagdo deixa esse processo
transparente para o usuario deixando a alocacdo dos nds para uma camada de

software.

Figura 42 — Inserindo cargas distribuidas

1) + g o

Projeto 1 *ts Baas | Apoios sl
hﬁ' rrégamentos |
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Fonte: O autor (2022).

Resta apenas o ultimo carregamento que € uma carga momento de -5 kNm
alocada aos 10 metros, na extremidade da viga sobre o apoio engastado, Figura 43.

Com todos os dados da viga inseridos no projeto é possivel clicar no botdo
Gerar Diagramas, presente o menu superior e gerar os diagramas de esforgos
solicitantes. Quando isto é executado, as abas referentes a estes diagramas,
presentes no palco, sdo habilitadas e é possivel conferir o diagrama de esforgo
normal, Figura 44; o diagrama de esforgo cortante com as reagbes nos apoios, Figura

45; e o diagrama de momento fletor de nossa viga, Figura 46.
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Figura 43 — Inserindo carga momento
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Fonte: O autor (2022).
Figura 44 — Diagrama de esfor¢go normal com apoios
I I ! + |_;l|| a
j x +
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Fonte: O autor (2022).




Figura 45 — Diagrama de esforgo cortante com reagdes nos apoios
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Fonte: O autor (2022).
Figura 46 — Diagrama de momento fletor
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Fonte: O autor (2022).
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4.3 COMPARACAO DE RESULTADOS

Um dos objetivos deste trabalho é que a aplicagao desenvolvida seja capaz de
fornecer resultados fidedignos para o seu usuario. A maneira mais simples de verificar
sua acuracidade é pela comparagao dos seus resultados com outro software que seja
referéncia. Para realizar esta comparacéao foi escolhido o software Ftool.

O Ftool é um software de analise estrutural idealizado por Luiz Fernando Martha,
que é um dos autores usados como referéncia para este trabalho, e € amplamente
utilizado no meio académico e profissional dentro do campo da Engenharia Civil,
portanto é a escolha mais adequada.

Como o objetivo é comparar os resultados entre duas aplicagdes, para evitar
confusdes a aplicagao deste trabalho sera batizada como “Projeto Netuno”.

Os resultados dos calculos em ambas as aplicagdes sdo arredondados com a
exibicdo de duas casas decimais. Serao considerados confiaveis resultados idénticos
ou com diferenga marginal de resultado. Por diferenga marginal € considerada a

variagao na ultima casa decimal de 1 digito para mais ou para menos. Exemplificando:

Quadro 1 — Validade de dados

Projeto Netuno Ftool Validade
10,03 10,05 Invalido
10,04 10,05 Valido
10,05 10,05 Valido
10,06 10,05 Valido
10,07 10,05 Invalido

Fonte: O autor (2022).

Outro ponto importante é que os dados de entrada para os carregamentos sao
diferentes nas duas aplicagdes. Isso ocorre pois o Projeto Netuno trabalha
considerando a grandeza da carga e o seu angulo de alocagao. O Ftool requer que
estas forgas sejam decompostas em f e f, antes de serem inseridas no mesmo. Todos
os dados de entrada das vigas aqui comparadas serdo resumidos em quadros
informativos. A ordem ao qual esses valores serao representados esta descrito no
Quadro 2.



Quadro 2 — Representagao dos valores para cargas
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Cargas

Projeto Netuno Ftool
Distribuida | Posigao inicial |Posi¢ao final Posicao inicial |Posi¢ao final
Carga inicial Carga final Carga inicial x |Carga final x
Angulo inicial | Angulo final Carga inicial y |Carga final y
Concentrada |Posig¢ao Posigcao
Carga Carga x
Angulo Cargay
Momento Posigcao Posicao
Carga Carga

Fonte: O autor (2022).

A primeira comparacao de resultados sera com a viga de exemplo utilizada ao

longo deste trabalho. Esta viga foi desenvolvida com o intuito de demonstrar, através

de sua interagédo, os diversos requisitos do método dos deslocamentos em abordagem

matricial. Sdo dados de entrada para esta viga:

Quadro 3 — Dados de entrada: Viga 1

Projeto Netuno Ftool
Propriedades Comprimento 10m
Area 0,06 m?
E 20000 MPa
I 0,01 m*
Apoios Articulado Om
Movel 5m
Engastado 10m
Cargas Distribuida 1 Om 2m Om 2m
-5 KN/m -TOKkN/m  |OKN/m |0 kN/m
90° 90° -5KkN/m  [-10 kN/m
Distribuida 2 2m 5m 2m 5m
-1TOKkN/m  [-10 kN/m |OkN/m |0 kN/m
90° 90° -10 kN/m [-10 kN
Concentrada 7,5m 7,5m
-10 kN -7,07 kN
45° -7,07 kN
Momento 10m 10m
-5 kNm -5 kNm

Fonte: O autor (2022).
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Inseridos os dados de entrada em ambas as aplicagdes se tem a representacao
da viga 1 e de seus carregamentos para o Projeto Netuno, Figura 47 (a) e para o Ftool,
Figura 47 (b):

Figura 47 — Comparacgao da viga 1: Cargas

707 KN

!

ST T T TTTTTTTTILL LTI IITIT]

5.00 kN
(b) @

707 kN

Fonte: O autor, com partes de Ftool (2022).

A Figura 48 contém o diagrama de esforgo normal para a viga 1, assim como

as reacgdes nos apoios.

Figura 48 — Comparacéao da viga 1: Diagrama de esfor¢o normal e reagdes

-0.79
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1.77 5.4
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16.9 35.97

(b)

5.30 kN}
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|
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|

0.79 VN% v

16.90 kN
3596 kKN
|

Fonte: O autor, com partes de Ftool (2022).

Na Figura 49 sao comparados os diagramas de esfor¢o cortante de ambas as

aplicacoes.
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Figura 49 — Comparacao da viga 1: Diagrama de esfor¢o cortante
16.9

7.86

a I
@) 0.79
-28.1
16.90
7.86
1.90 0.79

(b)

—2810

Fonte: O autor, com partes de Ftool (2022).

E por fim, na Figura 50 sdo comparados os diagramas de momento fletor da
Viga 1.

Figura 50 — Comparagao da viga 1: Diagrama de momento fletor

-18.84 |

(@)

|

0.81
2.79

20.46 18.84

b e ——
(b) 081 P

202864

Fonte: O autor, com partes de Ftool (2022).
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Apos as comparacdes nota-se que todos os resultados sao praticamente
idénticos para a viga 1 em ambas as aplicagdes. Existe uma diferenga na segunda
casa decimal, de um digito a mais, em uma das reagdes; que deve decorrer do fato
do Ftool aceitar apenas duas casas decimais por padrao para as cargas concentradas
em X e y, enquanto o Projeto Netuno calculou essas cargas com base no angulo
informado considerando 18 digitos significativos no navegador WEB utilizado para os
testes. Dentro dos parametros estabelecidos, este é considerado um resultado valido.

A viga 2 se distanciara do primeiro exemplo trazendo alguns carregamentos de
grandeza positiva. E importante observar no Quadro 4 que o carregamento distribuido
precisou ser dividido em 2 na insercao de dados no Ftool, pois 0 mesmo aceita apenas
que cargas sejam aplicadas entre nés. Como na posigao 4,5 metros existe um apoio,
a carga precisou ser dividida em duas. Para resolver a questao, o valor intermediario
do carregamento no ponto 4,5 metros, precisou ser interpolado para entdao ser
utilizado. O Projeto Netuno n&o possui essa limitagdo, portanto as cargas podem ser
alocadas onde for necessario pois a interpolagdo desses dados é realizada pelo

proprio software.

Quadro 4 — Dados de entrada: Viga 2

Projeto Netuno Ftool
Propriedades Comprimento 6m
Area 0,06 m?
E 20000 MPa
I 0,01 m*
Apoios Engastado Om
Movel 4,5m
Cargas Momento 1m 1m
10 kNm 10 kNm
Concentrada 1m 1m
20 kN 0 kN
90° 20 kN
Distribuida 1 3m 55m 3m 45m
-25 kKN/m |15 kKN/m O kN/m [0 kN/m
90° 90° -25 KN/m -1 kN/m
Distribuida 2 - - 45m 55m
O kN/m [0 kN/m
-1 KN/m |15 kN/m

Fonte: O autor (2022).
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Inseridos os dados de entrada em ambas as aplicagdes, € visualizada a
conformacao da viga 2 com seus carregamentos no Projeto Netuno, Figura 51 (a) e
no Ftool, Figura 51 (b).

Figura 51 — Comparacéao da viga 2: Cargas

-25

(a) a \(\ -
AN
15
20
25,00 kN/m
(b) \ mo.oo KNm [T T T T T T T mt 00 k/m
b

15.00 KN/m

44
—>

20.00 kN

Fonte: O autor, com partes de Ftool (2022).

Como néo existem carregamentos axiais, ambas as aplicagbes trazem um
diagrama de esfor¢o normal zerado, mas com os valores das reagées nos apoios,
Figura 52.

Figura 52 — Comparacéao da viga 2: Diagrama de esfor¢o normal e reagdes

-9.47

1.97

(b)

6.55 kNm

9.47 KN {
197 kN
e

Fonte: O autor, com partes de Ftool (2022).
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Na Figura 53 é exibida a comparagéo dos diagramas de esforgo cortante:

Figura 53 — Comparacao da viga 2: Diagrama de esfor¢o cortante

10.53 10.53

(@) \ .

—74 {
-9.47 ~O.IT

—9.47 -89

Fonte: O autor, com partes de Ftool (2022).

E finalmente, na Figura 54 é realizada a comparagao entre os diagramas de

momento fletor.

Figura 54 — Comparagao da viga 2: Diagrama de momento fletor

-12.91

BE= J 4.83
. 8.16

Fonte: O autor, com partes de Ftool (2022).

A viga 2 nao apresentou qualquer diferenga na comparacgéao de resultados entre

as duas aplicagoes.
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A viga 3 trara uma combinacgao e sobreposi¢cédo de cargas distribuidas a fim de
tornar a analise um pouco mais complexa. Observando o Quadro 5 é perceptivel a
diferenga na disposigao das cargas distribuidas entre as duas aplicagdes. Isso ocorre,
pois a viga 3 possui sobreposigcao de cargas, e essa caracteristica ndo é diretamente
suportada pelo Ftool. Para termos a equiparagao das cargas, os valores entre nés

foram interpolados para se obter os dados de entrada para o Ftool.

Quadro 5 — Dados de entrada: Viga 3

Projeto Netuno Ftool
Propriedades Comprimento 8m
Area 0,06 m?
E 20000 MPa
I 0,01 m*
Apoios Movel 1 Om
Movel 2 3m
Engastado 8m
Cargas Distribuida 1 Om 8m Om 1m
-15 kKN/m 15 kN/m 0 kN/m 0 kN/m
90° 90° -15 kKN/m -11,25 kN/m
Distribuida 2 Tm 5m Tm 2,5m
-5 kKN/m -15 kKN/m 0 kN/m 0 kN/m
90° 90° -16,25 kN/m (-14,38 kN
Distribuida 3 2,5m 7m 2,5m 3m
-20 KN/m 0 kN/m 0 kN/m 0 kN/m
90° 90° -34,38 kN/m (-31,53 kN/m
Distribuida 4 - - 3m 5m
0 kN/m 0 kN/m
-31,53 kN/m [-20,14 kKN/m
Distribuida 5 - - 5m 7m
0 kN/m 0 kN/m
-5,14 kN/m 11,25 kN/m
Distribuida 6 - - 7m 8m
0 kN/m 0 kN/m
11,25 kN/m |15 kKN/m

Fonte: O autor (2022).

Na Figura 55 (a) € representada a viga 3 com as cargas nela dispostas no
Projeto Netuno, e na Figura 55 (b), a viga e a equivaléncia de cargas dispostas no
Ftool.
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Figura 55 — Comparacgao da viga 3: Cargas

-20
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(b)
Fonte: O autor, com partes de Ftool (2022).
A Figura 55 apresenta grande diferenga nos carregamentos, mas eles sao

equivalentes devido ao processo de interpolagdo. A Figura 56 apresenta o diagrama

de esfor¢o normal e as reagdes nos apoios da viga 3.

Figura 56 — Comparacéao da viga 3: Diagrama de esfor¢o normal e reagdes

-11.33

$ -0.78
0 0 0 0 0 0

14.75 81.57

0.78 KNm

G
=
11.33 uNg

81.58 kN

Fonte: O autor, com partes de Ftool (2022).

Novamente uma pequena diferenga em uma das reagdes. A reagdo em y no
segundo apoio tem o valor de 81,57 kN no Projeto Netuno, enquanto o Ftool informa
o valor 81,58 kN. Provavelmente resultado do arredondamento dos valores inseridos
no Ftool trazidos do processo de interpolagao das cargas. A diferenga entre os valores
ainda é considerada marginal portanto, o resultado ainda é considerado valido.

A Figura 57 mostra a comparagao dos diagramas de esforgo cortante, enquanto

a Figura 58 compara os diagramas de momento fletor.



Figura 57 — Comparacao da viga 3: Diagrama de esfor¢o cortante

(4376 ]
(1475 | R
(1133 ]
1.63 /
(a)
-7.91
(a782)
4376
14.75 11.33
(b) 163 _—
\ T80
—791 952

=21
-37.82

Fonte: O autor, com partes de Ftool (2022).

Figura 58 — Comparacao da viga 3: Diagrama de momento fletor

? N

(b)

7.286

Fonte: O autor, com partes de Ftool (2022).
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Com resultados idénticos nestes dois ultimos diagramas, considera-se que 0s
dois softwares apresentam resultados equivalentes para a viga 3, com uma pequena
diferenca em uma das reacdes provavelmente acarretada pelo arredondamento de
dados, mas ainda considerado um resultado valido dentro dos parametros
estabelecidos.

A viga 4 apresenta um conjunto de carregamentos que servem para demonstrar
a versatilidade e capacidade das aplicagdes com a alocagao de cargas distribuidas e

concentradas angulares.

Quadro 6 — Dados de entrada: Viga 4

Projeto Netuno Ftool
Propriedades Comprimento 5m
Area 0,06 m?
E 20000 MPa
I 0,01 m*
Apoios Engastado Om
Movel 5m
Cargas Distribuida 1 1m 4 m 1m 2m
-10 KN/m -20 KN/m 7,07 KN/m  |-7,07 KN/m
135° 60° -6,67 kN/m [-11,55 kKN/m
Distribuida 2 - - 2m 3m

9,43 kN/m  |-9,43 kN/m
-8,33 KN/m  |-14,43 kN

Distribuida 3 - - 3m 4m
11,79 KN/m [-11,97 kN/m
-10 kN/m -17,32 kN/m

Concentrada 1 Tm Tm

10 kN 5 kN

60° 8,66 kN
Concentrada 2 2m 2m

15 kN 7,50 kN

60° 12,99 kN
Concentrada 3 3m 3m

20 kN 10 kN

60° 17,32 kN
Concentrada 4 4m 4 m

25 kN 12,50 kN

60° 21,65 kN

Fonte: O autor (2022).
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E necessario separar a carga distribuida em 3 carregamentos distintos para
insergdo de dados no Ftool. Isso ocorre, pois, cada uma das cargas concentradas
aplicadas exige a colocagao de um né que quebra a continuidade do carregamento
distribuido. Os dados inseridos no Ftool sdo resultado da interpolagdo do
carregamento inserido no Projeto Netuno. A Figura 59 (a) mostra as cargas aplicadas
no Projeto Netuno, e a Figura 59 (b) mostra as cargas equivalentes no Ftool. A Figura

60, apresenta o diagrama de esforgo normal com as reagoes.

Figura 59 — Comparacgao da viga 4: Cargas
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Fonte: O autor, com partes de Ftool (2022).

Figura 60 — Comparacéao da viga 4: Diagrama de esfor¢co normal e reacoes
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Fonte: O autor, com partes de Ftool (2022).
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A Figura 61 apresenta os resultados para o diagrama de esforgo cortante.

Figura 61 — Comparacao da viga 4: Diagrama de esfor¢o cortante
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Fonte: O autor, com partes de Ftool (2022).

O diagrama de momento fletor € comparado na Figura 62.

Figura 62 — Comparagao da viga 4: Diagrama de momento fletor

-11.07 1249
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Fonte: O autor, com partes de Ftool (2022).

Em todas as comparagdes da viga 4 os resultados foram idénticos, mesmo
considerando que os dados de entrada para o Ftool precisaram ser interpolados e

arredondados.
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A viga 5 sera o ultimo exemplo de comparagao. Nela sera apresentado um caso
tipico na Engenharia Civil; uma viga continua com cargas de laje e parede, com

balango representando uma sacada, e nesta uma carga concentrada da reagao de

uma viga que ali se apoia.

Quadro 7 — Dados de entrada: Viga 5

Projeto Netuno Ftool
Propriedades Comprimento 15 m
Area 0,088 m?
E 25000 MPa
I 0,01 m*
Apoios Articulado Om
Mével 1 550 m
Moével 2 12m
Cargas Distribuida 1 Om 12m Om 12m
-7,5kN/m [-7,5kN/m |0 kN/m 0 kN/m
90° 90° -7,5kN/m |-7,5 kN/m
Distribuida 2 12m 15 m 12m 15 m
-2,8 kKN/m  [-2,8 kKN/m |0 kN/m 0 kN/m
90° 90° -2,8 kN/m  [-2,8 kN
Concentrada 15 m 15 m
-12 kN 0 kN
90° -15 kN

Fonte: O autor (2022).

A Figura 63 (a) apresenta a viga 5 e seus carregamentos para o Projeto Netuno.

A Figura 63 (b) apresenta a mesma viga no Ftool.

Figura 63 — Comparacao da viga 5: Cargas
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Fonte: O autor, com partes de Ftool (2022).
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A comparagado da reagdo nos apoios e o diagrama de esforgo normal esta

representada na Figura 64.

Figura 64 — Comparacéao da viga 5: Diagrama de esfor¢o normal e reagdes

0 0 0

] [ [

16.75 44.67 48.98
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Fonte: O autor, com partes de Ftool (2022).

A Figura 65 traz a comparacgao entre os diagramas de esforgo cortante.

Figura 65 — Comparacao da viga 5: Diagrama de esfor¢o cortante
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Fonte: O autor, com partes de Ftool (2022).

A Figura 66 mostra a comparagao entre os diagramas de momento fletor.
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Figura 66 — Comparagao da viga 5: Diagrama de momento fletor

-48.6

-21.29
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Fonte: O autor, com partes de Ftool (2022).

A viga 5 também apresentou resultados idénticos na comparacéao entre os dois
softwares, confirmando que os resultados obtidos do Projeto Netuno séo confiaveis.

Para este processo de comparacdo de resultados foram desenvolvidos
modelos de vigas com carregamentos que explorassem a diversidade de
possibilidade de calculos do método implementado com o objetivo de tentar extrair
resultados dos mais diversos. Em todos os testes realizados, o Projeto Netuno obteve

éxito com resultados validos dentro dos parametros adotados para a comparacao.
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5 CONCLUSAO

Desenvolver um software relacionado ao campo de estudos da analise
estrutural exigiu conhecimento em duas areas distintas. A primeira delas € a area de
desenvolvimento de software, que é apenas discutida brevemente neste trabalho,
porém tem grande relevancia, ndo apenas para a materializagao dos resultados, como
para o seu planejamento.

Por planejamento é possivel afirmar a importancia de se desenvolver todo
processo de prototipagem antes de estudar a fundo os conceitos de analise estrutural.
A prototipagem néo foi realizada as cegas. Foi concebida na visdo de um estudante
de engenharia acostumado com a abordagem classica dos métodos de analise
estrutural, mas sem conhecimento destes em sua abordagem matricial. Isso permitiu
que a aplicagdo fosse desenvolvida sem considerar as limitagdes impostas pelo
método, como por exemplo; a impossibilidade de aplicar for¢as angulares ou de
sobreposig¢ao de cargas, ou mesmo da aplicagao de cargas distribuidas apenas entre
nos. Na concepcao da aplicagdo nem foi considerada a existéncia de ndés. Isso
permitiu que a aplicacao tivesse recursos importantes, mas ampliou a dificuldade de
desenvolvimento, pois tendo uma entrada de dados mais permissiva, aumentaram
consideravelmente o numero de analises realizadas pela aplicacdo para formatar os
dados de entrada para os parametros do método escolhido.

A segunda area foi amplamente discutida neste trabalho. E o estudo técnico
sobre os processos, dentro da engenharia, que possibilitam a analise estrutural para
a sua implementacdo em um software. Para a realizagao deste estudo foi necessario
revisitar conceitos elementares de fisica, calculo e de geometria analitica, que foram
essenciais nao apenas para a elaboracao deste trabalho, como para a implementacéao
do método escolhido em uma aplicagao.

A escolha do método dos deslocamentos em sua abordagem matricial foi
essencial para o desenvolvimento deste trabalho pois permitiu a parametrizacado dos
dados de entrada e do processo de calculo com a necessidade de analise de
situagcbes de contorno bastante reduzidas. Isso garantiu que o processo de
desenvolvimento fosse focado na implementacido do método e corre¢cao dos erros
desta implementacédo; permitindo o software estivesse pronto dentro do prazo

estabelecido para este trabalho.
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O resultado deste trabalho é um software funcional, capaz de realizar o calculo
das reagbes de apoio e da exibicdo dos diagramas de esforgos solicitantes de vigas
com resultados comparaveis a softwares de referéncia. Por se tratar de uma aplicacéo
WEB, ele deve ser disponibilizado para o publico em geral em um site na Internet, com
0 aviso de que ainda € um software experimental. Ele também devera ser melhorado
com o passar do tempo com a adigdo de diagramas de deslocamentos e com a analise

de poérticos, além de melhorias de usabilidade.
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