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“The known is finite, the unknown infinite;

intellectually we stand on an islet in the midst of an illimitable ocean of inexplicability.
Our business in every generation is to reclaim a little more land ™.

Thomas Henry Huxley - 1882



RESUMO

Este trabalho de conclusdo de curso aborda a andlise de sistemas lineares de tempo continuo
e discreto sujeitos a restri¢des no atuador. O desenvolvimento dessa metodologia tem por ob-
jetivo explorar a modelagem da saturagcdo conhecida por regides de saturacdo para problemas
formulados com base em conjuntos elipsoidais. Inicialmente, apresenta-se uma revisao biblio-
gréfica dos principais trabalhos, defini¢des, teoremas e lemas necessarios para o entendimento
deste trabalho. Um conjunto de condi¢des na forma de Inequagdes Matriciais Lineares, do
inglés Linear Matrix Inequalities (LMIs), sdo apresentadas para investigar a estabilidade de sis-
temas saturantes, em que € proposto a utilizacdo de um elipséide especifico para cada regidao
de saturacdo. Em seguida, apresenta-se um método para a obtencao de um controlador baseado
na realimentagcdo de estados que garanta a estabilidade do sistema em malha fechada. Além
disso, exemplos numéricos sdo exposto para comprovar a efetividade dos teoremas apresenta-
dos, sendo estes resolvidos com a utiliza¢do do software MATLAB e o parser YALMIP.

Palavras-chave: Analise. Estabilidade. Regides de Saturacdo. LMI.



ABSTRACT

This bachelor thesis addresses the analysis of continuous-time and discrete-time linear systems
subject to actuator restrictions. The development of this methodology is aimed to explore the
saturation model known as regions of saturation for problems formulated in terms of ellipsoidal
sets. Firstly, it is presented a review of the main works, definitions, theorems and lemmas nec-
essary for the understanding of this work. A set of conditions in the form of Linear Matrix
Inequalities (LMI) are presented to ensure the stability of saturated systems, in which is pro-
posed the usage of a specific ellipsoid for each region of saturation. In the sequel, it is presented
a methods to obtain a state feedback controller that ensures the closed-loop stability of the sys-
tem. In addition, numerical examples are exposed to verify the effectiveness of the theorems
presented, being solved with MATLAB and the parser YALMIP.

Keywords: Analysis. Stability. Regions of Saturation. LMI.



LISTA DE FIGURAS

Figural — A funcdosaturacdo. . . . . . . . . . . . . . ... 16
Figura 2 — Conjunto convexo € N0 CONVEXO. . . . « v v v v v v v v v v et e e e e 16
Figura3 — Invélucro convexo de umconjunto. . . . . . . . . ... ... ... ... .. 17
Figura4 — Elipsoide. . . . . . . . . . . e 17
Figura5 — Condicdode Setor. . . . . . . . . . . . . .. ... 18
Figura6 — Politopo. . . . . . . . . . oL 18
Figura 7 — Diagrama de blocos de um sistema sujeito a saturagdo. . . . . . .. .. .. 26
Figura 8 — Regido de linearidade Ry. . . . . . ... . ... ... .. ... ..... 27
Figura9 - Ilustragdo griaficadoLema2.6. . . . ... ... ... ... ... ...... 29
Figura 10 — Regiodes de saturagdo do exemplo numérico (KIM; BIEN, 1994). . . . . .. 36
Figura 11 — Elipséides definidos por P; e P, respectivamente . . . . . . . . . . .. .. 38
Figura 12 — Elipséides definidos por P; e P, respectivamente. . . . . . . . . . . .. .. 38
Figura 13 — Elipsoides definidos por Pse P, j=1,---,5. ... ... ... ... ... 39

Figura 14 — Trajetorias do sistema para condi¢des iniciais x1 = 50, x5 = 50 e x; =
—T75, x9 = 60, respectivamente. . . . . . . .. ... ... 39



LISTA DE SIGLAS

LMI  Linear Matrix Inequality
BMI  Bilinear Matrix Inequality
CAN  Controlled Area Network



N m < *

sat{-}
rank{-}

§Rn
§RTL><TL

< O n

LISTA DE SIMBOLOS

bloco simétrico

para todo

pertence a

subconjunto de

tal que

mapeia para

tende para

implica que

equivalente a

existe

derivada temporal de =

norma Euclideana do vetor z

matrix identidade de ordem apropriada
matrix identidade de ordem n

matrix transposta da matriz real A
invélucro convexo

funcdo saturacdo

posto de (+)

conjunto dos nimeros reais

conjunto dos vetores reais de dimensdo n
conjunto das matrizes reais de dimensao n X n
conjunto dos ndmeros inteiros
designagdo para o fim de teorema, coroldrio e lema
designagdo para o fim de prova

designacdo para o fim de exemplo numérico



SUMARIO

1 INTRODUCAO . . .. ... . e e e
1.1 Justificativado Trabalho . . . . . . . . . . ... ... ... ... ...
1.2 Objetivos . . . . . . . .
1.2.1 ObjetivoGeral . . . . . . . . . . . . e
1.2.2 Objetivos Especificos . . . . . . . . . . . . e
1.3 Limitesdo Trabalho . . . . .. ... .. ... ... .. .. .. ... ......

2 CONCEITOS PRELIMINARES . . . . . . . . e
2.1 Estabilidade no Sentido de Lyapunov . . . . . . . .. ... ... ... ......
2.1.1 Estabilidade por Lyapunov para Sistemas Discretos no Tempo . . . . . . .. ..
2.2 Ferramentas Matematicas . . . . . . . .. ... ... ... ... ...
2.3 Sistemas com Atraso . . . . . . ...
2.3.1 Estabilidade de Sistemas Discretos com Atraso . . . . . . . . .. .. .. .. ..
2.3.2 Estabilidade de Sistemas Discretos com Atraso via Finsler . . . . . ... .. ..
2.3.3 Exemplos Numéricos . . . . . . . . . .. .. e
2.4 Sistemas Sujeitos a Saturacdo . . . . . . ... ... Lo Lo
2.4.1 Modelagem da Saturacdo via Representacdo Politépica . . . . . .. .. ... ..
2.4.2 Modelagem da Saturacdo via Nao Linearidade de Setor . . . . . . .. ... ...
2.4.3 Modelagem por Regides de Saturacdo . . . . . . .. .. ... ... ... ... .

3 ANALISE DE SISTEMAS SATURANTES VIA REGIOES DE SATURACAO

3.1 Sistemasde tempocontinuo . . . . . ... ... ... ... ... ... ...,
3.2 Sistemas de tempo discreto . . . . . ... ... ...
3.3 Exemplo Numérico . . . . . . . ... . ... ...

4 ESTABILIZACAO DE SISTEMAS SATURANTES VIA REGIOES DE SATU-
RACAO . . . .

5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS . . . . . . . s,
REFERENCIAS . . . . . .
APENDICE A — SCRIPT MATLAB EXEMPLO NUMERICO . . . ... ... ...



10
1 INTRODUCAO

De acordo com Tewari (2002), a palavra controle refere-se ao ato de produzir um resultado
desejado. Similarmente, em problemas na engenharia de controle deseja-se que um determi-
nado sistema, seja ele mecanico, elétrico ou térmico se comporte de maneira esperada e que
atenda certos requisitos de desempenho, definidos a priori. Para tanto, a realimentacio jun-
tamente com leis de controle sdo aplicadas para alterar o comportamente do sistema quando
operando em malha fechada. Com isso, surge a necessidade de obter um modelo matematico
que descreva o sistema. Diversos modelos podem representar um mesmo sistema dindmico
em que cada modelo apresentard diferentes graus de fidelidade. Na natureza, todo sistema fi-
sico possue diversos modos e ndo linearidades associadas ao seu comportamento. Em muitos
problemas, desconsiderar dindmicas de ordem superiores bem como as ndo linearidades pode
produzir resultados satisfatorios atendendo aos requistos. Em contrapartida, em problemas em
que é preciso maior precisdo e acuracidade no controle, essas aproximagdes podem nao ser
suficientes e, portanto, devemos ser capazes de lidar com peculiaridades do sistema. Para Mah-
moud (2010), a escolha de um modelo que descreva o sistema com maior fidelidade possivel
¢ refletido diretamente na qualidade dos resultados. Em vista disso, propdem-se o estudo da
estabilidade e estabilizac@o de sistemas sujeitos ao atraso e a saturagao.

Este trabalho pretende dar continuidade ao trabalho (BINOTTI, 2015), que apresentou duas
metodologias para estabilizacio, através da realimentagdo de estados, de sistemas discreto com
restri¢des no atuador e com a presenca de atraso. Essas duas abordagens diferem na maneira em
que a saturacdo € modelada, sendo utilizado a modelagem politdpica e a pela ndo linearidade de
setor. Entretanto, em ambos procedimentos nao foi possivel a obtenc¢ao de condi¢cdes na forma
de LMIs, dificultando assim que os teoremas propostos sejam resolvidos numericamente. Além
das duas modelagens da saturacdo utilizadas em (BINOTTI, 2015), existe ainda a modelagem
conhecida por regides de saturagido. Esta por sua vez, ndo tem sido tdo explorada para conjun-
tos elipséidais quanto as outras representacdes disponiveis. Existem dois principais resultados
para a andlise de sistemas saturantes na literatura que faz uso das regides de saturacdo. Esses
resultados foram apresentados em (FONG; HSU, 2000) e JOHANSSON; RANTZER, 1998),
respectivamente, onde teoremas com condi¢des na forma de BMIs sdo propostos. Esses mesmo
procedimentos sdo também exposto em (TARBOURIECH et al., 2011). Assim, este trabalho
explora a representacio da saturacio por regides de saturacao para a obtencao de condi¢cdes com
a finalidade de garatir a estabilidade do sistema sujeitos a saturacdo em malha fechada.

Com o avanco das ferramentas computacionas, tornou-se possivel a resolu¢do numérica
de diversos problemas complexos que anteriormente eram impossiveis de serem resolvidos.
Por consequéncia, na década de 90 foi verificado um aumento significativo em pesquisas para
formular problemas de controle por meio de Inequacdes Matriciais Lineares, do inglés LMIs
(Linear Matrix Inequality). Uma das metodologias mais difundidas no meio académico para

sintese e andlise de sistemas dinamicos € através da utilizacdo da Teoria de Lyapunov. Em
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geral, tenta-se formular o problema por um conjunto de LMIs, onde no caso de anélise tenta-se
garantir a estabilidade do sistema para um dado conjunto de valores numéricos e para a sintese
além da garantia de estabilidade busca-se a obtencao das varidveis do controlador. Uma das
principais vantagens dessa abordagem € que pode-se aplicar a uma ampla gama de sistemas,

tais como sistemas ndo lineares.

Este trabalho apresenta-se na seguinte estrutura:

O Capitulo 2 aborta conceitos preliminares, tais como, a estabilidade de sistemas dindmicos
no sentido de Lyapunov, estabilidade de sistemas com atraso, sistemas saturantes e ferramentas

matematicas para o desenvolvimento deste trabalho.

O Capitulo 3 apresenta uma nova metodologia para a andlise de sistemas saturantes, que

baseia-se na obtencao de um elipsdide para cada regido de saturagdo.

O Capitulo 4 apresenta uma metodologia para estabilizacdo de sistemas saturantes, utili-

zando a modelagem por regides de saturacao.

1.1 Justificativa do Trabalho

Sistemas dinamicos, em que a saturagao bem como a presenga de atraso no tempo podem
ser observados, sao amplamente encontrados em diferentes dreas do conhecimento. Com a fi-
nalidade de aplicar técnicas de controle a tais sistemas, surge a necessidade de obter-se um
modelo matematico que leve em consideracdo particularidades do sistema de interesse. Por-
tanto, o atraso no tempo bem como nio linearidades como a saturacao devem estar presentes
no modelo do sistema. Considerar a saturacdo no modelo do sistema vai além de apenas possi-
bilitar a obtencdo de melhores resultados no que diz respeito ao desempenho e performance do
sistema em malha fechada. Uma vez que um sistema submetido a restricdes no atuador pode
se tornar instdvel, mesmo esse sistema sendo estdvel em malha aberta (TARBOURIECH et al.,
2011), em algumas aplicacdes surge a necessidade de levar em consideragdo a saturacao devido
a questdes de seguranca. Existem registros de acidentes envolvendo aeronaves, onde verificou-
se que em alguns casos a saturacao foi o principal fator na falha dos sistemas de controle (WHY
THE GRIPPEN CRASHED, 1994) e (BOLKCOM, 2005). Além disso, um dos maiores aci-
dentes nucleares ja ocorrido, o disastre de Chernobyl, também foi influénciado pela ocorréncia
da saturac@o nos atuadores da instalacdo (STEIN, 2003). Com base nisso, podemos observar
a importancia de levar em consideragdo essas ndo linearidades presentes no sistema fisico para

que se possa alcancar resultados melhores no dempenho e confiabilidade.
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1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

O objetivo geral deste trabalho é obter técnicas de andlise baseados na realimentacdo de
estados para sistemas lineares de tempo continuo e discreto sujeitos a saturagao.

1.2.2 Objetivos Especificos

* Revisdo bibliografica da literatura para andlise de sistemas lineares discretos com atraso.

* Revisdo bibliografica da literatura para andlise de sistemas lineares discretos sujeitos a

saturacao.

* Propor teorema para andlise de sistemas saturantes com realimenta¢do de estados por

meio da modelagem da regides de saturacdo.

* Obter solu¢do numérica para os teoremas propostos por meio dos exemplos numéricos

correntes na literatura.

1.3 Limites do Trabalho

Este trabalho considera que a planta de interesse a ser controlada € linear, invariante no
tempo e discreta, ndo sendo abordado problemas relacionados com a lineariza¢do e discretiza-
cdo de sistemas com atraso. Também esta fora do escopo deste trabalho levar em consideragdo
os efeitos da quantizacao no sinal de amplitude, uma vez que os sistemas considerados sao so-
mente discretos no tempo. Os exemplos numéricos utilizados ao longo deste trabalho foram
obtidos de publicagdes relacionadas a este tema e sdo utilizados na integra, nio representando

nenhuma aplicacao especifica das metodologias apresentadas a um problema pratico.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo € apresentado o tipo de sistema estudado e as principais definicdes, lemas e

teorias aplicadas ao longo deste trabalho.
2.1 Estabilidade no Sentido de Lyapunov

Em 1892 na sua tese de doutorado o matematico russo Aleksandr M. Lyapunov apresen-
tou dois métodos para analisar a estabilidade de solu¢des de equacdes diferenciais ordindrias
(LYAPUNOV, 1992). Esses métodos fornecem condi¢des suficientes na forma de LMI para
determinacdo da estabilidade de sistemas dindmicos. A teoria de Lyapunov, de acordo com
Boyd et al. (1994), s6 foi de fato utilizada em problemas praticos na década de quarenta, es-
pecificamente em problemas de controle para tratar nao linearidades no atuador. Além disso, €
hoje a base para uma ampla gama de trabalhos académicos na drea da engenharia de controle,
ndo somente para problemas de andlise, mas principalmente para sintese de leis de controle. A
estabilidade no sentido de Lyapunov, também conhecida como estabilidade interna, € investi-
gada por meio da andlise do ponto de equilibrio do sistema (KHALIL, 2002). Desta maneira,
o ponto de equilibrio € considerado estdvel se as trajetdrias do sistema iniciadas na vizinhanca
desse ponto permanecerem nesta regido. Se as trajetorias do sistema ndo somente ficarem nos
arredores desse ponto, como ainda convergirem ao ponto de equilibrio, portanto, esse ponto €

assintoticamente estdvel. Considerando o seguinte sistema autdonomo de tempo continuo

T = f(x), x(ty) = xo (2.1)

onde x € R" e supondo que & € R" é um ponto de equilibrido de (2.1), i.e., f(Z) = 0. Assume-
se que o ponto de equilibrido do sistema € sempre a origem, i.e. * = 0, o que segundo Khalil
(2002) pode ser afirmado sem nenhuma perda de generalidade uma vez que qualquer ponto de
equilibrio pode ser deslocado para a origem via troca de varidveis. Deste modo, a seguinte
definicdo € apresentada (KHALIL, 2002):

Definicao 2.1. (Caracterizacdo do Ponto de Equilibrio) O ponto de equilibrio x = 0 de (2.1) é

* estdvel se, para cada € > 0 existir § = §(e) > 0 de tal maneira que

[z(to)]| < & = [lz@)] < ¢Vt > 0;

* assintoticamente estdvel, se for estdvel e § possa ser escolhido de tal maneira que;

e instdvel, caso contrario.

ot < 8 = Jim () = 0.
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O segundo método proposto por Lyapunov, também conhecido como método direto de Lya-
punov, pode ser facilmente entendido com base na nocdo de energia de um sistema. Pode-se
argumentar que um sistema fisico, contendo uma determinada quantidade de energia e que com
o passar do tempo parte de sua energia € constantemente dissipada, tende ao repouso. Em ou-
tras palavras, pode-se dizer que se a variacdo da energia do sistema for negativa para todos os
instantes seguintes ao instante inicial, esse sistema é estdvel. E possivel de fato utilizar a funcdo
que descreve a energia do sistema para investigar sua estabilidade. No entanto, nem sempre
essa é uma abordagem vidvel. Segundo Astrom e Murray (2012), a generalizagdo dessa técnica
para um sistema dindmico arbitrario é baseado no uso de uma fun¢do de Lyapunov ao invés da
funcao de energia e essa funcdo deve atender certos critérios. Formalmente, tem-se a seguinte

definicdo:
Definicao 2.2. (Fungdo de Lyapunov) Uma funcdo V (x) : R" — R é:
* positiva definida se V(x) > 0,V # 0e V(0) = 0;
* negativa definida se V(x) < 0,Vx # 0e V(0) = 0;
* positiva semidefinida V (z) > 0,Vx # 0.
Assim o seguinte teorema pode ser enunciado vide (ASTRC)M; MURRAY, 2012):

Teorema 2.1. (Estabilidade por Lyapunov) Seja V () uma fungdo ndo negativa e V (z) a deri-

vada temporal de V (x) ao longo das trajetdrias do sistema (2.1), i.e.

_OV(z)dx _ OV (z)
 Ox dt Oz

V(x) f(=)

Seja B, = B,(0) uma esfera de raio r em torno da origem tal que
By ={z eR": |z <r}

Se existir um r > 0 de tal maneira que V (x) é positiva definida e V(a:) é semidefinida negativa
Vx € B,, logo x = 0 é localmente estdvel no sentido de Lyapunov. Se V (z) é positiva definida

e V(I) é negativa definida em B, logo © = 0 ¢ localmente assintoticamente estdvel. |
2.1.1 Estabilidade por Lyapunov para Sistemas Discretos no Tempo

Considerando o seguinte sistema discreto no tempo
zlk 4+ 1] = Az[k], k € Z (2.2)

onde x € RN" e a matriz A possui dimensdes apropriadas. Supondo-se que z = 0 é o ponto

de equilibrio, o Teorema 2.1 pode ser aplicado para se analisar a estabilidade do sistema (2.2).
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Entretanto, por se tratar de um sistema discreto no tempo, busca-se uma fungio V() que seja

positiva definida tal que sua variacao
AV =V (z[k +1]) — V(z[k])

seja negativa. Uma fung¢do comumente utilizada como fun¢ao de Lyapunov € a func¢do quadra-
tica, por ser positiva definida. Em vista disso, considera-se a func¢io candidata de Lyapunov a
seguinte funcdo quadratica

V(z) = 2[k]” Px[K] (2.3)

onde P € uma matrix positiva definida, e o seguinte teorema pode ser enunciado vide (OGATA,
1994):

Teorema 2.2. Se existir uma matriz simétrica positiva definida P, i.e. P = PT > 0 de tal
maneira que
ATPA-P <0

entdo o ponto de equilibrio x = 0 do sistema (2.2) é assintoticamente estdvel. [ |

Conforme Ogata (1994), a LMI apresentada no Teorema 2.2 € uma condi¢do necessdria e

suficiente para a estabilidade assintética do sistema (2.2).
2.2 Ferramentas Matematicas

Matrizes simétricas aparecem com frequéncia durante o desenvolvimento algébrico deste

trabalho. Com a finalidade de simplificar sua representacdo, a seguinte notagao € utilizada.
sym{-} : RV s RV sym{A} = A + AT

A fung@o saturagdo, sat(-), é uma das principais fun¢des consideradas neste trabalho e serd

extensivamente utilizada, portanto € definida como:

Umag, S€ U 2 Umag
sat(u) : R™ — N™, sat(u) =< u, S€  Umin < U < Upag (2.4)

Umin, SE U S Umin

A funcdo saturacdo € representada na figura 1.
Além da funcdo saturagdo, a seguinte funcdo zona morta também serd necessaria para re-

presentar a satura¢ao por uma nao linearidade de setor, entdo define-se como:
() R = R () = () — sat(-)

Posteriormente, modelos que representam a saturagdo sdo apresentados com a finalidade de
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Figura 1 — A func@o saturacdo.
] sat (u;))

Umax(i)

Upmin(i)

Fonte: (TARBOURIECH et al., 2011).

incluir-se a satura¢do no equacionamento do sistema. Para isso, € necessario o conhecimento
de alguns conceitos mateméticos, sendo apresentado as seguintes defini¢des de acordo com
(HAI-HUA; GUANGREN, 2013) e (HINDI, 2004):

Definicao 2.3. (Conjunto Convexo) Um conjunto F é convexo se o segmento de reta entre
quaisquer dois pontos em F estd contido em F, i.e., para quaisquer x1, x5 € F e < 6 <1,
verifica-se que

Oxy+ (1 —0)zy € F

Na figura 2, é possivel verificar geometricamente um conjunto convexo e um ndo convexo.

Figura 2 — Conjunto convexo e ndo convexo.

)

*1

Fonte: (HAI-HUA; GUANGREN, 2013).

Definicao 2.4. (Combinacdo Convexa) Sejam pontos x; € R" e 0; € R, assim x10, + - - - + 10,
é dito uma combinagdo convexa se y . 0; = 1, 6; > 0. A combinagdo convexa pode ser

considerada a média aritmética ponderada dos pontos x;.

Definicao 2.5. (Invélucro Convexo) Seja F C R", a intersecdo de todos os conjuntos convexos

nos R" contendo F é chamado de invélucro convexo e representado por Co(F). Em outras
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palavras, o invélucro convexo é o menor conjunto convexo que contém o conjunto JF, conforme

figura 3.

Figura 3 — Invélucro convexo de um conjunto.

Fonte: Autor 2016.

Lema 2.1. Seja uul,---,uf € R™ e v,vl,-- 07 € R™ Sew € Cof{u' : i € [1,I]} e
v e Co{v':i€[1,T|}, tem-se que

[z eco{

A prova do Lema 2.1 pode ser encontrada em (HU; LIN, 2001) e (HU; LIN; CHEN, 2002).

De acordo com Hindi (2004), além de ser conveniente computacionalmente, um elipsdide

i

, ] i€ [1,7], j € [LJ]}

u

vl

¢ bastante usado para aproximar outros conjuntos convexos, desta maneira tem-se a seguinte

definicdo:

Definicao 2.6. Um elipsoide pode ser definido por:
EA N ={zeR": (v —a2.) Az —x.) <1}

onde A = A" > 0 e o centro x. € R".

Considerando que A; sdo os autovalores de A, um elipséide € ilustrado na figura 4.

Figura 4 — Elipséide.
./——-’7’-'—\

Vo ‘

Fonte: (HINDI, 2004).

Neste trabalho € utilizado dois modelos para representar a saturacdo, assim a seguinte defi-
ni¢cdo € enunciada (TARBOURIECH et al., 2011):
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Definicao 2.7. (Condicdo de Setor) Uma ndo linearidade 1) : R™ — R™ ¢é dito satisfazer uma

condicdo de setor se

<w(t7 y) - szny)T(w@a y) - Qmaxy) < 07 vt > Oa vy eScChR”

para matrizes reais oz € Qmin, onde 8 = Qe — Qmin € simétrico positivo definido e a

origem estd contida em S.

Quando a condicdo acima é satisfeita é dito que v (¢, y) pertence a condi¢@o de setor (2,1, Qrnaz )

conforme ilustrado na figura 5.

Figura 5 — Condicdo de Setor.
qjm}.)m gma)r(r',r')y(i) ‘
Qmin(i,i) (i)

v
“0(i)

M)

T 00

Fonte: (TARBOURIECH et al., 2011).

Definicao 2.8. Um poliedro é definido pela intersecdo de um niimero finito de semi-espagos e

pode ser representado matematicamente por:
P={rcR":alz<b,i=1--k}

Um poliedro fechado € chamado de politopo. Na figura 6, € apresentado um politopo.

Figura 6 — Politopo.

a2

T as

Fonte: (HINDI, 2004).
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Lema 2.2. (Complemento de Schur) Supondo que as matrizes () e R sdo simétricas, as seguin-

tes condicoes sdo equivalentes:

Q ST

R>0,Q-STR'S>0 <
S R

>0

A prova do Lema 2.2 pode ser encontrada em (BOYD et al., 1994) e (HAI-HUA; GUAN-
GREN, 2013). Conforme Paim (2003), o Complemento de Schur serve para transformar algu-
mas desigualdades ndo lineares em LMIs.

Lema 2.3. (Lema de Finsler) Considere-se um vetor v € R", uma matriz simétrica P € R"*",
uma matriz B € R™*™, tal que rank(B) < n e By é uma base para o espago nulo de 3. As

seguintes condicoes sdo equivalentes
1. vIPv <0, Vo e R": Bu =0, v #0;
2. BIPB, <0;
3. 3peR:P—uB'B<0;
4. F € R . P 4 sym{FB}. |

A prova do Lema 2.3 pode ser encontrada em (OLIVEIRA; SKELTON, 2001). O Lema
de Finsler pode ser utilizado para eliminacdo de varidveis segundo (BOYD et al., 1994), e
recentemente tem sido bastante utilizado para reescrever condi¢cdes com graus de liberdade

adicionais via o uso de multiplicadores (PAIM, 2003).

Lema 2.4. (S-procedure) Considere Ty, . .., T,, € R™*" sendo matrizes simétricas e se existir

escalares positivos T; de tal maneira que

TO—Xp:Tiﬂ>O

i=1
entdo

T Tyx > 0Va # 0, de tal maneira que x* Tz >0, i =1,...,p

Mais detalhes sobre o Lema 2.4 podem ser encontradas em (BOYD et al., 1994) e JOHANS-
SON, 2003). De acordo com (BENDER, 2006), o S-procedure é uma técnica de relaxacio, que
restringe a uma regido especifica do espago de estados a validacdo das condi¢gdes, como por

exemplo, somente onde o modelo da ndo-linearidade € valido e ndo em todo espaco de estados.
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Lema 2.5. (Lema de Projecdo) Seja uma matriz simétrica V€ R"*" e duas matrizes P, () €

R Assim, existe uma matriz © € R™*™ tal maneira que
U+ PTOTQ + QTeP < 0

se e somente se

NEUNG <0 NGUNp <0

onde Np, N sdo quaisquer matrizes cujas colunas formam bases dos espagos nulos de P, Q.
|

O Lema 2.5 foi primeramente proposto por (GAHINET; APKARIAN, 1994) e sua prova
também pode ser encontrada em (BENDER, 2010) e (HAI-HUA; GUANGREN, 2013). Con-
forme (HAI-HUA; GUANGREN, 2013), o Lema de Projecdo é largamente utilizado para eli-
minag¢do de varidveis em uma BMI com a finalidade de obter uma LMI.

2.3 Sistemas com Atraso

Equacgdes diferenciais sao geralmente empregadas para a modelagem de sistemas dinamicos.
Considerando a representagdo em espacgo de estados de um sistema, (2.1), pode-se verificar que
a taxa de variacdo dos estados depende unica e exclusivamente dos estados naquele instante
especifico. Em alguns sistemas essa dependéncia ndo estd somente relacionada ao estado atual,
mas também aos estados passados. Esse efeito é conhecido na literatura como atraso e tem
sido o foco de diversas pesquisas académicas nos ultimos anos. Conforme Mahmoud (2010),

existem trés principais fontes para a ocorréncia do atraso:

1. Natureza do processo: muito comum em processos quimicos, em que o atraso ocorre pelo
proprio funcionamento interno do sistema, tais como, em reatores quimicos € motores

diesel;

2. Atraso de transporte: pode-se citar um sistema de aquecimento baseado na transferéncia
de calor por convecg¢ao em que existe um determinado atraso devido ao deslocamento do

ar quente;

3. Atraso de comunicagdo: dois tipos de atrasos sdo encontrados em sistemas de comuni-
ca¢do, um deles devido ao tempo de propagacgdo, i.e. o tempo que o sinal leva para se
propagar no meio de um ponto a outro. O outro acontece quando existem limita¢des
no acesso ao barramento de comunicagio, especialmente quando diversos dispositivos

compartilham o mesmo barramento.

Com base no acima exposto, é possivel identificar a existéncia do atraso em diversos exemplos
praticos, como pode ser visto em (FRIDMAN, 2014), (GU; KHARITONOV; CHEN, 2003),

onde exemplos nas dreas de biologia, quimica, fisica, mecanica e economica Sao expostos.
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Com a finalidade de aplicar leis de controle a sistemas com atraso, duas principais abor-
dagens tém sido utilizadas pela literatura cientifica. Uma delas, chamada de independente do
atraso, nao leva em consideracdo o tamanho do atraso. Logo, apesar de ser mais facil alge-
bricamente a obtencdo de condi¢des para andlise e sintese, os resultados via estas abordagens
tendem a ser mais conservativos. A razdo para isso, se deve ao fato de que os resultados obtidos
por uma abordagem independente do atraso tem que ser verificada para qualquer atraso e isso
restringe muito as possiveis solu¢des. Segundo Mahmoud (2010), existem diversas razdes para

que os resultados sejam conservadores:

* a premissa de que a magnitude do atraso € pequena nem sempre € verdadeira e, portanto,

para esses casos as condicdes ndo serdo satisfeitas;

* em muitos casos, o atraso € fixo, assim a verificacdo de estabilidade via abordagem inde-
pendente do atraso, impde muitas condi¢des desnecessdrias para este sistema em particu-

lar;
* ndo se aplica a sistemas instdveis em malha aberta.

A outra abordagem largamente utilizada, conhecida como dependente do atraso, leva em
consideracdo o tamanho do atraso e é empregada em dois tipos de problemas (MAHMOUD,
2010): para um dado sistema em que o atraso € conhecido, verificar a estabilidade do mesmo;

para um dado sistema, verificar qual é o maximo atraso o qual a estabilidade pode ser garantida.
2.3.1 Estabilidade de Sistemas Discretos com Atraso

Condicdes suficientes de estabilidade, tanto para o caso indedependente quanto para o de-
pendente ao atraso, podem ser obtidas via funcdes de Lyapunov-Razumikhin ou funcionais de
Lyapunov-Krasovskii, podendo ser encontrado em (RICHARD, 2003), (GU; KHARITONOV;
CHEN, 2003), (MICHIELS; NICULESCU, 2007).

No entanto, antes do trabalho de Hetel, Daafouz e Iung (2008) solucdes para as seguintes

questdes ndo estavam claramente respondidas na literatura:

* Qual € o funcional de Lyapunov-Krasovskii que apresenta o menor conservadorismo pos-

sivel?

* E possivel obter condi¢des suficientes e necessarias na forma de LMI para a existéncia de

um funcional de Lyapunov-Krasovskii?
« E possivel obter condi¢des na forma de LMI sem limitar seus termos?

O trabalho de Hetel, Daafouz e Tung (2008) propdem uma extensao do funcional de Lyapunov-
krasovskii cléassico, solucionando assim as questdes expostas acima. Esses resultados sdo apre-

sentados na sequéncia e sdo a base para o desenvolvimento principal deste trabalho. Uma vez
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que esse trabalho considera sistemas de tempo discreto, pode-se comegar apresentando o se-

guinte sistema discreto no tempo com atraso
alk + 1] = Az[k] + Agz[k — 7[k]], k € Z (2.5)

onde z[k] € R" é o vetor dos estados. As matrizes A, A, sdo reais constantes e de dimensdes
apropriadas. O atraso variante no tempo 7[k| é um nimero inteiro e positivo dentro do seguinte
intervalo 7 < 7[k] < 7, onde 7 e 7T s@o valores inteiros positivos e conhecidos. As condi¢des

iniciais deste sistema podem ser descritas como
xlk,] = ¢[ko), Yk, € [—T,0]

Significando que mesmo para o valor de atraso mdximo, antes do instante inicial os estados
do sistema sdo conhecidos e limitados em amplitude. Essa suposi¢do € razodvel especialmente
porque sistemas digitais sdo geralmente implementados em um espaco de memoria. Além disso,
¢ aceitdvel supor que o atraso € um multiplo inteiro do periodo de amostragem, uma vez que a
informacao estd apenas disponivel em instante especificos, e ndo de maneira continua. Entdo,
qualquer evento que acontece entre duas amostras consecutivas ird se manifestar nas amostras
seguintes. Assim, para o sistema (2.5), o valor dos estados na préxima amostra (i.e. z[k + 1]),
serd uma fungéo da amostra atual (i.e. Ax[k]|) e, como estamos levando em considera¢do o
atraso neste sistema, de algum estado anterior (i.e. Az [k — 7[k]]), que vai depender do valor
do atraso naquele instante. Assumindo que a variacdo do atraso no tempo significa quantos
estados anteriores podem afetar o proximo. A seguinte matriz, que representa a dindmica do
sistema de um instante (kK — 7) até o presente (k), pode ser definida (HETEL; DAAFOUZ;
TUNG, 2008):

[ A El 22 27—— |
I 0 --- 0 O y -
A= 0 I 0 - 0 |, %= + Tl = C, o lel 7
.. ) 0, caso contrario
0 0 I 0

Pode-se aumentar o vetor dos estados para que contenha ndo somente o estado atual (i.e. z[k])
ou o atrasado (i.e. = [k — T[kﬂ ), mas todos os estados passados que afetam o proximo, uma vez

que 7 € conhecido a priori.

onde z[k] € RV, v = (T + 1) x n.

Comentario 1. De acordo com Fridman (2014), esta abordagem sofre com a dimensionalidade
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quando o atraso é consideravelmente grande, tendo em vista que a dimensdo do vetor z[k| é

diretamente relacionada ao atraso mdximo T.

Desta maneira € possivel reescrever o sistema com atraso (2.5) no seguinte sistema chaveado
Z[k + 1] = AT[;C}Z[/{J] (2.6)

que possui uma matriz A, diferente para cada atraso 7[k]. Agora, enuncia-se o seguinte

teorema:

Teorema 2.3. O sistema (2.5) é assintoticamente estdvel se existirem matrizes simétricas e
positivas definidas 11,y € R, 7[k| € {7,--- ,T}, de tal maneira que
—py *

<0 2.7
Iy Ary — gy

Prova. O seguinte funcional de Lyapunov-Krasovskii dependente do atraso € apresentado em
(HETEL; DAAFOUZ; TUNG, 2008) como sendo a forma mais genérica que pode ser obtida

usando a soma de todas as combinagdes possiveis de temos em formas quadraticas.

}:Z: —i]" PSP alk — j] (2.8)

=0 7=0

Pode-se perceber que no funcional cada termo quadratico z[k — z']TPT(E,’j}')x[k — j] possui uma

matriz de Lyapunov P(fl’j} ) diferente que varia de acordo com o atraso 7[k|.

Considerando o funcional (2.8) para o sistema (2.6) chega-se a seguinte funcido candidata

de Lyapunov
VIk] = 2[k] T yy2[k] > 0

00) pO1)  p07)

Pryy Py Py )
1,0 p1) (1,7) Vrlkl e {1,---,7}
Py P o Po

Mo = . ! g >0,
(7,0) (C ) R (7,7) T r
Py Py Py

(4,9)

E 1mp0rtante salientar que nao € necessario que todas as matrices P K]

sejam positivas defini-

das, apenas o bloco Il deve ser positivo definido.

Conforme apresentado na secdo (2.1.1), para garantir estabilidade assintética de um sistema

de tempo discreto, deseja-se encontrar um funcional positivo definido tal que sua variacao seja



24

negativa, portanto tem-se

AV = Vik+1]-VI[k] <0

z[k + ] T[k+1]z[k + 1] — 2[k]) TLy2[k] < O
Z[k‘] k+1]Ar[k]Z[k] UC] }Z[/{J] <0
[k]" (A I 1) Ay — o) 2[K] < O

= z
Desta maneira, pode-se escrever a seguinte desigualdade

Az[k]HT[k+1}Ar[k} — Il <0 (2.9)
Por intermédio do Complemento de Schur, Lema 2.2, (2.9) € equivalente a:

e

e _H;[}H- 1]

<0 (2.10)

Inequagdo (2.10) ndo é uma LMI devido ao termo I1_} ol De modo a contornar esta nao

k+1]°
linearidade, aplicamos uma transformacdo linear, pré e pés multiplicando (2.10) pelo bloco
diagonal blockdiag = {I,,11;11]} e sua transposta respectivamente. Obtendo assim a LMI

(2.7) do Teorema 2.3. L]

Comentario 2. O Teorema 2.3 possui condicdes necessdrias e suficientes para estabilidade do
sistema (2.5). Isso significa que quando ndo é possivel encontrar uma solugcdo para a desi-
gualdade (2.7), ndo existe um funcional na literatura que encontre, uma vez que o funcional
proposto, conforme Hetel, Daafouz e lung (2008) é o mais genérico dentre todos os que invol-

vem o somatorio de termos quadrdticos.

Comentario 3. Conforme mencionado anteriormente, obter solu¢cdo numérica para o funcional
levando em consideracdo o maior atraso possivel é uma das principais causas do conservado-
rismo dos outros funcionais propostos na literatura. Além disso, através do Teorema 2.3 ndo é
necessdrio considerar todos os atrasos possiveis entre o minimo e o mdximo, i.e. T < 7[k] <
7[k], pode-se por exemplo analisar a estabilidade do sistema (2.5) para 7[k] € {1,6,11,14},

aspecto bastante iitil quando se trata de sistemas de comunicagdo de dados.
2.3.2 Estabilidade de Sistemas Discretos com Atraso via Finsler

Nesta se¢do € apresentado uma extensao do Teorema 2.3, proposto por Sun e Chen (2012),

que faz uso do Lema 2.3 e € exposto em detalhes na sequéncia.

Corolario 2.4. O sistemas (2.5) é assintoticamente estdvel se existirem matrizes simétricas e
positivas definidas 11, € RV e matrizes G,y € RV, Frpy € R0V, 7[k] € {z,--- , T} de
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tal maneira que

—I iy + sym{ Frp A b *

<0 @2.11)
G — Frim 1) — sym{Grp }

Prova. Partindo da prova do Teorema 2.3, tem-se

AV

Vlk+1] = V[k <0
= Z[k’ + 1]THT[;€+1]Z[]€ + 1] — Z[k]THT[k}Z[k] <0

Por meio do vetor n[k] e da matrix M

T —II, 0
L I R R T
0 gy
a variagdo AV pode ser reescrita em forma matricial
T _Hr[k] O Z[k‘]
n[k]* Mnlk] = [ zlk]T z[k+ 1) }
[ ] [ ] 0 Hr[k—H] Z[/{Z + 1]

Deseja-se aplicar o Lema 2.3, o que néo guarante M < 0 para qualquer 7[k], mas somente para
as trajetorias do sistema em malha fechada (2.6). Condigdes resultantes dessa metodologia sao

potencialmente menos conservativas. Deta forma, definindo a matrix 53 e aplicando o Lema 2.3

Fri)
G-

FrpgArg —Frpg

. FB =
GrigArp) —Grpg

B=| Ay 1| F-=

obtemos a LMI do Corolario 2.4. ]
2.3.3 Exemplos Numéricos

Nessa secao, por meio de um dado sistema discreto sujeito ao atraso, deseja-se verificar para

qual o maior intervalo do valor do atraso o sistema apresenta estabilidade assintética.

Exemplo 2.1. Considere o sistema (2.5) dado pelas seguintes matrizes vide (SUN; CHEN,

2012):
04 —-0.8 0.1 0.2
A= , Ag =
0.5 1.0 02 04
Aplicando o Teorema 2.3, pode-se concluir que e sistema é assintoticamente estdvel para atra-
sos dentro do intervalo 1 < 7[k| < 4. Para o Coroldrio 2.4 igualmente 1 < 7[k] < 4. Para

obtencdo desses resultados utilizou-se o software MATLAB juntamente com o parser YALMIP
(LOFBERG, 2004) e o solver SDPT3 (TUTUNCU; TOH; TODD, 1999).
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Y%
Exemplo 2.2. Considere o sistema (2.5) dado pelas seguintes matrizes vide (HETEL; DAA-

FOUZ; IUNG, 2008):
08 0 Ay - —-01 0
0 097 —-0.1 —-0.1

Por intermédio do Teorema 2.3 e do Coroldrio 2.4, o sistema é assintoticamente estdvel para

A=

atrasos dentro do intervalo, 1 < 7[k| < 14 e 1 < 7[k] < 10, respectivamente. Para obtengdo
desses resultados assim como no exemplo anterior foi utilizado o software MATLAB juntamente
com o parser YALMIP ( LOFBERG, 2004) e o solver SDPT3 (TUTUNCU; TOH; TODD, 1999).

\Y

Comentario 4. O resultado obtido neste exemplo numérico difere-se do apresentado em He-
tel, Daafouz e Iung (2008), em que foi obtido solucdo para atrasos dentro do intervalo 3 <
T[k] < 13. Atribui-se essa discrepdncia aos pacotes computacionais utilizados para resolu¢do

numérica.
2.4 Sistemas Sujeitos a Saturaciao

Em todo sistema fisico existem limita¢des relacionadas com as quantidades maximas e mi-
nimas de energia que € possivel aplicar a esse sistema. Esses limites podem ser restri¢cdes fisicas
do atuador ou limita¢des impostas por questdes de seguranca. Esse fenomeno € conhecido na
literatura como saturag@o e tem sido um tema de relevincia académicas nas ultimas décadas.
Conforme Tarbouriech et al. (2011) e Hu e Lin (2001), a saturacao é uma das principais fontes
de degradacdo de desempenho de um sistema em malha fechada, causando, por exemplo, um
aumento no sobre-sinal bem como no tempo de acomodacao do sistema. Além disso, pode até
levar um sistema, que € estdvel em malha aberta, a instabilidade quando em malha fechada. A

saturagdo pode ser vista no diagrama de blocos da figura 7.

Figura 7 — Diagrama de blocos de um sistema sujeito a saturacao.

Controlador » _/IV_ = Planta

Saturacao

Fonte: Autor 2016.

Considere o seguinte sistema discreto no tempo

zlk + 1] = Az[k] + Agz [k — 7[k]] + Bulk], k € Z (2.12)
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onde o vetor z[k] € R" e u[k] € R™ sdo respectivamente o vetor de estados e entradas. As
matrizes A, Ay e B sdo reais constantes ¢ de dimensdes apropriadas. O atraso variante no
tempo 7[k| € {1, -+, 7}, onde T e 7 sdo valores inteiros positivos e conhecidos. As condi¢des

iniciais deste sistema podem ser descritas como
x[k] = ¢lk],Vk € [—T,0]
A entrada deste sistema € limitada tal que
—Uoyy < UG < Uoyy, Uoyy > 0, 2=1,...,m (2.13)
A seguinte definicdo € apresentada vide (TARBOURIECH et al., 2011):

Definicao 2.9. (Regido de Linearidade) A regido de linearidade do sistema (2.12), denota-
se Ry, € definida como o conjunto de todos os estados x[k] € R" tal que sat(K pz[k]) =

O seguinte conjunto poliédrico define a regido de linearidade:
Ry = {a[k] € R" : [K (k]| < uo}

esse conjunto é limitado quando rank(K,)) = n e aberto quando rank(K.p) < n, con-

forme pode ser visto na figura 8. E possivel verificar que o espaco de estados é dividido em

Figura 8 — Regido de linearidade Ry..

X2 K(])X = TUpmin(1) 2 K(l)x = _umin(l)
\\\ // K(l)x: umax<l)
K(I)x = Umax(1) d ’

R .
L . /’k//
X1 /’l\\/ \\ X1
et 4 Koo)X = tax(2)

Fonte: (TARBOURIECH et al., 2011).

duas regides. Uma delas ¢ a Ry, em que a saturacdo pode ser desconsiderada e, portanto, o
sistema se comporta de acordo com seu modelo linear. A outra é onde a saturagdo ocorre €
segundo Tarbouriech et al. (2011) o sistema apresenta comportamento nao linear. Desta ma-
neira, a convergéncia das trajetérias do sistema para a origem dependem das condicdes iniciais.
Formalmente, tem-se a seguinte definicdo (TARBOURIECH et al., 2011):

Definicao 2.10. (Regido de Atracdo) A regido de atracdo da origem para o sistema (2.12),
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denota-se Ry, é definida como o conjunto de todos os pontos z[k] € R" do espaco de estados

no qual sendo condigoes iniciais as trajetorias convergem assintoticamente para origem.

A saturacgdo claramente ndo € uma func¢ao linear, como pode ser visto na figura 1. Portanto,
esta ndo linearidade deve ser modelada de tal maneira que possa-se incluir na formulagcdo do
problema. Na literatura existem diferentes maneiras de modelar a saturacdo como pode ser visto
em (TARBOURIECH et al., 2011). Neste trabalho a representacdo da saturacdo se dard pela
modelagem politopica bem como pela ndo linearidade do tipo zona morta, que sdo apresentadas

na sequéncia.
2.4.1 Modelagem da Saturacao via Representacao Politdpica

Segundo Tarbouriech et al. (2011), a ideia basica da modelagem politépica consiste em usar
um vetor como varidvel auxiliar para obter a saida da funcdo saturacdo como uma combinagdo
convexa entre o sinal de controle e a varidvel auxiliar. Considere um conjunto D com matrizes

diagonais nos quais os elementos sdo 0 ou 1. Por exemplo, para m = 2:

(L)

E possivel observar que o conjunto D possui 2™ elementos, portanto, defini-se as matrizes do

conjunto D como I'}', j € [1,2™], logo:
D={I}:je1,2"]}

Sendo que I';” = 1, — F;r também € um elemento do conjunto D. Assim, o seguinte Lema pode
ser enunciado vide (HU; LIN, 2001) e (HU; LIN; CHEN, 2002):

Lema 2.6. Seja dois vetores v € R™ and h € R™. Se —Up,y < iy < Uy, parai=1,---,m,
logo
sat(v) € Coflfv+ T h,j=1,---,2"}

Prova. Uma vez que |h;)| < u,,, tem-se que

sat(v;) € Co{uj, h;}, Vj € [1,m]
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aplicando o Lema 2.1 tem-se

sat(vy) € Co{vy, h}
w((n)eedlnl R
Vo (%) h2 (% h2

assim pode-se concluir que:

sat(v) € Co{I'Jv+ 1T h,Vj € [1,2"]}.

]

A ilustrag@o gréfica desse Lema pode ser vista na figura 9. E possivel observar que cada
vértice do politopo pertence a uma regido diferente no espaco de estados. Neste caso, sendo
dois estados temos quatro casos: nenhum estado saturado, apenas o primeiro, apenas o segundo

e ambos saturados.

Figura 9 — Ilustracdo grafica do Lema 2.6.

3 T T

A u
| i)
2 2

*Sal(u)

v u
L [, [ 1 _
0 Yy Y2

-3 I ! ! | |
-3 -2 — 0 1 2 3

Fonte: (HU; LIN; CHEN, 2002).

2.4.2 Modelagem da Saturagdo via Nao Linearidade de Setor

Conforme Tarbouriech et al. (2011), o sistema (2.12) pode ser tratado como um sistema
linear e estdvel onde a realimentacio possui uma nao linearidade de setor. Esse caso é conhecido
como problema de Lure. Por intermédio da Fungdo Zona-morta 1 (-) o seguinte lema pode ser
enunciado (SILVA JR.; TARBOURIECH, 2005):
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Lema 2.7. (Condigdo de Setor Generalizada) Considerando a matriz G € R™*" e o conjunto
poliedral S(u,):

S(uo) = {a[k] € R" : |(Krppy,, — G)r k]| < oy, 1 =1, m}
se x[k] € S(u,) segue que:
O(K g [R) T (9 (K alk]) — Galk]) <0
é definida para qualquer matriz diagonal positiva definida T € R™*™. [ |
Prova. Considerando (K pyx(k]) = Krpx|k] — sat(K z(k]), ttm-se os trés casos abaixo:
1. —u, < K-pyelk] < u,. Neste caso 1 (K pmxlk]) = 0, entdo

O(Epga k)T (Y (K [k]) — Gz[k]) =0

2. K;pya[k] > . Neste caso (K gxlk]) = Kqpalk] — u,, se x[k] € S(u,) entdo:
K pxlk] — Gzlk] < u,
Por isso, pode-se afirmar que
V(Krpak]) — Galk] = Kopalk] — Go[k] —u, <0
e como (K px[k]) > 0, segue que:

V(K [k) T (Y (Ko alk]) — Galk]) <0, YT >0

3. K xlk] < —u,. Neste caso (K yyz[k]) = K pal[k] 4+ uo se z[k] € S(u,) entdo:
Kopzlk] — Ga[k] > —u,
Por isso, pode-se afirmar que
UK ma(k]) — Galk] = Kopa[k]) — Galk] +u, <0
e como ¢ (K px[k]) > 0, segue que:

V(K pa[k]) T (V(Kopx[k]) — Gzlk]) <0, VT >0
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2.4.3 Modelagem por Regides de Saturacdo

A saturacao pode ser representada por diferentes modelos, uma abordagem apresentada por
Silva Jr. e Tarbouriech (1999), divide o espaco de estados em regides considerando todas as
possiveis possibilidades. Por exemplo, em um sistema com apenas uma entrada, i.e. m = 1,
existem 3" regides, a entrada é menor que o limite minimo, i.e. u < —u,, a entrada ¢ maior
que o limite superior, i.e. u > u, € a entrada ndo esta saturada, i.e. —u, < u < u,. Segundo
TARBOURIECH et al. (2011), essas regides sdo chamadas de regides de saturacdo e sdo de-
finidas por poligonos abertos e fechados. Para apresentar essa representagdo, primeiramente

considera-se um sistema com saturacdo na entrada
z(t) = Ax(t) + Bsat(u(t)) (2.14)
e defini-se um vetor

L, se u(t) > uon
EERN, iy =19 0, se Uy < u(t) < o
-1, se u(t) < uy

e uma funcao

Uol(i), se &iay =1
§: R = R, 66)(&) =4 0, se &) =0
—Uo(i), Se &y = —1

O seguinte sistema pode ser modelado como um sistema afim em cada regido de saturacao.

i(t) = (A+ BIK)x(t) + Bo(§;), I'; = diag(Ly, — [&51)
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3 ANALISE DE SISTEMAS SATURANTES VIA REGIOES DE SATURACAO

Este capitulo apresenta condi¢des para verificar a estabilidade de sistemas com atuadores
saturantes representando a saturacdo pela modelagem por regides de saturacdo. Inicialmente o
problema € exposto, apds os teoremas obtidos juntamente com exemplos numéricos da utiliza-

cdo dos mesmos sdo apresentados.
3.1 Sistemas de tempo continuo

Conforme apresentado no capitulo anterior uma das possiveis maneiras de representar a
saturacdo € por meio da modelagem por regides de saturacdo. O resultado apresentado nesta

secdo consideram sistemas com saturacdo na entrada e com realimentagdo de estados.

#(t) = (A+ BL;K)x(t) + B(E;) (3.1)
O seguinte teorema é proposto para anélise da estabilidade do sistema (3.1).
Teorema 3.1. Se existir matrizes simétricas positivas definidas P; € R"*", matrizes Fyj, Fy; €

R, Fy; € R e escalares Ny € Roonde j =1,...,3m e N = [Njy- - Ajy), de tal

maneira que

—F - FF * *
P;A+ P;BI';K
—Fy+ ATFT + K'T,BTFT sym{F, A+ P, BL; K+ X
sym{FyA+ F>,BI'; K}
5(&)TBTP; — 0.5A,R,; A;d;
—Fg —|—(5(€]>TBTF1T (5]) J JTJ_; . J J+
I FsA+ F3BT; K +6(¢;)" B Fy sym{F3B5(&;) }
(3.2)
T
. e,
j
e O S0 i=1m (3.3)
pu@  p
Yoy
E(P;, 1) estima a regido de atragdo da origem do sistema (3.1). [
Prova. Considerando a seguinte fungdo quadrdtica V(z) = 2" Pjz Vj = 1,---,3™, como a

fun¢do candidata de Lyapunov, deseja-se obter condi¢cdes para garantir que a sua derivada seja

negativa. Pode-se observar que neste caso procura-se nao apenas um unico elipsdide que estime

)

<0
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a regido de atracdo do sistema, mas um elipséide para cada regido de saturacdo. Entdo

V(z) = i"Px+ 2P <0
= [(A+ BT K)x + B(&)|" Pjx + 2" P[(A+ BL;K)x + B§(&;)] < 0
= 2T(A+ BT,K)"Pjz + (&))" BT Pjx + 2" Pj(A+ BT;K)x + 2" P;B6(&;) < 0

Pode-se reescrever a inequagdo acima em forma matricial por

T | sym{PjA+ P;BI';K} * T
R A

Na desigualdade acima € possivel verificar um zero na diagonal principal, o que dificulta a re-
solucdo numérica dessa condi¢do. Para tanto, utiliza-se o S-procedure para verificar a validade

das condicdes somente dentro dos politopos que descrevem cada regido de saturagdo.

Comentario 5. E importante salientar que a condicdo obtida até aqui, por mais que dificil de
verificar numéricamente, é uma condi¢cdo suficiente e necessdria para a estabilidade do sistema
(3.1). De acordo com Johansson (2003), a utilizacdo do S-procedure para verificar uma fungdo
quadrdtica em poliédros resulta em condicoes apenas suficientes e ndo necessdrias. Por isso,

neste caso a utilizacdo do S-procedure torna as condigcoes do Teorema 3.1 apenas suficientes.

Antes de aplicarmos o S-procedure deve-se definir matematicamente as regides de satura-
¢do, entdo
S(Rj,dj) = {ZL‘ S R R](Z)ZE S dj(l)}
onde (7) representa i-ésima linha da matriz R e i-ésimo elemento do vetor d. Assim, conforme

Lema 2.4, tem-se

[
sym{z"(PjA+ P;BT;K)z} + 2" PB3(&;) + 0(&) B Piw = >~ Ny (Rjyw — djqsy) < 0

=1
Pode-se reescrever a inequagao acima em forma matricial por
T P;A+ P;BT';K *
|27 1] [ jy”;{J /B K Y l ”Q;]<o (3.4)
0(&) B Py =053 i Ao Biy 2im Aiodiay | [T

Agora, com a finalidade de reescrever a condi¢do (3.4) com graus de liberdade adicionais, pode-
se aplicar o Lema de Finsler. Deste modo, de acordo com o Lema 2.3 define-se o vetor B de tal

maneira que Bx = 0. Assim, tem-se

Fy; —I; Fi(A+ BIUK)  FyBé(&)
B= [ I, A+BI,K B(E) ] F=| R, | .FB=| —F;, Fy(A+BI,K) FyBiE,
Fs; —F;; F3;(A+ BI'K) Fs;Bi(E)

)
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Definindo o vetor n = [z7 1|7, pode-se representar a desigualdade (3.4) por n’ Mn. Desta
maneira, segundo o Lema de Finsler, se existir uma matriz F' a condi¢do (3.4) € equivalente a
M + sym{FB} < 0, que corresponde a desigualdade (3.2) do Teorema 3.1.

Além de garantir a estabilidade do sistema (3.1) para todos os pontos dentro do elipsdide,
deve-se garantir que o elipsdide obtido contém o politopo em que o modelo do sistema saturado
¢ vdlido. De acordo com Boyd et al. (1994), a verificagdo da LMI, va Puv; <1, é suficiente para

garantir que o elipséide definido por:
EP1)={zeR":2"Px <1}

contenha um politopo definido pelos vértices v. Assim, pode-se modificar a definicdo de

S(R;, d;) para
Ry
S(Rj,dj) = {33' e R (d]—(())) r < 1}
(2
T
(Rj(n) p (Rju)) 1
dj(s) djay ) —
T
() o (52)
dj(i) dj(i)

Agora, por meio do Complemente de Schur, Lema 2.2, tem-se
T
) (Rm))
4t >0 (3.5)

<RJ(1)) P—l
d;ji

1 0
Multiplicando-se a desigualdade (3.5) pela esquerda e pela direita por [ 0 P ] chega-se a

Entao, tem-se que

0 que pode ser reecrito como

condi¢do (3.3), concluindo assim a prova do Teorema 3.1. U
3.2 Sistemas de tempo discreto

O resultado apresentado nesta se¢@o considera o mesmo tipo de sistemas abordados na se¢ao

anterior, porém para o caso de tempo discreto. Considerando o seguinte sistema discreto
xzlk + 1] = (A+ BI';K)z[k] + BS(&;) (3.6)

o teorema a seguir € proposto para andlise da estabilidade do sistema (3.6).

Teorema 3.2. Se existir matrizes simétricas positivas definidas P; € R"*", onde j = 1,...,3™,
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de tal maneira que

6(¢)B(A + Bl K) 0(&)" BT P BA(&;) '
RT.
1 ](Z) P]

iy " | >0 (3.8)

p i p

" dj) ’
E(P;, 1) estima a regido de atragdo da origem do sistema (3.1). |
Prova. Considerando a seguinte fungio quadrética V[z] = 2" Pz V j = 1,--- ,3™, como a

func¢do candidata de Lyapunov, deseja-se obter condi¢des para garantir que a sua diferenca seja

negativa. Para tanto, tem-se que

AV = Vik+1] - VK
= alk + 1" Pxlk + 1] — z[k]" Pjx[k]
= (2[k]"(A+ BT, K)" +0(¢;)" BY) Pi[(A + BT, K)xlk] + Bd(&))] — w[k]" Pjw[k]
= z[k]"(A+ BT;K)"P;(A + BU;K)z[k] + 2z[k|" (A + BT;K)" P;B6(&;)
+0(&)" BT PBo(&;) — a[k]" Py[k]

T
Definindo-se o vetor [ z[k]T 1 } , pode-se reescrever a desigualdade acima em forma matri-
cial, obtendo assim a condicao (3.7) do Teorema 3.2.

A condicdo (3.8) € obtida de forma andloga a condi¢do (3.3) do Teorema 3.1. ]
3.3 Exemplo Numérico

Neste secdo € apresentado um exemplo numérico para comprovar a efetividade dos teoremas

propostos neste capitulo.

Exemplo 3.1. Considere o sistema (3.1) dado pelas seguintes matrizes vide (KIM; BIEN, 1994):

A= 5]
p

?

0.1 -=3.0 01 —0,0135 —1,3583

—0.1 —0.1 —0,7283 —0.0338
0 ]73_15 O]’K_l 0,7283 —0,033
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As matrizes R; e vetores d; que caracterizam as regides de saturagdo do sistema sdo:

[ K] [ u, | K] o)
Ry = di=1| ° |, Ry= dy = | —u,
1 K 1 u, 2 Ku 2 (2)
o - o o)
Fo . ] K —u,
Rg = K d3 = —Up 5 R4 = d4 =
- - | Ko | Uo(2)
o “
Re=| K| ds= )
- —Uo(2)

Os politopos descritos pelas matrizes IR; e os vetores d; podem ser vistos na figura 10.

Figura 10 — Regides de saturacdo do exemplo numérico (KIM; BIEN, 1994).

.5 Regides de Saturagao

10 .

R5 R2 R3

X2
e
[T
e
N

5t 4
A0 | |=——K(1x=uo(1) i
—K(2)x=uo(2)
—— K(1)x=-uo(1)
K(2)x=-uo(2)
-15 '
-15 10 5 0 5 10 15

x1

Fonte: Autor 2016.

E possivel observar que devido a simetria dos politopos que descrevem as regides de satu-
racdo ndo é necessdrio considerar todas as regioes. Neste caso comom = 2, j = 1,--- 9,
entretanto apenas as regioes 1, - - - | 5 serdo consideradas. Além disso, virifica-se que as regioes

Ry, R3, Ry e Rs, ndo sdo conjuntos numéricos fechados, para tanto inclui-se a varidvel (3, de
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tal maneira que:

K U
R, — di — 7
1 Uo(1)
—Uy K —Uy
Ry=| Ky | d2= @ Ry = ds = ;
—Uo(1) K _Buo
| K2
—Buo(2)
[ K] —u o
° K —Uo(2
Ry = | Ky dy=| ) Rs = K ] ds = Bu ((1))
L K | Buo() o

A varidvel  representa quantas vezes maior o elipsdide que contem o politopo que descreve a
respectiva regido de saturagdo deve ser. Portanto, a maximizagdo de [ forcard a obtengdo dos
maiores elipsoides. Neste exemplo numérico, ndo serd considerado a maximizacdo de [, mas
isso poderia ser realizado por exemplo com a funcdo >> fminsearch do MATLAB.

Deste maneira, aplica-se o Teorema 3.1 com a finalidade de investigar as regioes no qual
o sistema é estdvel. Os elipsdides definidos pelas matrizes P; podem ser vistos nas figuras 11,
12 e 13. O script criado e executado para este exemplo numérico pode ser visto no Apéndice
A. Para obtencdo desses resultados utilizou-se o software MATLAB juntamente com o parser
YALMIP (LOFBERG, 2004) e o solver SDPT3 (TUTUNCU; TOH; TODD, 1999).

Como forma de ilustracdo da simetria bem como da estabilidade do sistema dentro dos
elipsoides obtidos. A figura 14, apresenta as trajetorias do sistema quando as condigoes iniciais
pertencem a regido Rs e Rs. Para tanto, o sistema foi inicializado em ©1 = 50, o = 50,
r1 = —b0, x9 = =b0e x; = =75, 9 = 60, xr1 = 75, o = —60. E possivel observar
que quando o sistema ¢ inicializado nas regioes opostas as regioes R3 e Rs, as trajetorias sdo
idénticas quando as condigoes iniciais pertencem as regioes R3 e Ry. Esses resultados foram
obtidos por meio do software SIMULINK.
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Figura 11 — Elipsodides definidos por P; e P, respectivamente
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100

501

X2
o

-50 1

-100
-100

-50 0
x1
Fonte: Autor 2016.

: -100 :
50 100 -100 -50

Figura 12 — Elipséides definidos por P5 e P, respectivamente.

x1

50

100

100

50 -

-50

-100

Fonte: Autor 2016.
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Figura 13 — Elipséides definidos por Ps e Pj, j =1,---,5.

100 1
. 50 1
i 8 o
| -50 - 8
| -100 f .
-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100
x1 x1
Fonte: Autor 2016.
Figura 14 — Trajetorias do sistema para condic¢des iniciais 1 = 50, zo = 50 e x1 = =75, z2 = 60,
respectivamente.
100
100 1
50
50
0F > ¥ o0
-50
-50
-100 1
: : ‘ : : -100
-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100

X1 x1
Fonte: Autor 2016.
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4 ESTABILIZACAO DE SISTEMAS SATURANTES VIA REGIOES DE SATURACAO

Este capitulo apresenta condi¢des para a estabilizacdo de sistemas com atuadores saturantes
representando a saturacio pela modelagem de regides de saturagdo por meio da realimentagdo

de estados. Inicialmente o problema € exposto, apds o teorema obtido € apresentado.

Diferentemente do capitulo anterior, em que o objetivo era obter regides defininidas por
elipsdides no qual o sistema (3.1) € estavel, neste capitulo deseja-se ndo somente definir regides
do espago de estados em que o sistema € estdvel, mas também a matriz de ganhos K. Deste
modo, tornando um problema de andlise em um problema de sintese. Para tanto, o seguinte
teorema € proposto para sintese de uma matriz de ganhos K que estabilize o sistema (3.1) por

meio da realimentacdo de estados.

Teorema 4.1. Se existir matrizes simétricas positivas definidas Q; € R"*", uma matriz K €
P J

Rm*" e escalar o € R, onde 7 = 1,...,2™, de tal maneira que
sym{AQ; + BI';KQ;} + aQ; * <0 @.1)
0(&)" BT —ad(&;)"6(&;)
= K),.
T i) >0,i=1,-,m 4.2)
<:jK>(i) Q.
dji !

o sistema (3.1) € estabilizado pela matriz de ganho K e (P}, 1), onde Q); = Pj_l, estima a

regido de atragdo da origem. [

Prova. Considerando o seguinte sistema com a saturacao presente no atuador:
2(t) = Az(t) + Bsat(Kz(t)) + Bow(t) 4.3)

onde w € RN € um vetor de perturbacdes externas limitadas em amplitude e constante. Substi-
tuindo o termo sat(K x(t)) por I'; Kz(t), considerando que B,, = B e que w = §(¢;) o sistema

(4.3) pode ser reescrito por:
i(t) = Ax(t) + BT jKxz(t) + Bi(&;) (4.4)

E possivel verificar que o sistema (4.4) € equivalente ao sistema (3.1). Desta maneira, conside-
rando a seguinte fungdo quadrdtica V(z) = 2" Pjz V j = 1,--- ,2™, como a fungdo candidata

de Lyapunov, deseja-se obter condi¢cdes para garantir que a sua derivada seja negativa. Para
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tanto, defini-se a fun¢@o auxiliar 7 (¢), assim como proposto em (ZUO, 2004):

Jt) = V(z)+aP;—awlw <0
= "Pix+ 2" Pz + aP; — ad(&5)70(&) <0
= [(A+ BT;K)x + Bd(&)]" Pjx + 2" Pj[(A + BL;K)z + BS(§;)] + aP;
—ad(&;)70(&5) <0
= 2'(A+ BT,;K)"Pjz +6(&;)" BT Pjw + 2 Pj(A + BT;K)x + 27 P;B4(&;)
+aP; —ad(§)7(&;) <0

Pode-se reescrever a inequag@o acima em forma matricial por

[mT 1:|T[Sym{PjA+PjBFjK}+an * ] [x]<0
0(&;)" BT P —a6(&;)" 9 (&)

-1
Multiplica-se a desigualdade pela esquerda e pela direita por [ 6 ) ] e realizando a se-

guinte troca de varidvel, (); = Pj_l, obtemos assim a BMI (4.1) do Teorema 4.1. Essa condi¢@o

se caracteriza por uma BMI, devido a ocorréncia do produto de duas variaveis nos termos:
BF]'KQ]' € CYQ]‘.

Comentario 6. E importante observar, que a varidvel o neste contexto, representa a taxa de
convergéncia do sistema (4.4), conforme (ZUO, 2004). De acordo com Hu e Lin (2001), a
maximizagdo de o resulta na obtengdo do maior elipsdide definido pelas matrizes P;. Entre-
tanto, por se tratar de uma BMI, ndo se dispoe ainda de ferramentas cmputacionais para sua

resolucdo numérica.

A segunda condicdo do Teorema 4.1, garante que os elipséides obtidos contenham os res-
pectivos politopos da regido de saturagdo. A sua prova segue de maneira andloga a da condi¢do
(3.3) do Teorema 3.1. Com a diferenga de que a matriz R; que define a regido de saturacio
J € representada pelo produto =; /K. Onde a matriz = € utilizada para selecionar as linhas da
matriz K, com o propdsito de ter a matriz K explicita na condi¢cdo, uma vez que deseja-se obter

a matriz K. L]
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Este trabalho estudou a andlise de sistemas lineares de tempo continuo e discreto sujeitos a
restri¢cdes no atuador, em que a saturacdo foi modelada pelas regides de saturagdo. Uma revisao
bibliografica de trabalhos importantes na area foi apresentada, bem como defini¢des, lemas e
ferramentas matematicas importante para o entendimento desse trabalho. Os teoremas expostos
propdem a utilizacdo de um elipséide para cada regido de saturacao, no qual as condicdes desses
teoremas sdo expressas na forma de Inequagdes Matriciais Lineares (LMI), para o problema
de andlise e na forma de Inequacdes Matriciais Biliniares (BMI), para o problema de sintese.
Um exemplo numérico foi apresentado, para comprovar a efetividade do teorema de anélise
proposto, sendo a sua resolugdo realizada por meio do software MATLAB juntamente com o
parser YALMIP. Este trabalho deu continuidade a (BINOTTI, 2015), entre as possibilidades de

continuacdo destacam-se:
* Resoluc¢ido numérica das BMIs do Teorema para sintese de uma realimentacao de estados;
* Adicionar um compensador antiwindup estatico aos Teoremas propostos;

* Desenvolver métodos para estabilizacdo de sistemas discretos no tempo e quantizados

sujeitos a saturacao e ao atraso.
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APENDICE A - SCRIPT MATLAB EXEMPLO NUMERICO

%*****************~k~k~k********~k~k~k***************************************%

o
°
o
°
)
<

)
)

This script performs stability analysis
Numerical example from TarGomll book
15APR2016

Vinicius Binotti

o
)
o
°
o)
°

o)
°

%****~)<*~k********~)<~k~k~k~k~k~k***~)<~k~k~k~k~k~k****~)<~k~k~k~k~k~k***************************%

cl
cl
cl

o

°

A

5 B oe

o

be

)
<

R1

dl

R2

dz2

ear all
ose all

e}

Plant
= [-.1 -.1;

Il
ol
o

N

[-0.7283 -0.0338;
-0.0135 -1.35831];

Dimensions

size(A,1);

size (B, 2);

Parameters

ta = 10;

Regions of Saturation
= [K;
Kl;
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43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

71

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

R3 =

d3 =

R4 =

d4 =

R5 =

ds

[

% Var
1bd21
1bdz2
1bd23
1bd24

1bd31
1bd32
1bd33
1bd34

1bd4l
1bd42
1bd43
1bd44

1bd51
1bd52
1bd53
1bd54

Lbd2
Lbd3

—u_o(1);

-u_o(2);

-beta*u_o(2)1;

[K;
K1;

[-u_o;

-betaxu_o];

[K;

K(2,:)
K(1, :)
[u_o(l);

-—u_o(2);

(RN

4

u_o(2);

betaxu_o(1l)];

[K;
K1;
[ u_o(l);

-—u_o(2);

beta*u_o (1) ;
-beta*u_o (2)

iables

sdpvar
= sdpvar
= sdpvar

= sdpvar

= sdpvar
= sdpvar
= sdpvar

= sdpvar

= sdpvar
= sdpvar
= sdpvar

= sdpvar

= sdpvar
= sdpvar
= sdpvar

= sdpvar

1i

4

e e N e
N N

e
<

"full',
"full',
"full',
TFullt,

"fFull',
"full',
"full',
"full',

TFull',
"full',
"full',
"full',

TFull',
"fFull',
"full',
"full',

'real'
'real'
'real'

'real'

'real'
'real'
'real'

'real'

'real'
'real'
'real'
'real'
'real'
'real'
'real'

'real'

[1bd21 1bd22 1bd23 1bd24];

= [1lbd31 1bd32 1bd33 1lbd34];

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

)
)
)
)

14
4

4

14

14

14

4

4

4
14

14

4

14
14

14

4
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90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

109

110

111

112

113

114

115

116

117

118

119

120

121

122

123

124

125

126

127

128

129

130

131

132

133

134

135

Lbd4
Lbdb

for

end

for

= [1lbd41l 1bd42 1bd43 1bd44];

= [1bd51 1bd52 1bd53 1bd547];

k =1:5

assignin('base',strcat ('P',int2str(k)),sdpvar(n,n,
'real'));

k = 2:5

assignin('base',strcat ('Fl',int2str(k)), sdpvar(n,n,
assignin('base',strcat ('F2',int2str(k)),sdpvar(n,n,

assignin('base',strcat ('F3',int2str (k)),sdpvar(1l,n,

end
Gamma2 = [1 O;
01;
Gamma3 = [0 O;
01;
Gamma4d4 = [0 O;
115
Gamma5 = [0 O;
01;
A2 = [ 0;
u_o(2)1;
A3 = [u_o(l);
u_o(2)1;
Ad = [-u_o(l);
01;
A5 = [-u_o(1l);
u_o(2)1;

Shkhkkrhkkhkhkhhkhkhkhkrkrkrhkhkhkkhkhhkrkx LMIS hhkhkhkrkrhhkhhkhkhkhkkrhkrhkkhkkhkkhkkxk*xD

LMIs

%******************************* R1 ***********************************%

MO1

MO1

M11

M12

M13

= [1;

= [P1xA+P1xB*K];
= MO1 + MO1';

= [1 (R1L(1,:)/d1(1))=*P1;
Pl*x(R1(1,:)'/dl(1)) P1];

= [1 (R1(2,:)/d1(2))«P1;
Plx (R1(2,:)"'/d1l(2)) P1l];

= [1 (R1(3,:)/d1(3))«P1;

P1%x(R1(3,:)'/d1(3)) P1];

'symmetric',

'full',
'full',
"full',

'real'))
'real'))

'real'))

4

4

14
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136

137

138

139

140

141

142

143

144

145

146

147

148

149

150

151

152

153

154

155

156

157

158

159

160

161

162

163

164

165

166

167

168

169

170

171

172

49

M14 = [1 (R1(4,:)/d1(4))=*P1;
Plx(R1(4,:)"'/dl(4)) P1];

ILMIs = [LMIs, MOl < O, M11 > O, M12 > O, M13 > O, M14 > 0, P1 > 0];

Sk hkrkhkrkkhhkkkhkhkhkrkhhkkkhkhkhkrkhkrhkhk R2 Akhkhkhhkhhhkhkrhkhrkhkhkhkhkhkhkrhkhkrxkhkkkkkkkkx kS
MO2 = [-F12 zeros (n, n)
zeros(n,1);
—F22+A'"+#F12'"+K'*Gamma2*«B'«F12"'
P2+xA+P2xBxGamma2 *K+F22xA+F22«BxGamma2 K
zeros(n,1);
—F32+a2'"xB'xF12"' Al
2'«B'+«P2—-.5+xLbd2+R2+F32+A+F32+«B+xGamma2+K+a2'+B'*F22"'
.5*xLbd2+d2+F32«Bxa2];

MO2 = MO2 + MO2';
M21 = [1 (R2(1,:)/d2 (1)) *P2;
P2% (R2(1,:)'/d2 (1)) P2];
M22 = [1 (R2(2,:)/d2(2)) «P2;
P2% (R2(2,:)'/d2(2)) 92];
M23 = [1 (R2(3,:)/d2(3)) *P2;
P2x (R2(3,:)'/d2(3)) p2];
M24 = [1 (R2(4,:)/d2 (4))«P2;
P2x (R2 (4, :)'/d2 (4)) 92];
LMIs = [LMIs, 1bd2l1 > 0, 1bd22 > 0, 1bd23 > 0, 1bd24 > 0];

ILMIs = [LMIs, MO2 < O, M21 > O, M22 > O, M23 > 0O, M24 > 0, P2 > 0];

%******************************* R3 ***********************************%
MO3 = [-F13 zeros (n,n)
zeros(n,1);
—F234+A'+«F13'+K'+*Gamma3+B'*«F13"'
P3*xA+P3*BxGamma3*K+F23xA+F23*BxGamma3*K
zeros(n,1);
-F33+aA3'"*B'xF13"' AL
3"xB'"+xP3-.5+xLbd3*R3+F33*xA+F33+xB+xGamma3+K+A3'«B'xF23"'
5% Lbd3xd3+F33xB*a3];

MO3 = MO3 + MO03';

M31 = [1 (R3 ( ) /d3 (1)) «P3;
P3x (R3(1,:)'/d3 (1)) P3];

M32 = [1 (R3(2,:)/d3(2))*P3;

P3x(R3(2,:)'/d3(2)) P3];



173

174

175

176

177

178

179

180

181

182

183

184

185

186

187

188

189

190

191

192

193

194

195

196

197

198

199

200

201

202

203

204

205

206

207

209

M33 = [1 (R3(3,:)/d3(3))*P3;
P3x (R3(3,:)'/d3(3)) P3];
M34 = [1 (R3(4,:)/d3(4))+P3;
P3+ (R3(4,:)'/d3(4)) P3];
LMIs = [LMIs, 1bd31 > 0, 1bd32 > 0, 1bd33 > 0, 1bd34 > 0];

LMIs = [LMIs, MO3 < 0, M31 > 0, M32 > 0, M33 > 0, M34 > 0, P3 > 0];

Shkhkkrhkkhhkhhkhkhkhkrkkkkhkhkhkhkhhkrkhkx REA hhkhkhkhkrhkrhhkhkhkhkhkrhkrhkkhkkhkkhkkxk*xD
MO4 = [-F14 zeros (n, n)
zeros(n,1);
—F24+A"*F14"'"+K'*Gammad«B'xF14"
P4+xA+P4xBxGammad *K+F24xA+F24 «BxGammad K
zeros(n,1);
-F34+aA4'xB'xF14" Al ..
4'"xB'+xP4—-.5+xLbd4+«R4A+F34xA+F34+xB+Gammad «K+ad'«B'xF24"'
.5*xLbd4+d4+F34«Bxad];

M04 = M04 + M04';
M4l = [1 (R4 ( ) /d4 (1)) «P4;
P4*(R4(1,:)'/d4 (1)) P4];
M42 = [1 (R4 ( y/d4 (2)) xP4;
P4 (R4 (2,:)"'/d4(2)) P4];
M43 = [1 (R4 ( ) /d4 (3)) P4;
P4* (R4 (3,:)"'/d4(3)) P4];
M44 = [1 (R4 ( )y /d4 (4)) xP4;
P4x (R4 (4,:)'/d4(4)) P4];
LMIs = [LMIs, 1lbd41l > 0, 1lbd42 > 0, 1bd43 > 0, 1lbd44 > 0];

ILMIs = [LMIs, M04 < 0, M4l > 0, M42 > 0, M43 > 0, M44 > 0, P4 > 0];

%******************************* R5 ***********************************%
MO5 = [-F15 zeros (n, n)
zeros(n,1);

—F25+A"'"xF15"'"+K' *Gamma5*B'«F15"'
PS5xA+P5*BxGammaS+xK+F25xA+F25«BxGammab*xK

zeros(n,1);

-F35+A5"*B'xF15"' AL
5'"xB'"+xP5-.5+xLbd5*R5+F35+xA+F35+xB+xGammab+K+aA5'«B'xF25"'
.5xLbd5+xd5+F35%xBxa5] ;

MO5 = MO5 + MO5';
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210

211

212

213

214

215

216

217

218

219

220

221

222

223

224

225

226

227

228

229

230

231

232

233

234

235

236

237

238

239

240

241

242

243

244

245

246

247

248

249

250

251

252

253

254

256

M51 = [1 (R5(1,:)/d5(1))*P5;
P5% (R5(1,:)"'/d5(1)) P5];
M52 = [1 (R5(2,:)/d5(2)) «P5;
P5% (R5(2,:)"'/d5(2)) P5];
M53 = [1 (R5(3,:)/d5(3)) «P5;
P5% (R5(3,:)"'/d5(3)) P5];
M54 = [1 (R5(4,:)/d5(4)) «P5;
P5% (R5(4,:)"'/d5(4)) P5];
IMIs = [LMIs, 1bd51 > 0, 1bd52 > 0, 1bd53 > 0, 1bd54 > 0];

ILMIs = [LMIs, MO5 < O, M51 > O, M52 > 0O, M53 > 0O, M54 > 0, P5 > 0];

options = sdpsettings('solver', 'sdpt3', '"verbose',1l, 'radius',le2);

solution = solvesdp (LMIs, [], options)

Sk xhhkkhhhkkrhhhrrxrhdtrxrxdx Check SOlULION *xkkdkhhdkhrhhhkhkhhh kA A hh kA h kA A * Kk kxS

14

mP1l = double (P1l);
mP2 = double (P2);
mP3 = double (P3);
(P4);
(P5)

14

mP4 = double
mP5 = double

14

mlbd21l = double (1bd21);
mlbd22 = double (1bd22);
mlbd23 = double (1bd23);
mlbd24 = double (1bd24);
mlbd31l = double (1bd31);
mlbd32 = double (1bd32);
mlbd33 = double (1bd33);
mlbd34 = double (1bd34);
mlbd4l = double (1bd4l);
mlbd42 = double (1bd42);
mlbd43 = double (1bd43);
mlbd44 = double (1bd44);
mlbd51 = double (1bd51);
mlbd52 = double (1bd52);
mlbd53 = double (1bd53);
mlbd54 = double (1bd54);

mLbd2 = [mlbd2l mlbd22 mlbd23 mlbd24];
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257

258

259

260

261

262

263

264

265

266

267

268

270

271

272

273

274

275

276

277

278

279

280

281

282

283

284

285

286

287

288

289

290

291

292

293

294

295

296

298

299

300

mLbd3 [mlbd31 mlbd32 mlbd33 mlbd34];
mLbd4 = [mlbd4l mlbd42 mlbd43 mlbd44];

mLbd5 = [mlbd51 mlbd52 mlbd53 mlbd54];
mE1l2 = double(F12);
mE22 = double (F22);
mE32 = double (F32);
mF13 = double (F13);
mF23 = double (F23);
mE33 = double (F33);
mF1l4 = double (F14);
mE24 = double (F24);
mF34 = double (F34);
mF1l5 = double (F15);
mE25 = double (F25);
mE35 = double (F35);

4

%******************************* R1 ***********************************%

disp ('Check conditions Region of Linearity R1")

mMO1l = [mPl+xA+mP1l+B*K];

mMOl = mMO1l + mMO1l';

mM1l = [1 (R1L(1,:)/d1l(1))*mP1l;
mP1l*(R1(1,:)"'/dl(1)) mP1];

mM12 = [1 (R1(2,:)/d1(2))*mP1;
mP1lx (R1(2,:)"'/dl(2)) mP1];

mM13 = [1 (R1(3,:)/d1(3))*mP1l;
mP1lx (R1(3,:)"'/d1l(3)) mP1];

mM14 = [1 (R1(4,:)/dl(4))*mP1;
mP1lx (R1(4,:)"'/dl(4)) mP1];

eig(mPl)' > O

eig(mM01) "' < O

eig(mM1l1l)' > 0

eig(mM12)' > 0

eig(mM13)"' > 0

eig(mM14)' > O

%‘k‘k***************************** RZ ‘k******‘k*‘k‘k‘k***********************%
disp('Check conditions Region of Saturation R2"'")
mMO02 = [-mF12 zeros (n, n)
zeros(n,1);
—mME22+A"xmF12"'+K' xGamma2«B'«mEF12"'
mMP2*A+mP2+xBxGamma2 *K+mF 22 *A+mF22xBxGamma2 xK

zeros(n,1);
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301

302

303

304

305

306

307

308

309

310

311

312

313

314

315

317

318

319

320

322

323

324

325

326

327

328

329

330

331

332

333

334

335

336

337

338

339

340

mM02 =

mM21

mM22 =

mM23 =

mM2 4

—-mF32+A2"+*B'+mF12"'

2'"xB'«xmP2—-.5+mLbd2*R24+mF 32 xA+mF 32 *BxGamma2+K+A2'+*B'«mF22"'

AL ..

.5xmLbd2+d2+mEF32+B*A2];

mMO02 + mMO02';

[1

mP2x (R2(1,:)"'/d2 (1))

mP2x% (R2(2,:)'/d2(2))

mP2* (R2(3,:)"'/d2(3))

[1
mP2x% (R2 (4, :)"'/d2(4))

eig(mP2)' > 0
eig(mM02)' < O
eig(mM21)' > 0
eig(mM22)' > 0
eig(mM23)"' > 0
eig(mM24)' > 0
mLbd2 > 0

%******************************* R3 khk Ak kA kA kA hkhhAhkhhkhhkkhkrhkdkrhkhrhkkhhrhkhhkhk*xx

(R2(1,:)/d2(1))*mP2;
mP21];

(R2(2,:)/d2(2))+mP2;
mP2];

(R2(3,:)/d2(3))*mP2;
mP2];

(R2(4,:)/d2(4)) *mP2;
mP21];

disp('Check conditions Region of Saturation R3"'")

mM03 =

mM03 =

mM31 =

mM32 =

mM33 =

mM34 =

[-mF13

zeros (n, n)

—MF23+A"'*mF13'+K'xGamma3*B'+mF13"'

MP3*xA+mP3+xBxGamma3*K+mF23+A+mF23+B+xGamma3*xK

-mF33+A3"'+«B'+«+mF13"

3'"«B'+mP3-.5+mLbd3+R3+mF33+xA+mF33+«BxGamma3«K+a3'+«B'xmF23"'

zeros(n,1);

AL ..

.5+mLbd3+«d3+mF33+B*A3];

mMO03 + mMO3';

[1

mP3% (R3(1,:)"'/d3(1))

mP3* (R3(2,:)"'/d3(2))

mP3% (R3(3,:)"'/d3(3))

[1
mP3x (R3(4,:)"'/d3(4))

(R3(1,:)/d3(1))*mP3;
mP3];

(R3(2,:)/d3(2))*mP3;
mP3];

(R3(3,:)/d3(3))*mP3;
mP31];

(R3(4,:)/d3(4))*mP3;
mP3];

zeros(n,1);
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341

342

343

344

345

346

347

348

349

350

351

352

354

355

356

357

359

360

361

362

363

364

365

366

367

368

369

370

371

372

373

374

375

376

377

eig(mP3)' > 0
eig(mM03)"' < O
eig(mM31)' > 0
eig(mM32)' > 0
eig(mM33)' > 0
eig(mM34)' > O
mLbd3 > 0

Sk kkhkhkkhkhkhk ks kA hk kA hkhhkkhkk Ak kA khhhdh RA Ak hhkhhkhhkhk Ak h Ak hkkhk kA hkhk Ak hkkhk kA kkx %D
disp('Check conditions Region of Saturation R4"'")
mMO04 = [-mF14 zeros (n, n)
zeros(n,1);
—-mF24+A"'xmF14'"+K'xGamma4d «B'xmF14"'
mP4xA+mP4xBxGammad *K+mF24 xA+mF24 xBxGamma4 «K
zeros(n,1);
-mF34+A4"'xB'xmF14"’ AL,
4'«B'+xmP4-.5xmLbd4R4+mF 34 xA+mF34«BxGammad «K+a4'+xB'+«mF24"'
.5+mLbd4«d4+mF34+B*ad];

mM04 = mM04 + mMO04';

mM41l = [1 (R4(1,:)/d4 (1)) «mP4;
mP4x (R4 (1,:)'/d4 (1)) mP4];

mM42 = [1 (R4 ( )y /d4 (2)) *xmP4;
mP4x (R4 (2, :)"'/d4 (2)) mP4];

mM43 = [1 (R4 ( y/d4 (3)) xmP4;
mP4* (R4 (3,:)'/d4(3)) mP4];

mM44 = [1 (R4 (4,:)/d4(4))~mP4;
mP4x (R4 (4, :)'/d4 (4)) mP4];

eig(mP4)' > 0

eig(mM04)' < 0

eig(mM4l)' > O

eig(mM42)' > O

eig (mM43)' > 0

eig (mM44)' > 0

mLbd4 > 0

Fohkkhkkkhhkkhkkkhkkkhhkkhkkkhkkkhkkkhkkhkk RO hkkhkkhkhhkrhkkkhkkhkkrkkkkkkkkxkkx k k5
disp ('Check conditions Region of Saturation R5'")
mM05 = [-mF15 zeros (n, n)
zeros(n,1);
—mF25+A"xmF15"'+K' *Gamma5*B "' *mF15"'
mP5*xA+mP5+BxGammaS+K+mE25«A+mF25+xB*xGammab*K
zeros (n,1);
-mF35+A5"*B'xmF15" Al
5'"+xB'"+xmP5-.5+xmLbd5+*R5+mMEF35xA+mEF35xB+xGammaS+K+a5"'«B ' «mF25"
. 5+mLbd5*d5+mF35+xBxA5];
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378

379

380

381

382

383

384

385

386

387

388

389

390

391

392

393

394

396

397

398

399

400

401

402

403

404

405

406

407

408

409

410

411

412

413

414

415

416

417

mM05 = mMO05 + mMO5';
mM51 = [1

mP5% (R5(1,:)"'/d5(1))
mM52 = [1

mP5x% (R5(2,:)"'/d5(2))
mM53 = [1

mP5* (R5(3,:)'/d5(3))
mM54 = [1

mP5* (R5(4, :) '/d5(4))

eig(mP5)' > 0
eig(mM05) "' < O
eig(mM51)"' > 0
eig(mM52)"' > O
eig(mM53)"' > O
eig(mM54)' > 0
mLbd5 > 0

num. of constraints = 71
dim. of sdp var = 92,
dim. of socp var = 72,
dim. of linear var = 16

AR A AR A A AR A AR A AR A A AR A AR A AR A A AR A AR A AR A A A A A AR A A A A AR A A A A A A A A A A hA A Ak Ak Kk k%

(R5(1,:)/d5(1))*mP5;
mP5];

(R5(2,:)/d5(2))+mP5;
mP51];

(R5(3,:)/d5(3))+mP5;
mP5];

(R5(4,:)/d5(4))mP5;
mP5];

num. of sdp Dblk

num. of socp blk

([
w
)

SDPT3: Infeasible path-following algorithms

KA A KA A KA A A A A A I A A I A A A I A A I A A I A A A I A A A AT A A I A Ak A A A I A Ak hA kb Ak Ak A Ak kb ko, k

version predcorr gam

HKM 1 0.000

it pstep dstep pinfeas dinfeas gap

expon

scale_data
0

prim-obj

0/0.000]0.00011.3e+03]2.2e+00]1.8e+04| 1.048528e+03

0:0:00] chol 1 1

1/0.685]10.74914.2e+02|5.6e-0116.0e+03| 6.370000e+02

0:0:01] chol 1 1

210.77810.719]19.3e+01|1.6e-0112.1e+03] 5.361953e+02

0:0:01| chol 1 1

310.80410.802]11.8e+0113.1e-02]6.4e+02| 3.373769%e+02

0:0:01] chol 1 1

410.71710.73715.2e+00|8.2e-0312.5e+02| 1.661278e+02

0:0:01| chol 1 1

5/0.89010.85115.7e-01]1.2e-0316.3e+01| 5.337652e+01

0:0:01] chol 1 1

610.87010.81617.5e-02]2.3e-04]|1.6e+01| 1.492385e+01

0:0:01] chol 1 1

710.85511.000[1.1e-02|8.7e-04]6.7e+00| 5.976278e+00

dual-obj

.000000e+00 |

.000000e+00 |

.000000e+00]

.000000e+00 |

.000000e+00 |

.000000e+00]

.000000e+00 |

.000000e+00 |
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4

8

419

420

421

422

423

424

425

426

427

428

429

430

431

432

433

434

435

436

437

438

439

440

441

442

443

444

445

446

447

448

449

450

451

452

453

454

0:0:01] chol 1 1
810.89511.000]1.1e-03]5.1e-04]1.5e+00| .330283e+00
0:0:01| chol 1 1
911.00011.00012.0e-09]2.3e-0413.8e-01] .598549e-01
0:0:01] chol 1 1
1010.975]11.00015.0e-11]4.1e-10]1.6e-02]| .648878e-02
0:0:01] chol 1 1
1110.989]1.00015.6e-13|1.1e-111]1.8e-04| .831129%e-04
0:0:01| chol 1 1
1210.989]1.00016.1e-15|1.1e-12]2.0e-06| .012732e-06
0:0:01] chol 1 1
1310.59611.00012.5e-15|1.0e-12]1.2e-06| .180613e-06
0:0:01] chol 1 1
1410.630]11.00019.1le-16]1.0e-12]6.7e-07| .722202e-07
0:0:01| chol 1 1
15/0.670]11.00013.0e-16]1.0e-12]3.6e-07| .642982e-07
0:0:01] chol 1 1
16/0.693]11.00019.3e-17]1.0e-12]1.9e-07| .912262e-07
0:0:01| chol 1 1
1710.70011.00012.8e-17]1.0e-12]9.9e-08| 9.943302e-08
stop: max(relative gap, infeasibilities) < 1.00e-07
number of iterations = 17
primal objective value = 9.94330182e-08
dual objective value = 0.00000000e+00
gap := trace (XZ) = 9.94e-08
relative gap = 9.94e-08
actual relative gap = 9.94e-08
rel. primal infeas = 2.78e-17
rel. dual infeas = 1.00e-12
norm(X), norm(y), norm(z) = 1.2e-06, 9.9e+01, 1.9e+03
norm(A), norm(b), norm(C) = 2.0e+02, 1.0e+00, 1.0e+02
Total CPU time (secs) = 1.45
CPU time per iteration = 0.09
termination code = 0
DIMACS: 2.8e-17 0.0e+00 1.0e-12 0.0e+t00 9.9e-08
solution =
yvalmiptime: 5.2467
solvertime: 2.4903
info: 'Successfully solved (SDPT3-4)'
problem: O

Check conditions Region of Linearity R1

ans

1 1

.000000e+00 |

.000000e+00]

.000000e+00 |

.000000e+00 |

.000000e+00]

.000000e+00 |

.000000e+00 |

.000000e+00 |

.000000e+00 |

.000000e+00]

9.9e-08
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455

456

458

459

460

461

462

463

464

465

466

468

469

470

471

472

473

474

475

476

477

478

479

480

481

482

483

484

485

486

487

488

489

490

491

492

493

494

495

496

497

498

499

500

501

ans =

ans =

ans =

ans =

ans =

Check conditions Region of Saturation R2

ans =

ans =

ans =

ans =

ans =

ans =

ans =

Check conditions Region of Saturation R3

ans =

ans =

ans =

ans =

ans =

ans =

ans =

Check conditions Region of Saturation R4

ans =

ans =

ans =

1

1

1

1

1

1

1
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502

503

504

505

506

507

508

509

510

511

512

513

514

515

516

517

518

519

520

521

522

523

524

525

1 1 1
ans =
1 1 1
ans =
1 1 1
ans =
1 1 1
ans =
1 1 1 1

ans =
1 1
ans =
1 1 1 1 1
ans =
1 1 1
ans =
1 1 1
ans =
1 1 1
ans =
1 1 1
ans =
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