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RESUMO

Esta dissertacdo tem como objetivo apresentar e verificar uma série de métodos de anélise
numérica ndo convencional em relacdo ao método de elementos finitos (MEF) utilizado
comercialmente. Inicialmente é realizada uma revisdo bibliogréfica para posterior construcdo
do referencial tedrico. Dentre os itens abordados neste referencial tedrico estdo uma breve
descricdo e historico de vasos de pressdo, método MEFG (Elementos Finitos Degenerados), o
método H-FEM (Elementos Finitos de Hermite), método Stable GFEM (Met6do de Elementos
Finitos Generalizados com Estabilizacdo) e o método FEM B-Spline (Método de Elementos
Finitos B-Spline). No referencial tedrico é construido todo equacionamento de cada método
numérico para posterior programacao de cada um no programa Matlab®. Os resultados gerados
abordam os estudos dos efeitos de travamento devido ao esforgo cisalhante sobre a primeira
frequéncia natural em placas circulares, analise dos efeitos de regularidade dos espagos de
aproximacédo obtidos segundo os métodos citados anteriormente, estudo do erro relativo das
frequéncias naturais em relacdo a solucdo de referéncia para um intervalo definido por 50% dos
primeiros modos aproximados numericamente e estudos dos efeitos de vibracdo forcada
produzido por forgas de impulso aplicadas no plano de simetria radial de cascas de revolugéo
cilindricas e esféricas.

Palavras-chave: MEF, MEFG, H-FEM, FEM B-Spline, cascas de revolucdo, simetria radial



ABSTRACT

This dissertation has as objective presents and checks a series of non-conventional methods for
numerical analysis in comparison with the finite element method (FEM) applied commercially.
Initially is performed a bibliographic revision for a posterior building of theoretical reference.
Among the approached items of this theoretical reference are a quick description and history
about pressure vessels, GFEM method, H-FEM method, Stable GFEM method and FEM B-
Spline method. On the theoretical reference is built all equation basis of each method for
posterior programming of each one in the software Matlab®. The generated results approaches
the studies of locking due shear forces in circular plates under the first natural frequency,
analysis of approximation spaces regularity obtained according to the methods cited before,
study of relative error of natural frequencies than the reference solution for an interval of 50%
of first modes numerically approximated and studies of effects due forced vibration generated
by impulse forces applied in the radial symmetric plan of cylindrical shells and spheres.

Keywords: FEM, GFEM, H-FEM, FEM B-Spline, revolution shells, radial symmetry
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1. INTRODUCAO

Esta dissertacdo refere-se a aplicacdo de estudos focados em métodos numéricos nao
convencionais, modelados como cascas de revolucdo com base na teoria de elementos finitos
degenerados (MEFG). O presente trabalho aborda um comparativo entre diversos métodos
numericos ndo convencionais para avaliar a convergibilidade e custo computacional de cada
um.

Este trabalho aborda principalmente os métodos sem malha, dando énfase aqueles que
constroem o espaco de aproximagao por produto da particdo de unidade com fungfes que tem
boas propriedades de aproximacdo (funcgdes polinomiais e modos conhecidos da solucdo do
problema de valores no contorno).

No contexto deste trabalho sdo chamados métodos sem malha, ou métodos numéricos
ndo convencionais, aqueles nos quais o conjunto de equacdes que governam o problema
discretizado ndo depende de uma malha no sentido forte. Entenda-se por sentido forte que as
malhas devem satisfazer requisitos de conformidade exigidos em elementos finitos
convencionais e que as funcdes do espaco de aproximacdo sdo construidas no dominio natural
do elemento.

Os métodos abordados neste trabalho sdo listados a seguir: MEFG, H-FEM, Stable
GFEM e FEM B-Spline.

Como complemento é feita uma discussdo sobre os procedimentos existentes para

abordar o problema da construcédo das funcdes de enriquecimento em dominios curvos.

1.1.DESCRICAO DA PROBLEMATICA PROPOSTA

Uma grande gama de equipamentos pode ser modelada considerando a teoria de cascas
de revolucéo e sua aplicagdo é fundamental em processos industriais, principalmente quando
aplicado a industria de oOleo e gés.

Em funcéo de sua alta probabilidade de falhas catastroficas, equipamentos usualmente
modelados com cascas de revolugdo séo considerados equipamentos de alta periculosidade,
sendo necessario grande conhecimento de sua aplicacéo, carregamentos e processo construtivo.
Outro aspecto importante é sua importancia dentro de uma linha de producao. A sua parada ou
falha pode acarretar altos custos devido & interrupgdo do processo produtivo, principalmente no
mercado de petréleo e derivados.
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Por se tratarem de estruturas, na maioria dos casos, cilindricas, com tampos de variadas
geometrias em suas extremidades e com espessura relativamente pequena em relagdo as suas
dimensbes externas, além das verificacbes analiticas de norma, podem ser analisadas via
métodos numericos ndo convencionais. Conforme Mesquita e Coda (2005), a maioria dos
problemas de engenharia apresenta alta complexidade geométrica, sem equacdes analiticas para
resolugé@o ou na maioria dos casos com muitas simplificagfes. Para aproximacdes de resultados
mais realistas em geometrias e modelos complexos a utilizacdo da analise numérica via
elementos finitos com a teoria de cascas € indicada.

O dimensionamento de estruturas consiste em determinar e quantificar as acdes ou
carregamentos esperados durante a utilizagcdo da estrutura, especificando as dimensdes e

materiais necessarios para alcancar o nivel de seguranca desejado.

1.2 JUSTIFICATIVA

Em funcdo do aumento da demanda de equipamentos para armazenamento de fluidos
pressurizados, principalmente em funcdo das descobertas de novos locais para extracdo de
petroleo no Brasil e com previsdo de um crescimento expressivo em logo prazo, torna-se
necessario um aprofundamento dos estudos de estruturas modeladas com cascas de revolugdo
e simetria axial de carregamentos para uma maior confiabilidade, seguranga e economia em
projetos futuros. Nos proximos anos em fun¢éo do inicio das atividades de exploragdo no campo
de Libra, no litoral do estado de Sao Paulo, e maior campo do pré-sal, tem-se a expectativa de
incremento no uso de equipamentos offshore, sendo que para somente atender a demanda pogos
localizados na bacia de Campos, Rio de Janeiro, seriam necessarias substituicdo de
aproximadamente 3000 unidades de vasos portateis, dos quais podem ser modelados e
analisados com a utilizacdo da teoria de cascas de revolugéo.

Outro aspecto relevante para o desenvolvimento da dissertacdo € a adicdo de novos
estudos de analise via métodos numéricos ndo convencionais, englobando a teoria de cascas de
revolucdo incluido os métodos numéricos ndo convencionais para resolucéo de problemas de

vibracGes livres e forcadas em casos de carregamentos com simetria axial.

1.3.0BJETIVOS

Este trabalho tem como objetivo principal o estudo estrutural de modelos utilizando

métodos numéricos ndo convencionais em conjunto com teoria de cascas de revolucao
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submetidos carregamentos com simetria axial e também submetidos a esforgos dinamicos. Os
objetivos especificos sdo listados abaixo:

i. Desenvolver estudos utilizando a teoria de cascas de revolucdo sob
carregamentos com simetria axial utilizando métodos numéricos néo
convencionais;

ii.  Implementar algoritmos para célculo e avaliagdo de esforcos e deslocamentos
gerados pelos esforgos oriundos de cargas com simetria axial, de modo estatico
e dindmico, para cada metodologia numeérica ndo convencional,

iii. Realizar um comparativo entre cada método numérico ndo convencional
aplicado as cascas de revolucdo em condicdo de carga com simetria axial para

avaliacdo de convergéncia e custo computacional de cada metodologia.

1.4 METODOLOGIA

Foi realizada uma pesquisa para avaliar o comportamento de estruturas modeladas com
cascas de revolucdo submetidas a esforcos de pressdo e esforcos variados, levando em
consideracdo incertezas nesses carregamentos. Os seguintes passos foram seguidos na
construcdo da dissertagéo:

a) Revisdo bibliografica dos assuntos propostos;

b) Construcédo de referencial tedrico para posterior aplicacéo;

c) Criacdo de programa para célculo de esforcos e deslocamentos em estruturas

modeladas com cascas de revolugdo e utilizando métodos numeéricos nao
convencionais;

d) Analise dos resultados obtidos.

Os resultados foram obtidos por rotinas computacionais construidas no software
Matlab® e os resultados avaliados por meio de gréaficos e tabelas, onde serdo comparados
valores de convergéncia, e erro relativo em relacdo as solucdes de referéncia de cada problema
proposto.

O fluxograma indicado na Figura 1 apresenta a sequéncia de atividades desenvolvidas
neste trabalho. A seguinte sequéncia serd considerada onde inicialmente sera realizada uma
revisdo bibliogréfica considerando os trabalhos ja desenvolvidos na area e também a verificacéo
de novas metodologias propostas. O segundo passo € a construcdo de um referencial tedrico

consistente com elaboracdo das equagcbes e conceitos para cada método proposto.
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Subsequentemente sera elaborada programacdo em Matlab® de cada método numérico nao
convencional. Na etapa final sdo obtidos os resultados de cada metodologia e sua comparacao
de resultados para verificacdo de alguns pontos importantes como acuracidade dos resultados,

custos computacionais, convergéncia de resultados, entre outros.

Figura 1 - Fluxograma de Trabalho
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. . Referencial GFEM, H-FEM,
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Fonte: Proprio Autor.
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2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

A analise estatica, dindmica e de vibracdes de qualquer modelo estrutural € um processo,
na maioria dos casos, de grande complexidade, envolvendo um grau elevado de conhecimento
do profissional de engenharia. Devido também, a grande complexidade dos modelos
matematicos e métodos de analise via elementos finitos convencionais, existe um grande custo
computacional para aproximacao dos resultados.

O aprimoramento das ferramentas computacionais de andlise estatica e dindmica, além
de aprimorar aspectos de seguranca, contribuem para uma reducdo de custos computacionais,
ganhos econdmicos nos projetos e também maior confiabilidade e similaridade com as
condicdes reais de aplicacao.

Dentre os métodos computacionais utilizados para verificacdes de cargas em regime
transiente, podem ser citados 0 MEF convencional e os métodos numéricos nao convencionais.
O MEF convencional pode ser descrito como a discretizacdo do modelo em diversas partes
denominadas elementos. A conexao entre os elementos é realizada por meio de nos. A breve
descricdo anterior refere-se ao método mais usual atualmente, onde é necessaria a construcédo
de uma malha que pode apresentar condic¢des variadas de refino, conforme as exigéncias de
convergéncia dos resultados e complexidade geométrica do modelo.

Outros métodos de analise, 0s métodos numéricos ndo convencionais, desenvolvidos a
partir do método de particdo de unidade sdo empregados em modelos com dominios complexos,
descontinuidades ou singularidades. Os métodos ndo convencionais permitem a construcao de
espacos de solugdes globais a partir de solugdes locais utilizando func¢des de enriquecimento
nos espacos de aproximacéo, tendo como consequéncia 0 ganho em custos computacionais e a

convergéncia dos modelos analisados.

2.1.METODO DE ELEMENTOS FINITOS DEGENERADOS

Em diversas situagOes, onde existem componentes estruturais com geometria muito
complexa, torna-se imprescindivel a geragdo de uma malha de elementos muito precisa e
refinada, gerando grande custo computacional para atingir a convergéncia esperada e a
confiabilidade dos resultados para o problema.

Tendo em vista a reducdo de custo computacional e o incremento da precisdao dos
resultados foram desenvolvidos alguns métodos alternativos em relagdo ao Método de

Elementos Finitos (MEF) convencional. Dentre um desses métodos alternativos, pode-se citar
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o MEFG, Método de Elementos Finitos Degenerados. De acordo com Garcia, Fancello e
Mendonca (2009), métodos sem malha servem como alternativa para evitar perda de precisdo
nos resultados devido a distor¢des de malha e proporcionar maior flexibilidade para definicéo
dos espacos de aproximacao.

A proposta do MEFG é trabalhar com uma metodologia sem malha de elementos,
eliminando diversos inconvenientes referentes a dominios de fungdes associados a uma malha
de elementos finitos. De acordo com Liu (2010), o método sem malha €é utilizado para
construcdo de equacdes algebricas englobando o dominio de um determinado problema sem a
total dependéncia de uma malha discretizada. Os estudos de métodos sem malha utilizam um
conjunto de nds dispersos no dominio do problema, sem necessitar de conectividade entre
elementos. Conforme Gu e Liu (2001), os métodos sem malha estdo divididos em dois grandes
grupos, os métodos baseados no dominio do problema e os métodos baseados nas condicdes de
contorno essenciais do problema, ambos discretizados por uma nuvem de nos.

O MEFG teve sua ideia inicial implementada por Gingold e Maraghan (1977), baseado
no método SPH (Smooth Particle Hidrodynamics), que consiste em um estudo para simulacéo
de fluxo de fluidos sem malha (método Lagrangeano sem malha), onde as coordenadas locais
movem-se juntamente com o fluido.

Posteriormente outros estudos do método sem malha foram publicados por Belystcho,
Lu e Gu (1994) com Element Free Galerkin Method, Melenk e Babuska (1996) e Oden, Duarte
e Zienkiewicz (1996) com base no conceito de particdo de unidade (PU). O conceito PU ¢
constituido pelo uso de funcdes de forma lineares, provenientes do MEF convencional, onde
seus espacos de aproximacao sdo gerados a partir de propriedades de Delta de Kronecker e
parcialmente dependentes de uma malha. Dessa forma, ndo necessita de condigdes especiais
impostas as condi¢des de contorno essenciais.

Outros métodos, com dependéncia fraca em relacdo a uma malha de elementos finitos,
foram criados por Belystcho, Lu e Gu (1994) com Element Free Galerkin Method (EFGM) e
por Duarte e Oden (1995) em Hp Clouds A-Meshless Methods to Solve Boundary Value
Problems. Nestes artigos a malha tem apenas a funcéo de suporte para a quadratura numérica.

Em ambas metodologias, com dependéncia parcial ou fraca de uma malha de fundo, as
fungdes utilizadas para enriquecimento séo construidas diretamente no dominio real do
problema.

Como principal vantagem a ser citada do MEFG em relagdo ao MEF, segundo Duarte,
Babuska e Oden (2000), é a propriedade de produzir refinos hp com h e p de forma nédo uniforme

e também a geracdo de subespagos de aproximacdes particulares, caso seja conhecida a
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caracteristica ou aplicacdo da solucdo do problema. Conforme Arndt (2009), este método
permite a construcdo de espacos de solugcdo no dominio global, provenientes de espacos de
aproximacéo no dominio local, sem perdas de precisdo em suas fungdes de aproximacdo. Com
0 intuito de promover maior acuracidade das funcbes de aproximacdo no GFEM, Babuska,
Banerjee e Osborn (2002) realizaram um estudo de qual tipo de fungdo de aproximacao é mais
efetiva em problemas unidimensionais.

A principal desvantagem dos métodos sem malha, conforme Suarez, Rossi, Suarez e
Silva (2012), € a necessidade de implementacao de métodos especiais para impor as condi¢des
de contorno ao modelo analisado, especialmente em modelos com baixa dependéncia de uma
malha. Outro problema, também citado por Suarez, Rossi, Suarez e Silva (2012) é quando
utilizado o enriquecimento dos espacos de aproximacado. Esse tipo de enriquecimento pode
ocasionar sistemas de equacfes mal condicionadas levando a ndo convergéncia do problema,
principalmente tratando-se de enriquecimentos com funcdes de alta regularidade.

Em relagdo as aplicacGes de métodos sem malha podem ser citados diversos problemas
de engenharia. Conforme Garcia, Fancello e Mendonca (2009), a metodologia sem malha é
aplicada para problemas com singularidades, fendbmenos de camada limite em fluidos,
problemas de dinamica explicita ou cargas de curta duragdo, danos e falhas microestruturais
ocasionadas por mudancgas de fase. Liew, Huang e Reddy (2003) trabalharam com o MEFG
aplicado a placas laminadas em problemas de vibragdes livres em placas compdésitas
moderadamente espessas utilizando o MLSDQ (moving least squares differencial quadrature).
Naderi e Baradaran (2013), trabalharam com placas finas em escala manomeétrica utilizando o
MLS (moving least squares) tendo como case a verificacdo de placas grafeno em diferentes
condigdes de contorno.

Neste trabalho, as funcdes de aproximacao serdo baseadas no método PU e enriquecidas

com fungdes polinomiais quadraticas, considerando um dominio unidimensional.

2.2.METODO H-FEM

Problemas de engenharia envolvendo autovalores e/ou autovetores sdo largamente
utilizados em analises de componentes submetidos a carregamentos dindmicos. Especialmente
em problemas com necessidade de avaliagdo de modos elevados de frequéncias naturais, 0
método H-FEM apresenta boa convergibilidade e um baixo custo computacional em relagdo ao
MEF convencional. Os espacos de aproximagéo para 0 método numérico nao convencional H-

FEM sdo construidos com funcdes de forma similares ao MEF convencional.
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Conforme Suarez et al (2015), a classe de regularidade C° utilizada no método de
elementos finitos convencional apresenta algumas limitagdes para convergéncia de problemas
modos de frequéncias naturais muito elevados. Como alternativa para o problema com
frequéncias naturais elevadas os autores propuseram a utilizacdo de espacos de aproximacéo
com funcdes polinomiais de alta ordem e alta regularidade, a partir da degeneracgéo de funcGes
de Hermite. Ainda conforme Suarez et al (2015), as fungdes de aproximagéo de alta ordem e
alta regularidade séo obtidas a partir de um tensor definido por fungdes Hermitianas definidas
em 1D e posteriormente os espacos de aproximacao sdo definidos em 2D via enriquecimento
por parti¢cdes de unidade do tipo Lipschitz.

O método H-FEM também foi empregado para auxilio de solugdes de problemas para
reducdo de ruido no sinal captado para medicdo de tensbes de campo utilizando baseados na
correlacdo de imagem digital. Conforme Barreto (2008), a correlacao de imagem digital é uma
técnica Optica desenvolvida para determinar campos de deslocamentos e deformacGes
eliminando a necessidade de contato. O sistema consiste na captura de imagens da amostra
antes e depois de submetido a esfor¢os, processamento das imagens por meio de um algoritmo
de correlacdo. A determinacdo dos parametros é realizada pela minimizacdo de uma funcéo de
erro que associa a solucdo analitica com os dados obtidos experimentalmente. O estudo
realizado por Zhao et al (2012), utiliza funcdes de Hermite para garantir a continuidade e a
suavizacdo dos dados obtidos e seu gradiente a0 mesmo tempo. Estudos propostos por Sadati

et al (2011) foram utilizados como base ao desenvolvimento realizado por Zhao et al (2012). O

método proposto consiste na utilizagio de funcdes de aproximagdo com regularidade C?e a
regularizacdo proposta por Tikhonov e proporciona a utilizacdo de elementos de Hermite néo
retangulares para possibilitar a avaliacdo de regides especificas reduzindo variagcbes no
deslocamento e deformacdes de placas com furos.

Neste trabalho o H-FEM também é aproximado por funcdes de forma similares as

utilizadas pelo método de elementos finitos convencional.
2.3. METODO STABLE GFEM
O método numérico ndo convencional Stable GFEM é oriundo de uma melhoria

implementada ao ja comentado método MEFG no item 2.1. Conforme Gupta et al (2013), o

método Stable GFEM se diferencia do MEFG convencional por utilizar algumas modificagdes
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localizadas em fungdes de enriquecimento e no condicionamento da matriz de rigidez ele torna-
se similar ao método de elementos finitos convencional.

Em seu estudo, Gupta et al (2013), realizaram um comparativo entre 0 MEFG e o
SGFEM para problemas de fratura em 2D. Com a utilizacdo do SGFEM e um conjunto
especifico de funcdes de enriquecimento foi possivel incrementar a acuracidade dos resultados
sem a modificacdo ou apresentar problemas com a matriz de rigidez do problema.

O mal condicionamento da matriz de rigidez e a perda de robustez do MEFG foi
estudada por Babuska et al (2012), onde foram implementadas algumas modificacdes no
MEFG, ndo sendo necessario um enriquecimento em todas as fungdes de aproximagdo e
eliminando a utilizacdo de func¢des rampa para problemas em elementos de interface.

Também utilizando o Stable GFEM, Gupta et al (2015), realizou estudos para fraturas
mecanicas em 3D. O estudo consiste no melhoramento do condicionamento da matriz de rigidez
do SGFEM. O tipo de enriquecimento utilizado trata-se de enriquecimentos singulares, ou seja,
apenas em nés de elementos que séo interceptados pelas bordas da trinca.

2.4. METODO FEM B-SPLINE

Em contrapartida ao método de elementos finitos convencional, o0 método FEM B-
Spline e os parametros de seu espaco sdo locais para determinados caminhos ao invés de
elementos. Conforme Cottrell, Hughes e Bazilevs (2009), o mapeamento B-Spline consiste em
um “caminho” abordando multiplos elementos, sendo todo mapeamento global e nao local a
cada elemento.

Adicionalmente, no caso das B-Splines, as fun¢des séo polindmios por partes onde as

"pecas"” diferentes se unem ao longo de linhas de nés infinitamente. Sendo assim, as funcGes

sd0 C®dentro de um elemento, viabilizando a analise de dominios com um alto grau de
complexidade, descritos por um unico spline (ver Hughes, Cottrell e Bazilevs (2005)).
Utilizando o método FEM B-Spline, Kolman, Plesek e Okrouhlik (2014), apresentaram
resultados para analises em 1D para nimero de onda complexo de Fourier, para evitar a
distor¢do e atenuagdo comumente encontrada no método de elementos finitos convencional. No
artigo os autores utilizaram o metodo proposto por Thompson e Pinsky (1994) que utilizam a
analise do nimero de onda derivada e utilizada para analise de dispersdo de MEF de alta ordem,
sendo a estratégia estruturada na decomposicdo discreta de Fourier e adicionalmente a

eliminacg&o de variaveis das equagdes de movimento na parte interna dos nds. Para minimizagao
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dos erros de distorcdo, o refinamento incrementando os pontos de controle foram mais

eficientes em relacéo a das B-Splines em seguimentos com continuidade C°.

Hughes, Cottrell e Bazilevs (2005), realiza estudos de propriedades espectral de
aproximacao de elementos finitos e NURBS, investigando problemas modais e realizando uma
comparacdo entre elementos finitos convencional e NURBS. O foco principal do estudo € a
verificacdo da eficiéncia para aproximacao de problemas de autovalores para diversos modos
de frequéncia natural. Conforme os autores, os elementos finitos de ordem superior tem
desempenho superior do que elementos finitos de baixa ordem para problemas elipticos e
parabolicos, sendo sdo menos eficientes do que os elementos de baixa ordem em aplicagdes
hiperbdlicas e ndo-lineares. A situacdo é muito mais positiva para elementos NURBS em todos

0S Casos.
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3. MODELO DE PRIMEIRA ORDEM EM CASCAS DE REVOLUCAO

Neste capitulo é feito um estudo, sobre a 6tica do Método de Elementos Finitos (MEF)
convencional, dos problemas de placas e cascas de revolucgdo sujeitas a carregamentos com
simetria axial de forcas. Nele sdo estabelecidos os fundamentos necessarios para uma
abordagem mais complexa, onde os espagos de aproximagdo serdo construidos segundo
abordagens ndo convencionais como MEFG, H-FEM e FEM -Spline.

Os modelos sdo construidos com teoria cinematica de Reissner-Mindlin (Reissner,
1945). O escopo de apresentacdo deste capitulo sera realizado segundo 0s seguintes topicos
considerados indispensaveis para o desenvolvimento da abordagem tedrica do tema:

a) Caracteristicas geométricas do elemento. Neste item sdo introduzidos elementos de
geometria diferencial e a funcdo de mapeamento para o elemento solido degenerado.

b) Construcdo do modelo cinemético de primeira ordem, para o elemento supracitado,
descrito em coordenadas cilindricas.

c) EquacBes constitutivas para materiais homogéneos e isotropicos com comportamento
elastico linear.

d) Formulagdo forte e formulagdo fraca, esta Gltima obtida a partir do principio dos
trabalhos virtuais, para um problema de elasticidade tridimensional.

e) Problema discretizado e equagOes de Bubnov-Galerkin.

Os itens supracitados constituem uma recopilacdo do conhecimento necessario para uma
abordagem, utilizando elementos finitos convencionais, da problematica proposta.
Procedimentos semelhantes podem ser vistos em Batoz e Dhatt (1992) e Zienkiewicz e Taylor
(2005).

3.1.CARACTERISTICAS GEOMETRICAS DO ELEMENTO

Por tratar-se de cascas de revolugdo a descricdo geométrica é feita em coordenadas
cilindricas como indicado na Figura 2. A geometria é construida por interpolacdo de
coordenadas de pontos sobre as arestas nodais sendo necessario para tal fim definir

previamente:

a) As bases ortonormais associadas aos n6s do elemento;

b) A interpolacédo de pontos na direcdo das arestas do elemento;
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c) A interpolagdo de pontos sobre uma superficie especifica do elemento estabelecida a
partir das cotas de pontos na diregdo das arestas.

Nesta secdo serdo abordados os seguintes topicos: base pseudo-normal associada aos
nos do elemento; funcdo de mapeamento; base covariante associada a pontos no interior do

elemento; elemento de arco; elemento de area e de volume.
3.1.1. Vetores Ortonormais aos Nos do Elemento

A base ortonormal associada a um no kdo elemento é estabelecida pelos vetores
[vZk Vg - ie] com mostrado na Figura 2. Os vetores da base supracitada sdo obtidos a partir dos
vetores v, definidos a partir dos vetores posigdo dos pontos extremos das arestas do elemento

e do vetor i, normal ao plano de simetria radial como segue.

V, =X =X, 1)

vy, =k )
Vad
O vetor V,, , € 0 vetor na direcéo da aresta, 0 mesmo tem norma igual ao comprimento

t, da aresta na diregdo do vetor unitariov,, , portanto pode ser definido como:
Vi =1y 3

O vetor posi¢do X, indicado na Figura 2, associado a pontos sobre a superficie média

do elemento é definido pela Eq. (4).

_ XX

. @

X

O vetor unitario v,, € obtido por produto vetorial do vetor v, com o vetor i, normal ao

plano de simetria axial conforme a Eq. (5).
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Vo = Vg Xy

(5)
Figura 2 - Base global [i, :k:i,] e base local [V, :Vy :i,] do ponto X.
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Fonte: Adaptado de Suarez e Proenga (2005).

3.1.2. Funcdo de Mapeamento

A funcdo de mapeamento para interpolar pontos no interior do elemento ¢ definida pela
Eq. (6):

X:X(n,é’,@),X:Qe—)R3 (6)
Na Eq. (6) Q. é o dominio natural do elemento mostrado na Figura 3, formado por todos

0S pontos que estdo contidos no cubo intrinseco cujo dominio € estabelecido pela Eq. (7).

Q,={n¢,0ell [-1<p<l, -1<¢ <1, 0<0<2x) (7)

Figura 3 - Dominio intrinseco Qe vetor posi¢ao X(n,C).
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Fonte: Adaptado de Suarez e Proenca (2005).



32

A funcdo mapeamento é obtida por uma interpolagdo linear na direcéo das arestas v,,

e uma interpolagdo quadratica sobre a curva ¢ =cte. como indicado a seguir:

Um ponto X, com ordenada ¢ qualquer, sobre a aresta v,, é obtido por interpolacdo

linear indicada na Figura 1 e definida pela Eq. (8).

X (€)= XN (£)+ XN (€) )
Onde NS(§)=%(1+§) e Ni(g)zg(l—g) sdo as funcdes Lagrangeanas de

interpolagdo linear associadas aos pontos X, e X; indicados na Figura 3. A descricdo destes

pontos em coordenadas cilindricas toma a forma:

X, =rli +Z,k 9)

XS=rli +ZkK (10)

A expresséo (8) pode ser escrita de forma mais conveniente como indicado a seguir:

Xk(g)=%(1—g)x;+%(1+g)x; (11)
Xk(g)zé(xhx;‘)%(x;-x;)g (12)
)zk (é/) = X\ + Vg %ké/ (13)

Um ponto X (77,{), no interior do elemento, conforme mostrado na Figura 2, é obtido

por interpolacéo dos valores Xk (§ ) correspondentes a cada aresta do elemento como indicado

na Eq. (14).

n

X (1) =2 N (1) X (¢)- (14)

k=1
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Na expressdo (14) n corresponde ao nimero de nds do elemento e N, (77) as funges

quadraticas Lagrangeanas associadas aos nos k do elemento dadas pelas expressoes:

Nl(n)=—%f7(1—f7) (15)
N, (17)=2(1-7°) (16)
NS(n):%n(lwy) (17)

A descri¢do de X em coordenadas cilindricas é estabelecida pela Eq. (18).

x(n,g)z[n o rk+ZN cjvsk}

k=1

n

+LZ:‘Nk(77)Zk +

Nk(n)%k.:v;k}k (18)

k=1
3.1.3. Bases Covariantes e Ortonormais

A base covariante definida na Eq. (19) ndo é necessariamente uma base ortonormal ja
que seus vetores sdo tangentes as curvas de Gauss (77,¢’) . Os vetores desta base s&o obtidos a

partir da funcdo de mapeamento da geometria conforme descrito nas Eq. (20)-(22).

[F. ]=[a:a,:a,] (19)

a=2 =r(n4),1+2.n.0), k (20)
X

%= r(m¢), i +Z(m¢), k (21)

8, =1 (m.¢)i, (22)

Descrevendo explicitamente as Eq. (20)-(22) se obtém:
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+[2N(77’é“),,,zk+i_'\'(77,§),,,%é”vék}k (23)
PG NO RO @1
a; = 'i Nk(n)rk+i_Nk(77)tEké,v?:k:|i9 (25)

A base ortonormal [Q], =[t:n:i,]no ponto X ¢ obtida a partir dos vetores da base

covariante como Segue:

oA (26)
]
n=i,xt (27)

Figura 4 - Base covariante [a, :a, :a,] e base ortornormal [t:n:i,] no ponto X

ls

0

Fonte: Adaptado de Suarez e Proenca (2005).
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3.1.4. Elementos de Arco

Os elementos de arco podem ser obtidos por meio de particularizagbes da primeira
forma fundamental da superficie. O elemento de arco correspondente a uma fibra dX (Figura
5) da superficie € definido como:
1
2

ds = (dX -dX) (28)

ax = X+ Zar+ o (29)
on o¢ 060
A expresséo (29) ainda pode ser escrita em funcéo da base covariante como na Eq. (30):

dX =a,dn+a,dd +a,do (30)

Por definicdo a primeira forma fundamental da superficie corresponde ao produto

interno descrito na Eq. (31):

ds? = dX -dX (31)

Figura 5 - Elemento de area e elemento de volume.

n

»
>

al

dX

X+dX i9
as

i"(0)

Fonte: Adaptado de Suarez e Proenca (2005).
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Abrindo a Eq. (31) se obtém:

ds’* =a -adn’ +a,-a,d{? +a,-a,d0° + 23, -a,dnd{ + 23, -a,dnd 6 + 2a, -a,d£do (32)
Simplificando a expresséo (32) jaque a, L a, e a, L a, chega-se a:

ds® =a -adn’ +a,-a,d¢” +a,-2,d0° +2a,-a,dndg (33)

Para um elemento de arco sobre a curva & =cte e 8 =cte. se tem:

1
ds, =(a,-a,)2dn (34)

Para percorrer a curva n=cte. e @=cte. o elemento de arco corresponde a ds,é

definido por:
1
ds, =(a,-a,)2d¢ (35)

De forma analoga pode-se obter elementos com componentes em duas ou nas trés

direcdes da base covariante.
3.1.5. Elemento de Area de Volume

Por defini¢do os elementos diferenciais de area e de volume s&o dados pelos produtos

vetoriais e produto misto dos vetores a,d7, a,ds e a,dé, indicados na Figura 6.

Por exemplo, 0 modulo do elemento de area indicado na Figura 6, e definido por:

dA=la,dnxa,dé|=|a, xa,|dndé (36)
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Figura 6 - Elemento de area e elemento de volume
n

X

Fonte: Adaptado de Suarez e Proencga (2005).

Descrevendo a Eq. (36) de forma explicita se obtém:

dA\/(ar(n’g)Jz +(M]Zr(n,§)dnd0 (36)

on on

O elemento de volume indicado na Figura 6 é obtido por produto misto de vetores como
descrito na Eq. (37).

dV =(a,dnxa,d¢)-a,dd =(a,xa,)-a,dnpdSdé (37)

A forma explicita do elemento de volume € estabelecida pela Eq. (38),

av {af(’%?) oz (n.¢)_or(n¢)az(n)
on o¢ o0& on

jr(n,é)dndédﬁ (38)
Os aspectos da geometria abordados sdo referentes a qualquer solido de revolugéo
independentemente do problema, ser ou nédo, de simetria axial.
Na proxima subsecao sera abordada a teoria cinematica de primeira ordem de Reissner-
Mindlin que admite deformacéo cisalhante. Esta teoria foi utilizada para modelar a cinematica

no elemento sélido degenerado de Ahmad, Irons e Zienkiewics (1970) na sua versao genérica
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e foi posteriormente adaptada em Batoz e Dhat (1992) para modelar cascas sujeitas a simetria
radial de forcas.

3.2.MODELO CINEMATICO DE PRIMEIRA ORDEM (REISSNER-MINDLIN)

O modelo cinemaético apresentado nesta secdo é o de Reissner-Mindlin em primeira
ordem com a cinematica descrita em coordenadas cilindricas. A hipdtese cinematica deste
modelo consiste em atribuir um comportamento linear dos deslocamentos de membrana e
constante para o deslocamento normal a superficie de referéncia. Este modelo faz parte dos
modelos que levam em consideracao a deformacao cisalhante com é mostrado na Figura 7 onde

0s vetores V,.e V,,. Nd0 permanecem mais perpendiculares entre si apos as rotagoes sofridas

pela secdo. Os deslocamentos no interior do elemento para uma coordenada paramétrica ¢

especifica é obtida por interpolacdo dos deslocamentos das arestas do elemento indicada pela
Eq. (39) como segue.

Figura 7 - Esquema cinematico para o modelo de 12 ordem
Zw 4

ir(0)

v

rv

<
o

‘ia/

Fonte: Adaptado de Suarez e Proencga (2005).

A N t
U, (é,) = Uy +Ek§¢kV2kG (39)
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Na Eqg. (41), v, € o vetor da base ortogonal correspondente ao né k do elemento em
coordenadas globais. O vetor em coordenadas globais é descrito em fungéo do vetor v,, em

coordenadas locais através da Eq. (40).

Vo = [Qk]vzk (40)
Na Eqg. (40) [Q,] é matriz de rotagéo, descrita na Eq. (41).

@l )
V2k V3k

Substituindo a Eq. (41) na Eq. (39) se obtém a cinematica segundo o modelo de primeira

ordem para um ponto sobre a aresta do k correspondente a uma coordenada ¢ definida pela

equacao vetorial Eq. (42) no plano de simetria radial.

ak(c)z{vvvk }wk%kc:{vék} #2)

O deslocamento no interior do elemento no ponto definido pelo vetor posicdo X (77,¢)
é obtido por interpolacdo dos deslocamentos U, ({ ) das arestas conforme descrito pela Eq.

(43).

u(7,¢)= 2 N (7)a.(¢) (43)

k=1

Descrevendo a Eq. (43), em forma explicita se obtéem:

()= ) N ) [ @
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Nas Egs. (43) e (44), N, (77) sdo as funcdes de forma Lagrangeanas do elemento

utilizado sendo a ordem polinomial do mesmo definida por p =n-1 onde n é o nimero de n6s
do elemento.

As Egs. (43) e (44) descrevem as relagcBes cinemaéticas, em coordenadas cilindricas,
utilizadas pelo modelo de primeira ordem que considera a deformacéo cisalhante, também
conhecida na literatura técnico cientifico da area com FSDT (First shear deformation theory).
Esta teoria embora seja mais adequada para modelar problemas de placas e cascas com relagdes

dentro do intervalo 100 > L/t >10considera as deformagdes e tensdes cisalhantes ao longo da

espessura constantes o que constitui uma inconsisténcia fisica da mesma.
3.3.EQUACAO CONSTITUTIVA PARA O PROBLEMA DE SIMETRIA RADIAL

As equacdes constitutivas estabelecidas nesta secdo referem-se a materiais homogéneos,
elasticos lineares e isotropicos. A determinacdo da equacdo constitutiva é obtida a partir das
restricbes de axissimetria e consideracfes dos modelos cineméticos de primeira ordem
(Reissner-Midlin) que consideram a deformagdo cisalhante. Com relacdo as hipéteses do
modelo ndo sdo consideradas deformacdes das fibras normais a superficie de referéncia,

portanto o, =0 (Figura 8). As restri¢éo de deslocamento nulo na diregéo i, juntamente com

as propriedades de isotropia do material tornam as tensdes cisalhantes sobre a face
perpendicular a i, também nulas. Portanto, para os problemas com simetria radial de forgas, se
tem as seguintes restricGes nas componentes de tensdes indicadas na Eq. (45).

O-nn = TH

=7, =0 (45)

n

Figura 8 - Tensor tri-axial de tensdes

z n
t
O-nn Tm =
I O, 3

T T"t g 13

np ¢ T,

Ty o,

/ Tot[t16 X

66
k
, 0

io

Fonte: Adaptado de Suarez e Proenca (2005).
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A matriz constitutiva para este modelo é obtida a partir das restricdes descrita na Eq.
(45) aplicadas sobre a matriz correspondente ao estado tri-axial da Eq. (46) resultando na
relacdo definida pela Eq. (47).

-v) v 1% 0 0 0 |
Oo (1 — v) 1% 0 0 0 €00
Oy @-v) o 0 0 Ex
Om _ E 1-2v 0 0 Enm (46)
o [ @+v)i-2v) 2 Lo Y
T, sym > 0 Voo
Tot 1-2v | (7o
L 2 |
O-tt 1 O |4 gtt
N @)
O o sym 1 (€0

Na equagéo (47), k = 5 é o coeficiente de correcédo de cisalhamento de Reissner.

3.4.FORMULACAO FRACA DO PROBLEMA DINAMICO

O problema a ser modelado é de elasticidade tridimensional com restricbes nos
deslocamentos e nas tensdes. O enunciado do problema forte fica definido pelas equacdes de
equilibrio dindmico estabelecidas para o sélido de revolugdo com sua se¢é@o no plano de simetria

radial indicado na Figura 9.

Figura 9 - Carregamento e condigOes de contorno essenciais num plano de simetria radial

Fonte: Proprio Autor
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A formulacdo forte descrita em funcdo de tensbes consiste em determinar o vetor

u(x,t) e Kin" tal que:

divo+ pli=0, xeQ (48)
o-n=F(t), xedQ, (49)
u=10,xedQ, (50)

u=u,, xeQ, t=0 (a)

u=u, xeQ, t=0 (b) &

O conjunto Kin® que contém a solucdo é chamado cinematicamente admissivel e é
definido pela Eq. (52).

Kin“ = {u(x,t) e C*(Q)x[0,t]/u=0emoQ, | (52)

Aplicando o método dos residuos ponderados Galerkin, considerando as funcdes testes
variado apenas no dominio geométrico do problema se obtém o seguinte enunciado para o

problema em questéo.

Determinar U, (X,t) € 8, de forma que:

IR(uh)-dezo VveVar (53)
Q

Na Eq. (53) R(uh ) é o residuo descrito na Eq. (54).
R(u,)=diva(u,)+ pG, (54)

O conjunto o, neste caso é um espaco vetorial definido pela Eq. (55) chamado de

conjunto de funcgdes tentativas.



43

5, ={u, (x,t) e H*(Q)x[0.t] | u, (x,t) = 0 em 6Q, | (55)

O espaco vetorial Var, € denominado espago das fungdes testes. O mesmo é definido

como:
Var, = {v,(x) e H(Q),v,(x)=0, x e 6, | (56)

No método de residuos ponderados (Galerkin) os espagos o6, e Var, tem dimensdo
finita.

A condicdo de ortogonalidade do residuo e descrita de forma explicita pela Eq. (57):

jdiv(a)-vth+ jpuh v, dQ =0, Vv, €Var, (57)
Q Q

Aplicando integracdo por partes na primeira integral da Eq. (57), se tem duas situacdes

relativas a forma de imposicdo das condi¢Ges de contorno essenciais;

a) As condicdes de contorno sao impostas de forma direta como ocorre nos problemas
abordados por MEFG e H-FEM. Neste caso a formulacdo fraca é descrita na Eq.
(58).

j F-v,0dQ— j oWV, dQ + j ol v, dQ =0, Vv, eVar, (58)
Q Q

a0y

b) As condicGes de contorno sdo impostas de forma fraca como indicado na Eq. (59)
como é o caso proposto quando as funcdes de aproximacdo ndo possuem a

propriedade delta de Kronecker.

I F -v,0dQ + Ia(uh —u)dQ —ja-Vvth+Ipuh v, dQ =0, Vv, eVar, (59)
Q Q

o oy
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As Eqg. (58) e (59) podem ser descritas em funcdo das relacdes constitutivas
considerando o material homogéneo e com resposta elastico linear conforme indicado nas Eqg.

(60) e na Eq. (61) respectivamente.

| Fovada-[e (v, )De(v, Q-+ [ pti, -v,dQ2 =0, v, eVar, (61)
Q

aQy Q

[ Fvado+ [alu,—0)-v,doQ—[& (v, )Da(v, )dQ+ [ pli, -v,dQ =0, Vv, eVar,  (62)
Q

aQy aQp Q

Nas equacdes (61) e (62), &(v,), €(u,) e D sdo os vetores de deformagéo

correspondentes aos deslocamentos relacionados as funcgdes teste, aos deslocamentos relativos
as funcdes tentativas e o tensor constitutivo para materiais em regime elastico linear. As
equacOes (61) e (62) representam a formulacdo variacional para o problema dindmico em
regime elastico linear. Um problema decorrente do problema de vibragdes forcadas descrito na
Eq. (48) é o problema de autovalores e auto vetores ou o também conhecido como problema de
vibracoes livres. O problema de vibragdes livres € obtido, para modos harmonicos, a partir do
problema de vibracdes forcadas descritos pelas Eq. (48) desconsiderando a forca de excitacdo.
Neste caso a solucdo do deslocamento é descrita por um produto de fungdes como indicado na
Eqg. (63).

u(x,t)=u(x)e” (63)

Substituindo a Eq. (63) na Eq. (48) se obtém o problema de autovalores e auto vetores

independentes do tempo para o problema do sélido elastico formulado como:

Determinar u(x)e Kintal que:

div(e)-0’pu=0, Vx e Q (64)
u=0, xeodQ), (65)

O conjunto de das solucBes cinematicamente admissiveis neste caso independe do

tempo e é estabelecido pela Eq. (66).
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Kin = {u(x) e C*(Q) u=0, x e 6, | (66)

Na Eq. (64), o é a frequéncia natural do sistema onde o autovalor associado a esta
frequéncia é dado por A =@”.

A formulacéo fraca é obtida pelo método de residuos ponderados Galerkin de forma
similar ao problema dindmico de vibragéo forgada. Neste caso como o espago das fungdes tentes

é 0 mesmo e o problema passam a ser descrito como determinar U, € &, tal que:

[€7 (6,)Dz(v,)dQ -’ [ pit,-»,dQ2=0, Vv, eVar, (67)
Q

Q

Para o problema de frequéncias naturais o espaco de fungdes tentativas é descrito pela

Eqg. (68) com condigdes de fronteira homogéneas como segue.
§h:{uh(x)e H*(Q),u, (x)=0, XEaQD} (68)

A partir das formulacGes fracas serdo descritas na proxima secdo as formulacdes
discretas para um elemento sélido degenerado aplicado a cascas de revolugao.

3.5.PROBLEMA DISCRETIZADO PARA O METODO DE ELEMENTOS FINITOS DE
GALERKIN

O problema discretizado sera descrito, segundo a metodologia do Método de Elementos

Finitos Galerkin (MEF) para um elemento unidimensional com n, fungdes de interpolacéo
como mostrado na Figura 10. As equacdes de Bubnov-Galerkin aplicadas a um elemento
passam a ser definidas como determinar Uy, (n,g)eéh e veh(n,()eVarh definidas na sua

forma discreta para o elemento pelas equacoes (69) e (70).
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Figura 10 - Elemento Lagrangeano de ordem p =n, -1

z £
k .
Xk \ I
Xi >
A Xne
k mn
i, ; > r
5]
Fonte: Préprio Autor
Uy (7,4) =N (7,$)U, (69)
Ver (7.6) =N, (7,4)U, (70)

Nas Eq. (69) e (70) U, é o vetor de parametros de deslocamentos correspondente ao

elemento descrito na Eq. (71).

UT:{... Vi W o } (71)

e

A formulagdo explicita da Eq. (69) é apresentada na Eq. (72).

Nm) O N(n)Egv ||
u(n.¢)= . r o k=1..n (72)
0 N, (77) Nk(U)Ekéyvzzk 2

Na Eq. (72) N, (77) séo as funcdes de forma que dependem da ordem do elemento.
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3.5.1. Vetor de Deformacdes no Sistema Local de Coordenadas

Para o problema de pequenas deformacgdes o tensor de Green no sistema local de
coordenadas é obtido por operacGes de transformacdo do gradiente de deslocamento descrito
no sistema global de coordenadas e com as fungdes de interpolacdo descritas no dominio natural

do elemento como descrita na Eq. (73) para um valor fixo de n.

N v
on 0
v =| o7 3 (73)
oW ow
on  oc

O tensor (73) pode ser escrito, em forma vetorial, como a transformacao linear de um

operador de diferenciacdo 0, () atuando sobre o vetor campo de deslocamento, de forma que:

V.u,=0.u,. (74)

Na Eq. (74) se tem:

Y§U! = ﬂ ﬂ M M (75)
on ¢ on 0o¢
Onde:
u, ={V Wj (76)
Na Eq. (74) o operador 0, (-)tem a forma:
if) %%) 0 0
o.() = " (77)
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O vetor das componentes do gradiente V.U, na forma discretizada é descrito na Eq.

(78).
V.u,=0,NU, (78)
A formulacéo explicita da Eq. (78) descrita na Eq. (79).
_ ) .
Nkn(n) 0 Nk,n( )Eké/vgr
0 0 N, (n)%vgr Y,
V.U, = / W, (79)
0 Nk,z; (77) Nk,z] (U)Eké/vgz (Dk
t
0 0 N, (U)Ekvgz

A partir das defini¢des para as formulagdes discretas das componentes de deslocamento
(Eq. (69) e (70)) em pontos do elemento assim como o seu gradiente do deslocamento (Eq.

(79)) pode-se definir o vetor de deformagGes &, no sistema local de coordenadas de cada ponto
de integracdo por meio da Eq. (80).

g =H(H,RIO.N, +N,, U, (80)

Na Eq. (80) J,R e H_, séo o operador jacobiano o operador de rotagdo e a matriz

booleana de transformacdo descritas nas Eq. (81) e (82).

_[ar o
J-[O Jl} (81)

R — |:terT tz(gxT :| (82)
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Na Eq. (82), Q, € amatriz de rotagdo correspondente ao sistema local de coordenadas

de cada ponto de integracao.

(83)

ev

I

I
o O O o -
o O O +— O
o O O O
O B O O O

O operador H,, é definido por uma matriz booleana utilizada para incorporar a parcela

do vetor de deformagdes ¢, . Os operadores N, , e H definidos nas equagdes. (84) e (85) estdo

ev?

relacionados a parcela de deformacéo normal ¢, é ao operador booleano utilizado para obter o

vetor de deformacoes ¢, .

0 0 0
0 0 0
N, — 0 0 0 (84)
0 0 0
N ()= 0 IN(n) e,
L r r 2 i
1 00 0O
H=|0 1100 (85)
0O 00 01

O vetor de deformacdes da Eq. (79) pode ainda ser descrito por meio da matriz de

deformagdes conforme indicado nas equacdes (86) e (87).

gl = BeU e (86)

B, =H(H,RIO.N,+N,,) (87)
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O desenvolvimento das equacOes discretizadas para o campo de deslocamento e
deformacgdes desenvolvidas nesta secdo servem como base para o equacionamento da
formulacdo semi-discreta do problema de vibragfes ndo amortecido abordado segundo o

Método de Elementos Finitos na proxima secao.
3.5.2. Formulagdo Semi-discreta para o Problema de Vibracédo Forgada segundo MEF

A formulacdo semi-discreta € obtida utilizando o método de Bubnov-Galerkin para
discretizar o dominio do geométrico do problema ficando os pardmetros de deslocamento em
funcdo do tempo. Esta formulagdo é obtida substituindo as equag¢bes do campo de
deslocamento e deformacdes definidas nas equacdes (69), (70) e (86) juntamente com as
relacBes constitutivas definidas pela Eq. (47) nas formulacGes variacionais do problema
dindmico descrita pela Eq. (58).

A formulacdo semi-discreta para um elemento sélido degenerado € descrita pela Eq.

(88) como segue.

vJ{j NeTFdaQ—_[BeTDBedQUe(t)+IpNJNedQUe(t)j:0, vV, e R (88)
Q Q

aQy

Da Eq. (88) se tem que se a mesma é valida para qualquer vetor V, entdo:

[ NJpdoo-[B/DB.dQU, (t)+ [ pNINdQU, (t) =0 (89)
Q Q

QY
A Eq. (89) descreve a formulacdo discreta em nivel do elemento para o problema de

vibracdo forgada ndo amortecida. A mesma pode ser apresentada em forma matricial como

descrita pela Eq. (90).

MU, (t)+ KU, (t)=F,(t) (90)
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Nesta equacdo (90) se tem as seguintes expressdes para a matriz de rigidez K., matriz

de massa consistente M, e para o vetor de forcas consistentes F, (t)correspondentes a um

elemento.
K, = [ BIDBdQ (91)
Q.
M, = [ pN]NdQ (92)
Q.
F(t)= j NJ p(t)doQ (93)
a0y

Os tdpicos estudados neste capitulo constituem a base para introduzir as formulacdes
deste problema segundo os chamados métodos numéricos nao convencionais, para construir 0s
espacos de aproximacao como: o Método de Elementos Finitos Generalizados (MEFG), FEM
B-Spline e H-FEM (Elementos Finitos de Hermite) cujos fundamentos matematicos séo

abordados nos capitulos sete e oito deste documento.
4. ESPACOS DE APROXIMACAO NO MEFG

Neste capitulo sdo apresentados os fundamentos matematicos do MEFG através dos
teoremas que garantem a convergéncia dos espacos construidos com esta metodologia. Por se
tratar de uma das metodologias denominadas como métodos de particdo de unidade, inicia-se
este capitulo definido matematicamente a particdo de unidade juntamente com os teoremas que

a consolidam.

4.1.PARTICAO DE UNIDADE

Sendo Q < R"um dominio aberto e limitado. O conjunto de fungdes {¢a (X)}: , onde,
aeJI= {a eR"|IN< +oo}ta| que Qc U"_, @, constitui uma particdo de unidade com suporte

limitado por uma cobertura aberta {@, | do dominio Q se:

a) ¢,(X)eCy(w,).aeJ; (94)
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b) 4,(X)20, ¥XeQ ; (95)
c) ig]ﬁa(X):l; VX eQ ; (96)

d) Todo subconjunto compacto de € intercepta um numero finito de suportes @, .

O conjunto de fungbes ¢, com as propriedades supracitadas constituem uma parti¢éo de

unidade com sinal cuja definicdo matematica é descrita no Teorema (3.1).

Teorema 3.1: Seja Qe R" um conjunto aberto e limitado tal que Q=U"_w, para a 3.

N
Ento existem funces ¢, (X)eCy (@,), ae I talque Y ¢, (X)=1,e 4,(X)20 VxeQ.

a=1

Além disto, se N =00 com Q compacto e Q" —Q, entdo Q" intercepta um ndimero

finito de suportes @, . Os detalhes da prova deste teorema séo apresentados em Oden e Reddy

(1981). Uma caracteristica das PU com sinal é a de que ndo apresentam cardinalidade fixa, ou
seja, em principio ndo ha limite no nimero de funcdes que cobrem um ponto do dominio
geométrico do problema. Por outro lado, se tem as pari¢fes de unidade do tipo Lipschitz que

tem cardinalidade fixa e cujas propriedades sdo apresentadas a seguir.

4.1.1. Particdes de Unidade do Tipo Lipschitz

As funcdes das particdes de unidade Lipschitz sdo do tipo ¢, e H' (cT)a) e satisfazem as

seguintes propriedades:

2) suppg, €@, (97)
b) igﬁa =1, VxeQ (98)
C) ||¢a (o) <C, (99)
d V4, Co (100)

“() = Giam(w,)
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Nas equagdes (97) e (98) C_e C, sdo constantes independentes de ¢, .
As parti¢oes de unidade do tipo Lipchitz podem também ser definidas pela expressao

(M ,C,.Cq ) onde C_e C; sdo constantes finitas que limitam o valor das fungdes e de seus

gradientes e 0 numero natural M denominado cardinalidade que define um limite para o total

de subdominios @, que cobrem um ponto X €. Entenda-se cardinalidade o nUmero maximo

de subdominios @, que cobrem um ponto de integragdo X €. Sendo assim dada uma

cobertura {@,}  setemque IM eR’ card {a: xew,} <M VxeQ.

Um exemplo de particio de unidade, com estas caracteristicas, é a utilizada em
elementos finitos convencionais. Neste caso 0 mais simples sdo as particbes de unidade

constituidas pelas funces lineares onde se tem M =2 como pode ser observado na Figura 11.

Figura 11 - Partic&o de unidade linear sobre a cobertura {, }"

(I)(x-Z (I)(x-l (I)Ot (I)(x+l ¢a+2

Mo+1
o-2 a-1 a Xp o+l o+2

Fonte: Préprio Autor

Nesta metodologia a geometria e 0o campo de deslocamento sdo aproximados
independentemente. A malha é suporte das fungdes de parti¢do de unidade que estdo vinculadas
aos nos extremos de cada elemento. Estes nds sdo chamados de nds ativos e sobre seus sistemas
locais de coordenadas sdo construidas as funcbes de aproximacgdo local do campo de

deslocamento. Na Figura 12 é esclarecida esta peculiaridade.

Figura 12 - Elementos quadraticos, nos ativos «; , o€ a;
Q

—

E: - - o3 k"""-—-.‘\EZ
otz o

ol

Fonte: Préprio Autor
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Para 0s elementos quadraticos contiguos Ei1 e E2 na Figura 12 os nos ativos

correspondem a «;, a; € ;.

Uma das limitagcdes de utilizar fungGes polinomiais para construir as particbes de
unidade estd na geracdo de conjuntos de fungdes de aproximacdo locais linearmente
dependentes ndo constituindo, portanto, uma base do espaco de aproximacdo local. Este fato
apresentado em Duarte, Babuska e Oden (2000) tem como consequéncia a obtencdo de matriz
de rigidez singular sendo necesséria a utilizagdo de processos baseados em perturbacdo da
diagonal da matriz de rigidez para contornar este problema conforme apresentado em Babuska
Banerjee e Osborn (2002). Neste trabalho é proposta a utilizacdo de particdes de unidade
construidas a partir de polinomiais racionais conforme Rossi, Suarez e Silva (2012), obtendo-
se uma matriz de rigidez global sem problemas graves condicionamento e espagos de
aproximacéo global com regularidade. A construcdo das particdes de unidade baseada em

polinomiais racionais sera brevemente descrita na secdo seguinte.

4.1.2. Particdes de unidade do tipo C; (Q2), k=0,2,4,...

As particdes de unidade supracitadas sao funcdes e Shepard obtidas a partir de funcGes

peso W, C('J‘, k =0,2,4,...com as propriedades descritas pelas equagdes (101) a (103).

a) W,(5)2 0VSew, 3, (101)
b)  W,(5)eCs(Z), k=0,24,.. (102)
) Vseiocard{a|Sew,j<MeN (103)

Nas equacOes de (101) a (103) 5 é a coordenada normalizada com relagdo a um sistema

local de coordenadas associada a um né ativo &« como mostrado na Eq. (104).

s_5"5% (104)

Na Eqg. (104) h_, s, sdo o diametro do suporte da funcéo peso e a coordenada de arco

do no ativo associado a nuvem suporte da fungéo peso.
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As fungBes peso sdo do tipo W, (s) e Cy, k=0,2,4,... e sdo definidas pela familia de

funcOes descritas pela Eq. (104).

0, s<s,—(h,/2)

S-S5,

W, (s)= {1—( jm] , 8, —(h,/2)<s<s, +(h,/2),n>1, m=0,2,4 (105)

h,/2
0, s>s,+(h,/2)

A regularidade das funcdes peso definidas pela Eq. (105) sao definidas pelas relacdes,

a) Paran impar W, (s)eC;(2)

b)  Paran par W,(s)eCy(Z)

Estudos mais detalhados sobre as propriedades de regularidade das fungdes peso obtidas
a partir da Eq. (105) séo apresentadas em Rossi, Suarez e Silva (2012). Nas equacdes (106) a
(107) s&o apresentadas as funcdes peso obtidas a partir da Eq. (105) como segue.

a)  Funges peso W, (s)eC’(Z) com m=2 e n=1:

W, (s) = {1— ( Sh;/sza T] (106)

b)  Fungdes peso W, (s)eC;(Z) comm=2 e n=2:

W, (s) = [1—(1 /Sza ﬂ (107)

Nas Figura 13 (a) e (b), s&o mostradas as func¢des peso descritas nos itens a e b para

h,=4es,={0,2,4}, a=12,3 com relagdo a coordenada de arco .
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Figura 13 - a) FuncBes peso W, € C; (2); b) fungbes peso W, € C; (Z) .

1 1
08 08 W, W
06 06
= =
04 04
0.2 02
0
9 0 1 2 3 4
s s
(@) (b)

Fonte: Préprio Autor

As funcgdes particdo de unidade PU’s sdo fungdes de Shepard, definidas no dominio
natural do elemento e obtidas pelo processo de normalizacéo das funcdes peso descritas nas Eq.
(105). As funcbes peso definidas pelas Eq. (106)-(107) descritas no dominio natural do
elemento sdo descritas pelas Eq. (108)-(111) e mostradas nas Figura 14 (a)-(b).

Figura 14 - Fungdo peso W, e C; (%), definidaem [-1,1]; b) fungdo peso W, € C; (Z)
definida no dominio natural do elemento [-1,1].
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0] : : : o= : ' :
-1 -05 0] 05 1 -1 -05 0 05 1
g g
(@) (b)

(&) {k(%ﬂl (108)
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(&) {L[%ﬂl (109)
(£) {k[%”ﬂz (110)
(&)= {1— (%ﬂ (111)

As fungGes da particdo da unidade ¢, (&) eCq (Z), k=0,2,4,..., f=12. obtidas pela

normalizac&o das fungdes peso M/ (é) séo definidas por:

95 (&)= RGN (112)

S1,(2)

a=1

As partir da Eq. (113)-(116) definem-se as parti¢cfes de unidade no dominio natural do

elemento com as regularidades herdadas pelas funcbes peso utilizadas para obté-las.

(1)
AGE - ( gzlj( +21 )( 52“) (113)
0,(&)- ) (119

0 (&)= (115)
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(7]

9, (&)= ; (116)

]

As funcg0es descritas pelas Eq. (113)-(114) e pelas Eq. (115)-(116) sdo representadas no
dominio natural do elemento através das Figura 15 (a)-(b).

Figura 15 - Fungfo peso W, € C(X), definidaem [-1,1]; b) funcéo peso W, € C7 (%)
definida no dominio natural do elemento [-1,1]

1 ; : . 1 : : —
5 57
4 s
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s s
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0.4+ e 1 04} P
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e s
Ve e
0.2} // ¢ 02 // E—
v —— Vs
0 / , = /// TR
4 05 0 05 % %5 0 o5 4
5 2
(@ (b)

Fonte: Préprio Autor

As funcgbes de particdo da unidade definidas no dominio fisico s&o obtidas por

mapeamento e regra de conectividade usual das fungbes ¢, definidas no dominio natural do
elemento. No dominio fisico do problema as funcbes da PU sdo denominadas por

¢(s), seZ, i=1..N,sendo N o nimero de nos ativos. Nas Figura 16 (a)-(b) sd0 mostradas

as fungBes ¢ (s)eCy(Z)e ¢ (s)eCq (Z)para se[0,4], i=1,2,3.
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Figura 16 - Fungdo peso W, e C; (Z), definidaem [-1,1]; b) fungdo peso W, € C; (Z)
definida no dominio natural do elemento [-1,1]

1 1

08 08t
06 ¢ ¢, 06}
= =
04 04
0.2 0.2t
0 0
0 1 2 3 4
5
(a)

Fonte: Préprio Autor

Numa generalizagio o0 conjunto de funcbes pode ser obtido para

¢(s)eCq(Z), k=0,2,4,...., utilizando as fungBes peso com regularidades correspondentes.

4.1.3. Construcdo do espaco de aproximacao

O método de elementos finitos generalizados provém das metodologias que constroem
0 espaco de aproximacao por enriquecimento das particdes de unidade. Nesta abordagem sera
considerado o enriquecimento explicito das fungbes da PU por funcdes de aproximacéo,
definidas no mesmo dominio local. As funcdes de aproximacdo podem ser bases polinomiais
ou autofungGes da solugdo quando conhecidas. Entre as potencialidades desta metodologia

quando a funcdo da PU tiver suporte compacto sobre o dominio do elemento se tem:

a) Cardinalidade limitada e fixa, ou seja, a cobertura sobre cada ponto do dominio é fixo
e depende da malha utilizada;

b) Possibilidade de impor condic¢des de contorno essenciais de forma direta;

c) Refinos h, p e hp adaptativos em alguns aspectos mais simples do que em elementos
finitos convencionais. Isto se deve a que as fungdes de aproximacgdo local sdo
construidas de tal foram que garantem o suporte compacto;

d) Possibilidade de introduzir no espaco de aproximacdo modos que fazem parte da

solucéo do problema de valores no contorno em questéo.
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A construcdo do espago de aproximacdo global, com as caracteristicas citadas acima,

tem seu formalismo matematico apresentado a seguir.

4.1.4. Espacos de aproximacao locais

Seja {%}::1 uma particdo de unidade do tipo Lipschitz, subordinada a uma cobertura

aberta {a)a }::1 define-se o espaco de aproximacdo global, a partir de espacos de aproximacéo
local, pela Eq. (117). Na Eq. (117) Q, é o conjunto de fungdes de enriquecimento local, ¢, é a

funcdo da particdo de unidade associada a n6 ativo « e @, é o suporte sobre o qual esta

definido o espaco de aproximacao local.
N

Q=2 4.0, (117)
a=1

A convergéncia pode ser atingida por refino h, p e hp ou pela construcdo de espagos
locais enriquecidos pela inclusdo de autofungbes do problema de valores no contorno nos

conjuntos Q, . O espaco global Q construido desta forma herda as propriedades de aproximagédo
e de suavidade dos espagos locais Q, . Esta afirmagéo é assegurada pelo teorema apresentado

em Melenk e Babuska (1996) que sera descrito a seguir.

Teorema 3.2: Seja QeR", com n=123, um dominio aberto e limitado. Seja
{6,)" . ¢, e H'(@,)uma partigio de unidade subordinada & cobertura {@, )", de forma que

QcU),,. Seja ue H'(Z)uma fungéo a ser aproximada de forma que em cada suporte

@, NQ u pode ser aproximada localmente por uma fungéo u, € Q_tal que:

Ju- ud”Lz(waﬂQ) <é&(a) (118)

[V(u-u,)

L (w,NQ) < & (a) (119)

Desta forma a funcéo de aproximacao:
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u h:i@uachHl(z) (120)

Sendo assim se tem a seguinte estimativa global:

o=l = IC. 3267 @) (21

b SYM (i(C—G)J & (@)+Cle; (a)J (122)

O teorema supracitado fundamenta as versdes h e p das estimativas a priori do erro em
norma L*(Z), dos espagos com as caracteristicas citadas.
No MEFG as caracteristicas de convergéncia p do espago de aproximacao € assegurada

pelos conjuntos Q, . A seguir € mostrada a técnica de construcéo do espaco de aproximacéo

global definidos aqui como espagos span {ﬁ,p}

4.1.5. Espacos de aproximacao global sob o dominio do arco

Neste trabalho os espacos de aproximacao construidos em dominios definidos por
superficies de revolugdo com curvatura ndao nula seguem a metodologia apresentada em Garcia
et al. (2009). Neste caso as funcdes de enriquecimento séo definidas no dominio do arco sendo

as abscissas referenciadas a um sistema de coordenadas locais centrado em cada suporte @,

conforme Figura 14.

Nesta monografia o conjunto de funcdes de aproximacédo global denominado de

sera particularizada para dominios unidimensionais que é o caso do modelo da formulacao
semi-analitica proposto para este trabalho € indicada na Eq. (92). Para 0 modelo em questéo o
espaco de aproximacao global indicado na Eg. (101)-(103) pode ser descrito como:

Q =span{A/} (123)
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Onde:
pr:{{¢aQ;}: 1<as< N} (124)

Na Eq. (124), Q”, descrito na Eqg. (125) representa o conjunto de funcdes locais

associadas ao suporte « correspondentes a uma base polinomial de ordem p.
Q) ={L(5): 0<i<p,i20,p=0}. (125)

Na Eg. (125) o conjunto de fungdes QP é gerado pela base polinomial L;(5)e tem

dimensédo dim(span {Qj}) = p+1. Se os espacos de aproximacdo global forem obtidos a partir
de bases polinomiais tem a propriedade de P — Q onde P é o conjunto dos polindmios de grau
g < p(ver: Teorema 3.4). As fungbes L, (§) e 0 suas derivadas sdo definidas no dominio

normalizado correspondente a cada suporte @, e mapeados para o dominio do arco conforme

definido nas equacdes (126) e (127):

L (s)=L(5) (126)
(L) = (L (S) (127)

Em (125) e (126) os termos do lado direito das equagdes sdo calculados no dominio @,

», ={s eR:[5]<1 (128)
S-S
§=——=. 129
sy (129)
Onde:

h, =[S0 = Su] (130)
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Na Eq. (129), h, e a dimenséo do suporte o, .
O espaco de aproximagéo global obtido por esta metodologia satisfaz a propriedade que

Q cspan {fN"} que é fundamentada nos seguintes teoremas:

Teorema 3.3: Seja 0 conjunto {¢a}::1 constituido por fungdes linearmente independentes

a

formando uma particdo de unidade subordinada a cobertura aberta {a) }:Zlde forma que
Qc UY_, @, . Se o conjunto de funcdes de enriquecimento definido na Eq. (123) é linearmente

independente de {¢a}::1, entdo o conjunto %" é linearmente independente.

Teorema 3.4: L, €Q,para 0<r<p.

As provas dos teoremas (3.3) e (3.4) sdo encontradas em Duarte et al. (1996).

Uma das caracteristicas deste método é a construgdo das fun¢des de enriquecimento no
dominio real do problema fisico. Para o caso de dominios curvos como ocorre em cascas de
revolucdo a construcdo das funcbes sobre o dominio do arco é obtida por uma dupla

parametrizacdo como sera mostrada a seguir.
4.2.SISTEMATICA DA PARAMETRIZACAO GLOBAL DO DOMINIO

A ideia e que os enriquecimentos nodais sejam construidos sobre o dominio paramétrico
global em coordenadas de arco. Neste sentido a técnica envolve um mapeamento entre o
dominio natural do elemento, onde estdo definidas as funcbes parti¢cdo de unidade e o0 dominio
paramétrico global do problema. As relagGes de mapeamento séo estabelecidas entre pontos da
curva, que definem o dominio paramétrico global do problema e o elemento unidimensional
(linear, quadrético, cubico etc.). A seguir sdo mostrados a ideia basica do método e um roteiro
para a construgdo das fungdes de aproximacao local para um problema om dominio definido

sobre um arco de circunferéncia.
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Figura 17 - FungGes mapeamento ' (77):Q, —»s e C(s):X — R?®
Z

C(s)

X(r,z,6) Sivt Si-1/ Si Si+1

=~

Fonte: Préprio Autor

Seja C(s):= — R*uma fungdo que a partir de um dominio paramétrico define a curva

em R® como a indicada na Figura 17. Sendo C(s),com seX e T= {s eR/s,<s<s; } , uma

curva suave com a fungéo vetor normal definida em todos os pontos da mesma. Esta funcao
chamada de mapeamento da curva relaciona cada coordenada s € X com pontos X (r,z)eR®
conforme Figura 17. A segunda funcdo mapeamento, utilizada neste procedimento, estabelece

uma relacdo discreta entre pontos de um elemento padrdo unidimensional (linear, quadrético,

cubico etc.) e os pontos de um elemento do dominio paramétrico X . A relacdo é dita discreta a

funcdo C(n7):Q, »>se{seR/s_ <s<s

i+l

} , Mmapeia para um subdominio de X
correspondente ao elemento definido pela malha.
A funcdo C(s)define a curva no dominio do problema fisico.

A construcéo do espaco de aproximacao local é feita sobre o dominio paramétrico global
> A seguir sera apresentado um roteiro para a construgdo de dos espacos de aproximacao local

sobre o dominio do arco.



65

Figura 18 - a) Particio de unidade ¢ € C*(Z); b) PU enriquecida com fungo linear ¢5
¢) PU enriquecida com fungdo quadrética

e

(c) s (e)

Fonte: Préprio Autor

Para facilitar a compreenséo propde-se construir o espaco local associado a nuvem «

da Figura 18, obedecendo a seguinte sequéncia de operacdes:

a) Normalizar a coordenada s € X~ com relacdo ao sistema local da nuvem « de forma que:

S-S
« 131
- (131)

a

S =

Na Eq. (131) h, é maior das distancias entre |s,, =S| € [S,..—S,|, e § é a coordenada

normalizada com relacdo a este raio de forma a satisfazer (126).

b) Construcdo da base de enriquecimento local correspondente a nuvem « :

(L)} ={15.5%)={L(s),L,(s),Ls(s5)} (132)
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{d';(’jf)} ={0,1,25} (133)

¢) Construcdo do espago de aproximacao local por produto da particdo de unidade:
i)}, ={4.(n).8,(n)5.4,(n)5°}, 1=1..3 (134)

O conjunto de funcdes definido em (134) é representado nas Figura 18, (a), (b) e (c) no
dominio paramétrico e (d) e (e) no dominio fisico do problema.

Como as fungdes da PU s&o definidas no dominio natural do elemento a derivada dos
produtos indicados na Eq. (135) é determinada no dominio natural do elemento, portanto:

o, _dl, o5 oo a3
dp ds dsdp
ds 1 - <
Na Eq. (135) P = P desta forma pode-se redefinir a equacao (136) como:
di, di 1 ds
s Al Wil 136
dn ds h, dzy (136)

Com as derivadas das fun¢des de enriquecimento, definidas no dominio natural do
elemento, o produto pela particdo de unidade € feito de forma usual, para cada funcdo, como
indicado na Eq. (134). Generalizando este procedimento para cada nuvem obtém-se o conjunto

de aproximagdo global definido na Eq. (124).
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5. ESPACOS DE APROXIMACAO NAO CONVENCIONAIS

Dentre os espacos de aproximacgdo construidos com técnicas alternativas seréo
comentados neste capitulo as familias de Hermite generalizadas ou denominados de H-FEM
(ver: Mazzochi, Rossi e Suarez (2014)) e o método FEM B-Spline (Burla (2008)).

5.1.ESPACOS DE APROXIMACAO SEGUNDO O H-FEM

O espaco de aproximacdo comentado nesta secdo é obtido a partir dos Métodos de
Particdo de Unidade (MPU), onde a PU é obtida a partir de funcdes polinomiais com

regularidade C(‘j (Z) k=12,3,....0, contudo as funcdes de enriquecimento (ou fun¢des de

completude do espaco de aproximacéo), ndo sdo obtidas por produto com as fungdes da PU e
sim através de condi¢cBes de continuidade inter-elementos. A constru¢cdo do espaco de
aproximacdo comentado nesta se¢do seguird o enfoque utilizado em Mazzochi, Rossi e Suarez
(2014). No trabalho supracitado o autor constroi as funcdes da PU é as funcbes de
enriguecimento no dominio natural do elemento a partir de condi¢des de continuidade para as
funcbes e suas derivadas nas fronteiras dos elementos. Para espacos de aproximacgéo
unidimensionais esta metodologia apresenta as seguintes potencialidades:

a) Capacidade de construir espacos interpolados com a regularidade supracitada visto
o - - ) d Kk s & d K S €11
que a continuidade das derivadas inter-elementos € # = # =0
ds S=Sin ds S=Si1
L L des)t _die(s)[ .
, para as funcdes de interpolacgéo e " = v =1 para as funcdes
ds S=Sj41 ds S=Sj.1
de completude do espaco de aproximacao;
b) Matriz de rigidez sem problemas graves de condicionamento com o incremento da

ordem polinomial contrariamente do que ocorre na matriz de rigidez de espagos
construidos segundo o GFEM,;

C) Possibilidade de enriquecimento local das func¢bes que constituem a PU do espaco
de aproximacdo com funcdes da solugdo analitica do problema em questéo;

d) Melhora significativa com relagdo ao FEM convencional na abordagem de

problemas de autovalores/autovetores no que diz respeito ao aumento de preciséo
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na obtencgéo de frequéncias relativamente altas (acima de dez por cento dos modos

aproximados numericamente pelo sistema linear).

Como pontos negativos da aplicacdo destas funcGes na construcdo de espacos de
aproximagéo unidimensional podem ser citados:

a) A ordem polinomial das fungdes de aproximacao para um campo com regularidade

Ce (Z) é dada por p = 2"k +1, portanto elevada, implicando diretamente no custo

de integracdo numérica elevado;

b) A partir de k > 2 as fun¢des da particdo de unidade comecam a apresentar um plat6
que fica mais pronunciado a medida que o valor de k é incrementado. Este fato tem
como consequéncia a diminuicdo da capacidade de o espaco de aproximacdo
representar os modos de flex&o tendo, portanto, consequéncia direta no aumento de
rigidez destes modos.

A seguir sera abordado de forma sucinta o roteiro para obter as fun¢des de interpolacéo

para espacgos de aproximacao em 1D. A construcdo do espaco de aproximacdo é feita de forma
separada para as funcdes da PU e para as fun¢des de completude do espaco de aproximacao no

dominio natural do elemento como serd mostrado a seguir.
5.1.1. Funcdes da PU

As funcles de particdo de unidade sdo obtidas no dominio natural do elemento
Q, =-1<£<1. Os elementos construidos com estas fungdes nédo sdo isoparameétricos, ou seja,
a funcdo que mapeia a geometria, neste caso, serd feita por polinémios de interpolacdo de
Lagrange.

A seguir serdo determinadas as funcdes ¢, (¢) sobre o dominio natural do elemento
utilizado para construir a PU no dominio fisico definido na variavel de arco seX. Para 0s
espacos unidimensionais abordados neste trabalho a ordem polinomial das func¢des supracitadas

necesséria para obter espacos com regularidade Cg (Z), k=1,2,3 é obtida pela Eq. (137).

p=2"k+1 (137)
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Na Eq. (137), p é a ordem polinomial, n,. é a ordem da dimensdo do espaco de
aproximagdo neste caso € adotado n,. =1, e k a regularidade das fungdes da PU no dominio

fisico global. As ordens polinomiais necessarias para construir as PU com regularidades

supracitadas sdo mostradas na Tabelal.

Tabela 1 - Ordem Polinomial e Regularidade
P

WN P |X

3
5
7

A partir das ordens polinomiais as funcGes as funcdes ¢, (5) | =1,2 sdo obtidas a

partir do polinémio genérico definido na Eq. (138) (Gilat e Subramaniam (2008)).
#(&)=acl+a, L' +...+as+a, (138)

Na Eg. (138), p € a ordem polinomial em cada situacdo neste caso se tem

p e@={3,5,7}.
As condicgdes de continuidade inter-elementos para obter as funcdes sdo definidas na

Tabela 2 como segue:

Tabela 2 - Condicdes de Continuidade Inter-elementos da Funcéo 4,
df,

o | j=0 0<j<k
J=1 1 0
J =1 0 0
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Figura 19 - a) fungdes a,c,f definidas em [-1,1] correspondem as fungdes das PU’s com
regularidade C;(X),C¢(Z)e Cq () respectivamente; b) as fungdes b,d,g definidas no

dominio [-1,1] sdo fungdes de completude dos espagos com regularidade C;(Z), C; (Z)e
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A formulacéo explicita das funcBes construidas segundo as exigéncias de continuidade
inter-elementos descritas na Tabelal sdo mostradas na Figura 19 (a)-(c)-(f) e definidas como

segue:

a) FungBes definidas no dominio natural do elemento com regularidade C; (%)
¢l(§)=%(1—§)2(2+§) (139)
@(5):%(1—5)%2@) (140)

b) Fungdes definidas no dominio natural do elemento com regularidade C; (E) :

1
#(¢)=15(1-¢) (3" +95 +8) (141)
1
#,(¢) =5 (1+6) (36" -9¢ +8) (142
c) Funcdes definidas no dominio natural do elemento com regularidade C; (Z):
) (f) =0,1562&7 —0,65628° +1,0937£% —1,0937£ +0.5 (143)
¢,(£)=—-0,1562¢7 +0,6562£° —1,0937&° +1,0937£ +0,5 (144)

As fungdes de completude para 0s espagos supracitados garantem, juntamente com as
funcbes da PU, sequéncias que convergem para o espaco da solucdo forte do problema.
O namero de funcdes de completude definidas no dominio natural do elemento depende

da regularidade sendo que para um espaco do tipo C(')‘ (Z) se tem o0 conjunto {UJ (5)}321 para
as fungdes de completude definidas no dominio natural do elemento.
As fungBes v, (&) sdo obtidas a partir do polinémio genérico definido na Eq. (145) onde
=2k+1
as constantes {biJ }ip:O sdo determinadas a partir das exigéncias de continuidade inter-

elementos estabelecidas na Tabela 3
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0, (E)=byEP +by (EP . +0)E+b, J=1..,2k (145)

Tabela 3 - Condicdes de continuidade inter-elementos para determinar os coeficientes b’ do
polindbmio definido na Eq. (145)

do do d o d*o

-1 1 (-1 J (1 J (— J

1 0 0 1 0 0 0
2 0 0 0 1 0 0
2k -1 0 0 0 0 1 0
2k 0 0 0 0 0 1

A formulacdo explicita das funcdes de completude sdo definidas em funcdo de a

regularidade a seguir:

a) Fungdes com regularidade C; (), v, (£)=1,..,,2;

v (&)= %(§+1)(§—1)2 (146)

v, (&)= %(5_1)(9@1)2 (147)

b) Fungdes com regularidade C; (2), v, (£) J =1,...,4;

0(§) = (§-1) (¢ +1)(¢*+7¢-5) (148)
0,(8) =~ (6-1)(E +1)(¢*-7¢-5) (149)
0,(§) == (-1 (¢ +1) (&7 +£-1) (150)
0,(8) =2 (6~ (E+D) (¢ -£-1) (15)

c)  Fungdes com regularidade C; (), v, (&) J =1,..,6.
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21 s 5 ., 3 . 15, 19 11
e i e e 152
32 d 32 d 32 d 32 d 32 d 32 (152)

v, (£)=0,15625£7 +0,03125£°-0,65625&° — 0,15625&¢ +1,093758°

5 . 1.
0 (&)= ¢ 56

+0,468750&2 —0,59375¢& —0,34375 (159
v, (£)=0,0625¢£" —0,03125&° - 0,25&° +0,15625&£* +0,3125£° (154)
-0,21875&£% —0,125& +0,09375

v, (£) =-0,0625¢&" —0,03125&° +0,25&° +0,15625&* (155)
—0,3125¢£° —0,21875&7% +0,125£+0,09375

vs (£)=0,0104167¢&7 —0,0104167£° —0,03125¢&° +0,03125&* (156)
+0,03125£° —0,03125£% —0,0104167£+0,0104167

U5 (£) =0,0104167&7+0,0104167£° —0,03125&° —0,03125& (157)

+0,03125£°+0,03125&£% —0,0104167& —0,0104167

As fungbes da PU e as fungdes de enriquecimento no dominio fisico do problema séo
obtidas a partir de mapeamento das fun¢fes no dominio natural do elemento com funcgdes de
interpolacdo Lagrangeanas. A ordem das funcdes de interpolacdo Lagrangeanas utilizadas para
0 mapeamento devem ser tais que minimizem o erro entre o dominio fisico aproximado por
CAD e a geometria interpolada pelo elemento.

Neste trabalho séo utilizadas seguintes funcGes de interpolacéo dependendo do tipo de

curva geratriz da superficie de revolucao.
a) A curva geratriz € um segmento que gera superficies cilindricas, superficies tronco-

conicas e placas circulares. Neste caso sdo utilizadas fungdes de Lagrangeanas de

interpolacdo linear;

r(&)=2 N (¢ (158)

2(&)=2Ni(6)a (159)

Nas equagoes (158) e (159) as funcdes de interpolacdo N, (5 ) séo fungdes Lagrangeanas

de interpolacdo linear definidas pelas equacdes (160) e (161).
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1
N,(§)=50-¢) (160)
1
N, (§)=5(1+¢) (161)
b) Curvas de revolucéo definida por parabolas como o paraboloide e o hiperboloide de

revolucdo séo interpoladas por polinomiais Lagrangeanas quadraticas. Nestes casos
0 mapeamento é exato e é definido pelas equacdes (162) e (163);

r(&)=2 Ni(&)r (162)

2(£)=2Ni(é) (163)

As fungdes N, (5) sdo as funcdes de interpolacdo quadraticas definidas pelas Eq. (164)-

(166).

N, (§)=2&(¢-1) (164)

N,(&)=1-¢&2 (165)

N3(§)=%§(§+1) (166)
C) Curvas de revolugéo definidas por arcos de circunferéncias sao meadas exatamente

pelas fungoes:
r(¢)=Reos[0(¢)] (167)
z(£)=Rsen[0(¢)] (168)

Nas equagdes (167) e (168), Ré o radio do arco de circunferéncia e H(cf)é 0 arco

mapeado com funcdes de interpolacéo lineares definido pela Eq. (169):
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0(£)=2Ni(£)8 (169)

As funcdes particdo e unidade com regularidade cg (Z) k=1,2,3 definida sobre o

intervalo ScX, S= [0, 4], sdo mostradas no dominio fisico na Figura 20.

Figura 20 - Fungdes de parti¢do da unidade definidas no intervalo s [O, 4] com

Regularidades: C;(Z),C¢(Z) e Cs (2)
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Fonte: Préprio Autor

O ultimo método que sera comentado neste documento trata sobre a utilizagdo do
método FEM-B-Spline para obter espacos unidimensionais de aproximacao de alta regularidade
no dominio fisico do problema.

5.2.UNIFORM FEM B-SPLINE EM 1D

Neste método os espagos de aproximagao séo construidos a partir de fungdes B-Splines
definidas sobre um grid unidimensional com distribuicdo uniforme dos nés. As funcGes
utilizadas neste trabalho foram previamente utilizadas por Burla (2008) e tem as seguintes

caracteristicas:
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a) As fungdes B-Spline constituem uma PU construida a partir de funcbes periddicas
sobre o dominio global X;

b) O espago gerado pelas fungdes B-Spline ndo possui a propriedade delta de
Kronecker com relacdo as fronteiras de Dirichlet;

C) O grid nem sempre coincide com a geometria do problema mesmo em espacos de

aproximacéo unidimensional.

Os espagos de aproximacgéo global sdo do tipo Cg(E), k=p-1, onde pé aordem

polinomial das funcGes de aproximacdo e ka ordem de regularidade do espago obtido no

dominio global.
5.2.1. Construcéo da base de func¢des B-Spline em 1D

A construcdo da base de fungdes B-Spline é levada a cabo sobre um grid definido num

dominio paramétrico com p-+1 nos igualmente espacados onde 0s nds extremos tém

. +1 +1 , . .
coordenadas paramétricas I, = _pT er = pT . Para cada no do grid se tem uma funcao

da base associada porem os valores mapeados para o dominio fisico sdo os valores das funcBes
da PU no intervalo —1<r <1.
A construcdo das funcdes B-Spline definidas sobre um grid uniforme (de nés igualmente

espacados) sao fungdes polinomiais definidas pela Eq. (170).
p :
g (r)=> ayr (170)
j=0
Os coeficientes ¢;; sdo determinadas a partir dos critérios de continuidade inter-

elementos que se quer da fungdo aproximada f, (r) obtida por combinacéo linear das funcoes

da base definida pela Eq. (171).

i=0 \_j=0

(-3 Sar o an
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Para as funcOes de ordem p se quer uma continuidade inter-elementos do tipo C p‘1(2)

sendo esta condicdo garantida pela continuidade da derivada entre os elementos do grid e e

e-+1 como indicado na Eq. (172).

o"f, .\ O"f
:(1)=

1 (-1), m=042,..., p-1 172
o (=2), m p (172)

or™

A continuidade da funcdo entre os elementos para a fungéo representada é obtida para a

primeira equagéo correspondente a m=0 definida por f,(1)= f_,(~1). A formulagéo explicita

da Eq. (172) é descrita pela Eq. (173).

DI I D S SR T

QL j-m _
—(Z( el Ju =0 (173)

Na Eq. (173), as constantes u,, i=0..2,...., p+1, sdo arbitrarias, portanto para que a
Eq. (173) seja nula cada um dos trés termos entre parénteses deve-se anular. A partir desta
consideracéo os valores de {aij }f’ﬁl para cada valor de m=0,2,..., p—1 sdo obtidos p(p+2),
equacOes linearmente independentes porem resultando numa matriz retangular e um sistema

homogéneo. Uma forma de obter o sistema com solucgdo Unica e a matriz quadrada consiste em

adicionar ao sistema linear supracitado a propriedade de parti¢do de unidade das funcdes onde:

_Zplﬁ(r)=_zp:(zplaur"j=l (174)

Desta forma se obtém o sistema linear com matriz quadrada com dimensédo
dim =(p +1)°.
Através das equacOes (173) e (174) se obtém em funcdo da ordem polinomial p as

funcdes de aproximacdo definidas no dominio paramétrico do grid e com regularidade no
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dominio fisico do problema de Cp‘l(z). A descricdo explicita das funcdes de aproximacéo

uniforme B-Spline com ordens de p =2,3,4,5, sdo discriminadas nos itens a-d como segue.

a) Funcdes quadréaticas com regularidade cl(z) definidas no intervalo paramétrico do

grid, —g <r< g e mostradas na Figura 21 a.

¢l(r)=%(1—2r+r2) (175)
¢2(r)=%(6—2r2) (176)
¢3(r):%(l+2r+r2) (177)

b) Fungdes cubicas com regularidade C?(Z)definidas no intervalo paramétrico do grid

—2<r <2 emostradas na Figura 21 b.

1
¢1(r):4—8(1—3r+3r2—r3) (178)
¢2(r):%(23—15r+3r2+3r3) (179)
¢3(r)=i(23+15r—3r2—3r3) (180)

48

1
¢4(r)=4—8(23+15r+3r2+3r3) (181)
C) Fungdes de ordem p=4 com regularidade C*(Z)definidas no intervalo

paramétrico do grid —gs r< g mostradas na Figura 21 c.

h(r)= s (r+) (182)
¢2(r)=37i8[(3+ r)4—5(r +14)J (183)
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Els[(r+5)4—5(r+3)4+10(r+l)4} (184)
3%8[(“3)4 -5(1-r)'] (185)
1 4

L) (186)

FuncBes de ordem p=5 com regularidade C*(X)definidas no intervalo

paramétrico do grid —3<r <3 e mostradas na Figura 21 d.

1

%(1— r)5 (187)
ﬁ:(s—r)s—a(l—r)s} (188)
%40:(54)5—6(3—r)5+15(1—r)5} (189)
Klzm:(‘% r)° +6(3+r1) +15(1+ r)ﬂ (190)
ﬁ:(sﬂ)s_e(mf] (191)

1 5
M(l-'_ r) (192)



80

Figura 21 - Fungbes Uniformes B-Spline (a) funcdo uniforme B-Spline de ordem p=2 no
dominio paramétrico do grid; (b) funcdo uniforme B-Spline de ordem p=3 definida no
dominio paramétrico do grid; (c) fungdo uniforme B-Spline de ordem p=3 no dominio
paramétrico do grid; (d) funcdo uniforme B-Spline de ordem p=4 definida no dominio

paramétrico do grid.
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Fonte: Préprio Autor

Como pode ser observado nas Figura 21 (a) e (d) a regido representada graficamente
estd no intervalo de —1<r <1 ou seja o intervalo onde os valores das funcdes e seus gradientes
serdo mapeadas para o dominio natural do elemento. Por outro lado, fica claro atraves das
Figura 20 (b) e (d) que os nés do grid no dominio paramétrico nem sempre coincidem com 0s
nos do elemento, cujo dominio natural é realizado a integracdo numérica. Este fato torna
evidente a consideracdo de algumas regras de mapeamento entre 0 dominio paramétrico do grid

e 0 dominio natural do elemento que serdo comentadas a seguir.
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a) Mapeamento de fun¢des de ordem impar:
Quando as funges do grid definido no dominio paramétrico do grid tém ordem impar
ha intervalos entre nos do grid definidos por —1<r <1 (ver Figura 21(b) e (d))- Neste caso o

mapeamento para o dominio fisico e 0 mapeamento Lagrangeano usual utilizado no MEF.

Deve-se ressaltar, entretanto que o que esté sendo feito € um duplo mapeamento definidos por:
LL(w) > @,)— s (193)

Na Eq. (193) o, € o dominio paramétrico do grid e @, € o dominio natural do elemento

definido no intervalo —1<£<1. Para o caso de fungbes de ordem impar L=1ou seja a
transformacéo € a identidade, & =r. O mapeamento L(a)é)—> S, para s e X élevado a cabo por

interpolacdo Lagrangeana como indicado na Eq. (194).
s(&)=2 Ni(&)s (194)

Onde as fungdes Ni(f) séo definidas pelo produto de Lagrangeano, como indicado na

Eq. (195).

wie=1E4) @99

b) Mapeamento de func¢des de ordem par:

Para funcdes B-Spline de ordem par as coordenadas dos nds do grid ndo coincidem com

o intervalo —1<r <1, ou seja, ndo se tem nds com coordenadas paramétricas r=-1¢e r=1
(ver Figura 20 (a) e (c)). Neste caso a transformacao E(aor )— o, € definida por uma translagao
do sistema de coordenadas definida neste caso por £ =r+1,se -1<r<0e &=r-1, 0<r<1

. O mapeamento definido pela transformacéo L(a)g)—> s é Lagraneano conforme Eq. (194).
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6. DISCRETIZACAO DO PROBLEMA

A montagem da matriz de rigidez da matriz de massa e do vetor de cargas consistentes
€ mostrada através de um exemplo, constituido por um trecho de casca de revolucao
representado sobre o plano de simetria radial indicadas na Figura 22.

O problema discretizado seré abordado para os espacos de aproximacao obtidos segundo
0 GFEM o H-FEM e o0 FEM B-Spline.

Figura 22 - Segdo da casca sob forca distribuida p atuando na face 0Q, .

P2l (a) (b)

Fonte: Proprio Autor

6.1.PROBLEMA DISCRETIZADO SEGUNDO MEFG

Para efeitos didaticos, serdo descritas as fun¢Ges globais do espaco de aproximacao
correspondentes a nuvem « do elemento Q. da Figura 22. Neste exemplo os espagos de
aproximacdo local serdo construidos por enriquecimento com funcgdes polinomiais de ordem
p=2 homogéneo conforme descrito pela Eq. (134). A montagem da matriz de rigidez sera feita
para o ponto X, €2, e o vetor de cargas consistentes para o ponto de integragdo X, € 0Q,
ambos cobertos pelas nuvens a e a+1. A equagdo cinematica para modelo de primeira ordem
¢ obtida a partir da Eq. (72) levando em consideragdo que se tem mais de uma funcgéo

aproximando cada grau de liberdade. Sendo assim a matriz N, de Eq. (72) e o vetor de
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parametros de deslocamento descrito na Eq. (71) sdo redefinidos para o0s espagos de

aproximagcéo obtidos segundo MEFG pelas equacGes (196) e (197)

~wi(n) 0 t//jk(n)%kCVEk
N, = (196)

[Py
0 wiln) vi(n)5ev
Ul={~ v w ¢l -}, k=aa+lj=L.,p (197)

A partir destas observacgdes o0s passos seguintes para obter K,, M, e F, séo idénticos aos
descritos no capitulo dois, deste trabalho, utilizando elementos finitos convencionais descritos

nas equacdes (91) a (93).
6.2.PROBLEMA DISCRETIZADO UTILIZANDO O H-FEM

O problema discreto construido com os espacos de aproximacao segundo H-FEM sera
realizado para o elemento definido entre os nés ae a+1 da Figura 21. O espaco de
aproximacdo no elemento neste exemplo sera construido com fungdes de Hermite com ordem
polinomial p =5 definidas nas Eq. (141) e (142) para as fungdes da PU e as Eq. (148) a (151)
para funcdes de enriquecimento. Desta forma a matriz de fungdes de forma e o vetor parametros

de deslocamento correspondentes ao elemento sdo descritos nas equacées (198) e (199).

t t
g(n) O ﬂk(n)zkévzkr Film) 0 9jk+i(f7)5k§V2k

N,, = : : (198)
0 ¢(n) ﬂk(n)EkCVEz 0 9(n) 191-k+i(77)5k§vzzk

Ul ={v w o v Wy o) k=aa+l i j=12 (199)

A partir das equacdes (198) e (199) a determinacdo das matrizes de rigidez, massa
consistente e o vetor de forgas consistentes sdo definidos de forma idéntica & comentada na

subsecdo anterior, ou seja, de forma idéntica ao FEM convencional.
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6.3.PROBLEMA DISCRETIZADO UTILIZANDO O UNIFORM FEM B-SPLINE

A abordagem da sistematica que utiliza o FEM B-Spline para construir os espacos de
aproximacéo local no suporte do elemento é similar ao FEM quando séo utilizadas funcGes de
interpolacéo de Lagrange. Entretanto ao contrario do que no FEM convencional as fungfes B-
Spline séo definidas sobre um grid uniforme que ndo esta necessariamente ajustado as fronteiras
do dominio do problema fisico e as funcdes de a aproximacédo nédo tem a propriedade delta de
Kronecker. Uma consequéncia decorrente deste fato é que os nés, da malha suporte de
integracdo numérica, ndo coincidem necessariamente com os nos do grid fato que ocorre
quando a ordem das funcGes B-Spline é par. Para contornar este problema pode-se forcar a
condicdo de contorno essencial na fronteira de Drichlet utilizando: multiplicadores de
Lagrange, método de penalidade por barreiras ou fungdes de fronteira como foi apresentado em

Burla (2008). Por este motivo a tematica serd abordada sobre dois aspectos:
a) Formulacdo do problema para um elemento do dominio:

Na formulacdo do problema para o elemento do dominio é determinada a matriz de
funcbes de forma e o vetor de parametros de deslocamento. As matrizes de rigidez, massa
consistente e o vetor de forgas consistentes para este elemento sdo obtidos de forma similar ao
FEM convencional sendo descritas pelas equacgdes (91) a (93).

A matriz de funcdes de forma e o vetor de parametros de deslocamentos correspondentes

a um elemento do dominio séo descritas pelas equacdes (200) e (201).

N, = o | (200)

Ul={~ v w ¢ -, k=aa+li=1.,p+1 (201)
~ . . p+1
Na Eqg. (199), para as funcdes com ordem impar para cada valor de k, i=1, S
para os indices pares se tem para cada valorde k, i=1,..., p+1, este fato se deve a que as

funcgdes de ordens pares sdo validas para os intervalos —1<r<0e 0<r <1. A partir das
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equagdes (200) e (201) sdo determinadas as matrizes K,, M, e o vetor de forgas consistentes

F, de forma idéntica a descrita nas equagdes (91) a (93).

b) Formulacéo para o elemento sobre a fronteira de Dirichlet

Como foi citado anteriormente as fungdes de forma B-Spline ndo possuem a propriedade
delta de Kronecker sendo assim as condic¢des de contorno essenciais neste trabalho séo impostas
por meio de penalidades externas por barreiras. A formulacdo discretizada para incorporar a

penalidade no elemento de fronteira e definida na Eq. (202) como segue.

Ky = [ ANJN dox (202)

o
[

Na Eq. (202) A€ o fator de penalidade e N, € a matriz de fungGes de forma que

contempla a penalidade definida por:

e S, (r) 0 s(pqﬁ,k(r)%kgv;k
N _ = (203)

0 s (r) SM"(r)%“gvzzk

Na Eg. (203) S,, S, e S,, tem valor 1 quando os graus de liberdade v, w e ¢ sdo

prescritos e zero quando ndo sdo prescritos.

Nas fronteiras onde ha necessidade de impor as condi¢des de contorno de forma fraca a
parcela da rigidez correspondente a penalizagao € composta de duas matrizes: uma e adicionada
a matriz de rigidez global descrita pela Eq. (204) e segunda descrita pela Eg. (205) é adicionada
ao vetor global de forcas consistentes.

Kep= [ ANJ N, dox (204)

Zep

F,= | ANJN,doz0 (205)

oZp,
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Na Eq. (205) U € o vetor de parametros de deslocamentos prescritos na fronteira de
Dirichlet associados as funcbes B-Spline que tem valores ndo nulos sobre esta fronteira. Um

exemplo desta consideracdo é mostrado na Figura 23.

Figura 23 - FuncGes B-Spline de aproximacao global de ordem p =2. Fronteira de Dirichlet
na cota s =0.50nde as funcdes ¢,, 4,€ ¢, apresentam valores ndo nulos no nd 1 do elemento
Ql

0.8 T
; @ 0s do elemento
i © nds do grid

06

Fronteira de Dirichlet \051

G 04F

03
02

01

NG

Fonte: Préprio Autor

No exemplo mostrado na Figura 23 as funcdes globais ¢, ¢, e ¢,tem valores ndo
nulos no no do elemento Q, onde sdo prescritas as condigdes de contorno de essenciais e 0
vetor U é descrito pela Eq. (206) como segue.

U'={- v W g - i=123 (206)
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7. RESULTADOS NUMERICOS

7.1.INTRODUCAO

O capitulo de resultados numéricos seré abordado através da discuss@o de quatro estudos

de caso que sejam:

a)

b)

Estudo dos efeitos de travamento devido a cisalhamento sobre a primeira frequéncia
natural em placas circulares;

Anélise dos efeitos da regularidade dos espagos de aproximacdo obtidos segundo
MEFG, H-FEM e FEM B-Spline na convergéncia para uma frequéncia alvo
especifica;

Estudo do erro relativo das frequéncias naturais com relagdo a uma solucdo de
referéncia para um intervalo definido por 50% dos primeiros modos aproximados
numericamente;

Estudo de convergéncia de autovalores para verificacdo da influéncia da
regularidade dos espacos de aproximacéo globais;

Estudo dos efeitos de vibracdo forcada produzido por forgas impulsivas aplicadas

no plano de simetria radial em cascas de revolucéo cilindricas e esféricas.

7.2.RESULTADOS OBTIDOS PARA OS EFEITOS DE TRAVAMENTO POR
CISALHAMENTO NA PRIMEIRA FREQUENCIA NATURAL DE UMA PLACA
CIRCULAR

O estudo do efeito de travamento de cisalhamento sobre o primeiro modo natural de

vibracéo livre foi verificado por meio da primeira frequéncia natural para uma placa circular

com propriedades geométricas mecéanicas e condi¢des de contorno indicadas na Figura 24.
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Figura 24 - a) Placa circular engastada; b) Propriedades geométricas, mecéanicas e
condicdes de contorno
0 W Propriedades geométricas

R=300mm
h=variavel

Propriedades Mecanicas
E =2.,0x10° MPa

nv

6,0 p =7850x107° Kg/mm’

v=0,3
Condigoées de contorno

h

ol I

i

p=v=0 @=v=w=(0
(a) (b)

Fonte: Préprio Autor

Os resultados obtidos foram analisados por meio do erro relativo da primeira frequéncia
natural determinado pela Eq. (207) juntamente com o nimero de condi¢do da matriz de rigidez
descrita na Tabela 4 por R/h. A anélise do nimero de condicéo se faz necessaria em decorréncia

da matriz de rigidez ficar mal condicionada para valores muito pequenos da espessura.

e, L=l (207)
@,

Na Eq. (207) e, séo os resultados analiticos para primeira frequéncia natural do modelo

de placa fina obtidos segundo Wang e Wang (2014).
Os resultados obtidos referem-se aos seguintes estudos de caso:

A. Espaco de aproximacdo gerados segundo MEFG com o dominio discretizado com um

grid uniforme de treze nos e funcbes de aproximacgdo obtidas por enriquecimento

explicito e homogéneo da PU C; (Z) com fungdes polinomiais de ordem p=3. Na

construcdo do modelo foram utilizados 151 graus de liberdade.
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B. Espaco de aproximacédo obtido segundo H-FEM com o dominio discretizado com um

grid uniforme de 25 noés, funcbes de aproximagdo Hermitianas de ordem p=3e
regularidade C; (Z). Na construcdo do modelo foram utilizados 145 graus de liberdade.
C. Espaco de aproximacdo com regularidade COZ(Z) obtido segundo o método FEM B-

Spline a partir de um grid constituido de 48 nds e func¢des de particdo de unidade de

ordem cubica. O modelo numérico foi obtido com 150 graus de liberdade.

Os resultados dos estudos de caso A, B e C sdo mostrados por meio da Tabela 4 e da

Figura 25.

Tabela 4 - Resultados de E,

R/h A-MEFG B-H-FEM C-FEM B-Spline

10 0,0261 0,0261 0,0261
10? 0,0003 0,0003 0,0003
10° 0,0006 0,0006 0,000007
10* 0,0006 0,0006
10° 0,0004 0,0007

Figura 25 - Efeitos de travamento na primeira frequéncia natural para as estratégias A, Be C

0.025 T
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4 H-FEM

002¢ FEM B-SPLINE | |

0.015

0.005 -

i3

|

-0.005 - L ‘ .
10 10° 10° 107 10°
R/h

Fonte: Préprio Autor
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Por meio do erro relativo mostrado na Figura 25 € possivel concluir que para analise de
travamento em funcéo de esforgo de cisalhamento o Caso A apresenta melhores resultados em
relacdo aos demais métodos. O Caso B, apesar de apresentar um erro relativo superior ao caso
A, apresenta custos computacionais inferiores por utilizar uma menor regularidade em suas
funcbes de aproximagdo. J& para o Caso C ndo houve convergéncia de resultados para as
relagdes de R/h de 10* e 10°. Para todos os casos supracitados ndo houve ocorréncia de
travamento de membrana por cisalnamento. A imposicao de condi¢fes de contorno necessarias
para 0 MEFG impde erros maiores em relacdo aos métodos H-FEM e FEM B-Spline. O ganho
computacional da utilizacdo do método H-FEM, para este estudo de caso, representou um ganho
computacional de 40%, em fungdo de sua répida convergéncia.

7.3.RESULTADOS DE CONVERGENCIA PARA FREQUENCIA ALVO

O estudo de caso proposto neste exemplo tem como finalidade analisar a performance
dos espacos de aproximacdo construidos segundo a versdo p: do MEF, do MEFG, do H-FEM e
do FEM B-Spline, com relacdo a convergéncia para uma frequéncia alvo previamente
estabelecida. O estudo de caso é feito para uma casca cilindrica curta com as propriedades
geomeétricas, mecanicas e condi¢bes de contorno indicadas na Figura 26.

Figura 26 - a) casca cilindrica curta; b) condi¢6es de contorno e dimensdes

R —_— w=y=6=0
- exo F]?\Ollc 0 AW A
Y P
R h
nv
9 (o] NN\ B
w=y=6=0

(b)

R 300 mm E 2,05e5 MPa
h 3 mm p 7,850e-6 kg/mm?
H 150 mm Vv 0,3

Fonte: Proprio Autor
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Em virtude da dificuldade de se encontrar uma solugdo analitica para o modelo
vibragdes livres de uma casca cilindrica semi-espessa é utilizada uma solucéo de referéncia
obtida através da Rule of Thumb proposta por Givoli (2008) na Eq. (208).

M =re"?"N (208)
Na Eg. (208) r, =1, dé a dimensdo do espaco de aproximacdo, & é o erro de
aproximacdo desejado, p é a ordem do espago de aproximacgdo, N é o nimero de graus de

liberdade utilizados para aproximar o problema eliptico de autovalores/autovetores e M a ordem
de frequéncia desejada.

A solucéo de referéncia é obtida a partir de um espaco de aproximacao com regularidade
o (Z)construido com cinquenta elementos Lagrangeanos unidimensionais de quinta ordem
que aproximam a solucdo com 747 graus de liberdade.

A frequéncia alvo do estudo de caso proposto é o = 6554,13460Hz correspondente ao
autovalor descrito no plano de simetria radial indicados na Figura 27. A frequéncia alvo é o

autovalor associado foram obtidos a partir da Eq. (208) para um erro & =1x10".

Figura 27 — Autovalor axissimétrico associado a ordem m=42
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Fonte: Proprio Autor
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Os resultados sdo obtidos através do erro relativo indicado na Eq. (208) para as
estratégias A-D discriminadas a seguir e detalhados na Tabela 5 e Figura 28.

A. Espaco de aproximagdo com regularidade C° (2) obtido a partir do Método de

Elementos Finitos com vinte elementos Lagrangeanos unidimensionais definidos no

conjunto L={L,,L;,L,,L};
B. Espaco de aproximacdo obtido a partir do Método de Elementos Finitos Generalizados

(MEFG) por enriquecimento explicito da PU com regularidade C? (2) com funcdes
polinomiais de ordem p ={2,3,4,5} e um grid constituido de vinte e um nés.

C. Espacos de aproximacéo com regularidade C'(X)e C?(X)obtidos segundo Método

Elementos Finitos Hermite Generalizado (H-FEM) com um grid de trinta e um nés e

ordens p={3,5}.

D. Espagos de aproximagéo obtidos a partir do FEM B-Spline com ordens polinomiais

p={3,5} e um grid constituido cinquenta e cinco nés.

E, = (208)
j@,]
Tabela 5 - Resultados do autovalor associado a ordem m=42
A - MEF B - MEFG C - H-FEM D — FEM B-Spline
NDOF @, NDOF , NDOF @, NDOF @,

117  8106,2671 183 68439161 -woovn coeooee ecee oo
177 66943436 246 65652037 181  6626,30967 189  6573,20249
237 66044264 309  6557,0000 --wo-e- eeeew meeeee e
297  6557,7400 372 65542868 274  6554,92193 255  6554,139107
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Figura 28 - Erro relativo com relagéo a frequéncia «,,

- MEF
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Fonte: Préprio Autor

Os melhores resultados foram encontrados para o0 método FEM B-Spline, o qual
apresentou convergéncia dos resultados de forma mais eficiente que os demais métodos. Em
funcdo da maior regularidade do campo interpolado pelos métodos H-FEM e FEM B-Spline,
os erros relativos foram menores em relagdo aos métodos MEF e MEFG. Foi possivel confirmar

que o MEF n&o é uma boa alternativa para aproximacao de frequéncias relativamente altas.

7.4.RESULTADOS COMPARATIVOS COM RELACAO A SOLUGAO ANALITICA DE
CASCA HEMISFERICA FINA PROPOSTA POR KUNIEDA

Este estudo de caso tem com finalidade mostrar a proximidade de resultados obtidos

para os valores normalizados das dez primeiras frequéncias naturais obtidas por Kunieda (1984)

considerando as inercias das duas componentes do campo de deslocamento (v, W) e 0s modelos

numéricos que constroem os espacgos de aproximacao segundo: O Método de Elementos Finitos
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(MEF); o Método de Elementos Finitos Generalizados (MEFG); O Método de Elementos
Finitos Hermite Generalizado (H-FEM) e o Método FEM B-Spline.
Os resultados do estudo de caso referem-se a uma casca fina com propriedades

geométricas, mecanicas e condi¢des de contorno indicadas na Figura 29 a seguir.

Figura 29 - (a) Setor de calota esférica com angulo cénico de 85°; (b) propriedades
geomeétricas e condi¢des de contorno no plano de simetria radial

/n

A

(a) (b)
R 300 mm E 2,05e5 MPa v=0=0
h 3 mm p 7,850e-6 kg/mm? w=v=0=0
§) 85° v 0,3

Fonte: Préprio Autor

Os resultados obtidos referem-se aos seguintes estudos de caso:

A. Espago de aproximagcao construido segundo o Método de Elementos Finitos com uma
malha de 28 elementos isoparamétricos de ordem cubica sendo o modelo numérico
construido com 250 graus de liberdade.

B. Espaco de aproximacdo gerados segundo MEFG com o dominio discretizado com um

grid uniforme de 21 nés ativos e funcdes de aproximacao obtidas por enriquecimento

explicito e homogéneo da PU COZ(Z) com fungdes polinomiais de ordem p=3. Na

construgdo do modelo numérico foram utilizados 247 graus de liberdade.
C. Espaco de aproximacao obtido segundo H-FEM com o dominio discretizado com um

grid uniforme de 43 elementos, fun¢des de aproximagdo Hermitianas de ordem p=3e
regularidade C, (2) . Na constru¢do do modelo numérico foram utilizados 259 graus de

liberdade.
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D. Espagco de aproximacdo com regularidade C. (Z) obtido segundo FEM B-Spline a partir
de um grid constituido de 83 nds e fungdes de particdo de unidade de ordem cubica. O

modelo numérico foi obtido com 249 graus de liberdade.

Os resultados dos estudos de caso A, B, C e D sdo mostrados por meio da Tabela 6 para

os valores normalizados de frequéncias naturais definidos pela Eq. (209) a seguir.

1

0, =(lJ2 ®R, i=1.,10 (209)
Eg

Na Eqg. (209) o, sdo as frequéncias naturais, contudo, notar que o valor normalizado
associado Q, esta em segundos “s”. O resultado encontrado para o exemplo estudado esta

descrito na Tabela 6 a seguir.

Tabela 6 — Resultados Obtidos

Q(s) Kunieda A-MEF B-MEFG C-H-FEM D-FEM B-Spline
1 0,7900 0,7900 0,7900 0,7900 0,7921
2 0,9470 0,9470 0.9470 0,9470 0,9478
3 0,9910 0,9910 0,9910 0,9910 0,9917
4 1,033 1,0320 1,0325 1,0322 1,0335
5 1,093 1,0920 1,0926 1,0921 1,0944
6 1,182 1,1800 1,1811 1,1802 1,1840
7 1,305 1,3020 1,3033 1,3014 1,3073
8 1,462 1,4560 1,4590 1,4562 1,4638
9 1,624 1,6190 1,6216 1,6184 1,6210
10 1,712 1,7060 1,7102 1,7062 1,7221

7.5.RESULTADOS DE CONVERGENCIA DE AUTOVALORES

A convergéncia de autovalores foi realizada para o exemplo do cilindro curto com
propriedades geométricas mecénicas e condi¢Ges de contorno indicadas na Figura 31. Este
estudo de caso tem como objetivo verificar a influéncia da regularidade dos espacos de
aproximacdo globais construidos segundo MEF, MEFG, H-FEM e FEM B-Spline. As
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estratégias construidas a partir das metodologias supracitadas terdo a mesma ordem polinomial
e graus de liberdade proximos, tornando o quanto possivel, a influéncia dos resultados
dependentes apenas da regularidade dos espacos de aproximacdo global. A influéncia da
regularidade dos espacos de aproximacao global unidimensionais na aproximacao de problemas
elipticos de autovalores e autovetores é constatada através do estimador a priori de Eq. (208),
Givoli (2008).

e — ‘/'Llh _ﬂ’u‘ < Chz(p*k)il(ml)/(k*l) (210)

Na Eg. (210) h e, ¢ a estimativa do erro a priori correspondente ao autovalor “i”, e
A sdo os autovalores aproximados e exatos de ordem “i”, h € a dimensdo do elemento, p éa

ordem polinomial e k é a regularidade do espaco de aproximacdo global. A constante C é

independente de h, A", A4, p e k. Daanalise da Eq. (210) fica claro que para um determinado
autovalor 4, o0 aumento da regularidade diminui a estimativa de erro a priori assim como o

aumento da ordem polinomial aumenta a estimativa deste erro. Nos espacos de aproximacao

global do tipo C° (2) como € o caso dos espacos de aproximacao global obtidos segundo o MEF

é comum se notar descontinuidades no digrama do espectro de autovalores a partir de uma
determinada ordem denotando os chamados Branches acusticos e 6ticos (Hughes (1987)).

O incremento da ordem polinomial do espaco de aproximacdo produz um aumento da
ordem na qual ocorre a descontinuidade no espectro de autovalores este fato foi constado em
Cottrel et al (2006).

Neste exemplo serdo comparados os erros relativos descritos pelas Eq. (211) dos
40 80

autovalores de ordem definidas nos intervalos {4} e {4} .

(211)

Na Eq. (211) os autovalores A" s&o os autovalores aproximados obtidos pelos espacos de
aproximacédo das estratégias de A-D propostas a seguir e 4 é o autovalor correspondente a

solucdo de referéncia utilizada no exemplo da frequéncia alvo (item 7.3). As estratégias

utilizadas para construir os espacos de aproximacao global sdo descritas a seguir.
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i.  Caso A: Espaco de aproximag&o construidos segundo o MEF com vinte e oito elementos
lagrangeanos de terceira ordem. O modelo numérico aproxima o problema com 249
graus de liberdade;

ii. Caso B: Espaco de aproximacdo obtido a partir do Método de Elementos Finitos

Generalizados (GFEM) por enriquecimento explicito e homogéneo da PU (C2 (2)) com

fungdes polinomiais de ordem p =3com suportes sobre um grid de vinte e um nos. O
modelo numérico aproxima o problema com 246 graus de liberdade;

iii. Caso C: Espacos de aproximacdo com regularidade Cl(Z)obtidos segundo Método
Elementos Finitos Hermite Generalizado (H-FEM) com um grid de quarenta elementos
de ordem polinomial p=3. O modelo numeérico aproxima o problema com 240 gruas

de liberdade;
iv. Caso D: Espaco de aproximacdo obtido a partir do FEM B-Spline  com ordem

polinomiais p =3e um grid constituido oitenta e um ndés. O modelo numérico aproxima

o0 problema fisico com 249 graus de liberdade.

Os resultados de convergéncia para dois intervalos de erros relativos sdo mostrados nas
Figura 31 e Figura 32, considerando os intervalos de 1<N<40 e 40<N <80,

respectivamente.

Figura 30 - Erro relativo de autovalores para o intervalo de 1< N <40;
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Fonte: Proprio Autor.
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Figura 31 - Erro relativo dos autovalores no intervalo de 40 <N <80
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Fonte: Proprio Autor.

Todos os métodos analisados obtiveram erros relativos baixos em relacdo a solucdo de
referéncia. O método que apresentou o pior desempenho foi 0 MEF em funcdo de sua baixa
regularidade das fun¢des de aproximacédo. Para o0 método MEFG, a regularidade das funcGes de
aproximacdo ndo € a mesma do campo interpolado, demostrando, portanto, variacdo no erro
relativo de acordo com o intervalo de tempo. Os métodos numéricos ndo convencionais com
resultados mais satisfatorios, para ambos intervalos de erro relativo foram o H-FEM e o FEM
B-Spline.

7.6.RESULTADOS DE VIBRACOES LIVRES E FORCADAS EM CASCAS ESFERICAS

Os resultados mostrados neste exemplo para o deslocamento transversal no topo da
casca e para o esforgo normal na diregéo radial na base em B foram obtidos para uma casca
esférica com propriedades mecénicas geométricas e condi¢fes de contorno indicados na Figura
32.
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Figura 32 - a) Cascas hemisférica; b) Propriedades geométricas e condicGes de contorno; c)
pressdo definida por um pulso com duracéo T.
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Fonte: Proprio Autor.

Na Figura 32 sdo mostradas as condi¢cdes de contorno utilizada, entretanto, serdo

analisados resultados considerados trés tipos de condi¢do de contorno que sejam:

a) Condicéo de contorno rigida simplesmente apoiada no vinculo B;
b) Condic¢oes de contorno para simular uma funcéo Pasternak visco elastica associada

ao vinculo B com relagdo ao grau de liberdade w conforme indicado na Figura 32.

Os resultados foram analisados por meio do comportamento no tempo do deslocamento
transversal w, (t)no ponto A topo da casca e do esfor¢o normal N, (t) no ponto B da base da
casca. Por falta de uma solucdo analitica para modelo de cascas moderadamente espessas 0S
resultados foram comparados a solugdo de referéncia utilizada no estudo de caso para a analise

de convergéncia alvo descrita neste exemplo pela estratégia A. Na integracdo do tempo das
equac0Oes dinamicas foi utilizado o método de Newmark com intervalos de tempo At =1,0e —4s

utilizado no estudo de caso a e At =1,0e—3s utilizado nos estudos de caso b. Os espacos de

aproximacéao utilizados nos estudos de caso sao discriminados a seguir:



100

Espago de aproximagéo com regularidade C°(X)construido com cinquenta elementos

Lagrangeanos unidimensionais de quinta ordem que aproximam a solugdo com 747

graus de liberdade conforme o MEF.

Espaco de aproximagc&o com regularidade C* (2) construidos segundo 0 MEFG com um

grid de 25 nos ativos e enriquecimento explicito e homogéneo da PU com fungGes

polinomiais de ordem p=2. O problema foi aproximado com 222 graus de liberdade.
a. Solucdes de deslocamento transversal w, e do esforco normal N, obtidos para

o0 problema estatico com vinculo rigido e com de fundac&o elasticas de Pasternak
no ponto B. Os resultados foram obtidos com a estratégia A e apresentados na

Tabela 7, sendo a solucdo de referéncia, representada pela linha pontilhada.
Espaco de aproximagdo com regularidade Cl(z), construido segundo H-FEM, com
ordem polinomial p=3. O modelo foi aproximado com grid de quarenta elementos
quadraticos e foram utilizados 243 graus de liberdade.

Espaco de aproximacdo com regularidade CZ(Z)construido segundo FEM B-Spline
com ordem polinomial p=3. O modelo numeérico foi construido a partir de oitenta

elementos quadraticos resultado num grid de oitenta e um nds sendo o problema linear

aproximado com 249 graus de liberdade.

Tabela 7 - Resultados do problema estatico para as estratégias i € ii

Case W, (mm) N,(N)
Rigido 0,0011125 4,55007
Elastico-Pasternak 1,4148067 4 50060

Resultados do deslocamento w, (t) e do esforco normal N, (t) forma obtidos para

pressdo indicada na Figura 33 aplicada num intervalo de t=0,15s. Os

comportamentos do descolamento transversal estdo descritos nas Figura 33 e 34 e

para esforco normal nas Figura 35 e 36 a seguir.



Figura 33 - Deslocamento transversal w, no intervalo de tempo 0 <t <0,15s
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Fonte: Proprio Autor.

Figura 34 - Deslocamento transversal w, no intervalo de tempo 0,06s <t <0,08s

Fonte: Proprio Autor.
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Figura 35 - Comporamento do esforco noramal N, (N )no ponto B no intervalo de tempo
0<t<0.15s
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Fonte: Proprio Autor.

Figura 36 - Comportamento do esfor¢co normal Ng(N) no intervalo de tempo
0,06s <t <0,08s
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Fonte: Proprio Autor.
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b) O exemplo analisado neste estudo de caso é constituido de uma modelo simplificado
para uma fundacéo visco elastica representada por um sistema mola amortecedor
com propriedades mecanicas indicadas na Figura 32. Neste exemplo foi considerado
um intervalo do pulso de aplicacéo da presséo de t =4s. Ao contrério do exemplo
anterior as solucGes obtidas neste estudo de caso experimentam perda de energia
dindmica por conta do amortecimento e convergem com o tempo para a solucao
estatica sob fundacéo elastica tipo Pasternak como os valores indicados na Tabela
7. Os resultados em deslocamento transversal e esforgo normal correspondentes as
estratégias propostas sdo mostradas nas Figura 37-38 para deslocamento transversal

e Figura 39-40 para esfor¢o normal.

Figura 37 - Comportamento do deslocamento transversal w, no intervalo 0s <t <4s
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Fonte: Proprio Autor.
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Figura 38 — Comportamento do deslocamento transversal w, no sub intervalo 2,55 <t <3s.
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Figura 39 - Comportamento no tempo do esforco normal N, (t) para o intervalo 0s <t <4s
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Figura 40 - Comportamento no tempo para N, (t)no subintervalo 2,5s <t <3s
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Fonte: Proprio Autor.

Para os casos D e E os resultados apresentados foram melhores em relacdo aos casos B

e C. A mesma condicdo de regularidade das funcdes de aproximacdo determina o nivel de

precisdo dos resultados. Para o caso B a regularidade C® (Z)néo é garantida na integrag&o dos

campos de aproximacao, demonstrando erros relativos ligeiramente superiores em relagio aos
métodos D e E. Nas Figura 38 e 40 pode-se perceber um ruido nos resultados, ocasionados pela
perda de convergéncia pela integracdo no tempo, por ter sido utilizado um incremento de tempo

elevado para o caso.
8. CONSIDERACOES FINAIS E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Para a analise de travamento da placa circular sob carregamento de cisalhamento o Caso
A apresenta melhores resultados em relacdo aos demais métodos em fungdo da ndo necessidade
de imposicdo de condigdes de contorno e/ou penalizagdes. O Caso B, apesar de apresentar um
erro relativo superior ao caso A, apresenta custos computacionais inferiores por utilizar uma
menor regularidade em suas fungdes de aproximacao. Ja para o caso C ndo houve convergéncia

de resultados para as relagdes de R/h de 10* e 10°. Conforme descrito anteriormente o Caso A
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(MEFG) apresenta melhor desempenho e menor erro relativo em relagdo aos demais métodos,
considerando a analise de travamento por cisalhamento.

Para a verificacdo de frequéncia alvo, o comparativo realizado utilizando uma casca
cilindrica curta apresentou erros relativos (Figura 28) evidenciando que as estratégias B, C e D
apresentaram 0s resultados mais proximos da solucdo de referéncia do que a estratégia A.
Analisado este fato a luz do estimador a priori apresentado em Givoli (2008) pode-se se

concluir, para espacos de aproximacao unidimensionais, que a baixa regularidade do espaco de

aproximac&o, neste caso C° (Z), juntamente com o incremento da ordem polinomial aumentam

o0 erro em norma euclidiana com relacéo a solucdo de referéncia.
Em contrapartida, quando a resposta é analisada em termos de taxa de convergéncia
nota-se um resultado satisfatorio para a estratégia D para determinacéo de autovalores. Deve-

se ressaltar aqui que neste caso além de se ter um incremento da ordem polinomial se tem um

incremento na ordem da regularidade dos espagos que sdo C*(Z)e C*(Z)maiores do que nas

estratégias B e C. Neste exemplo nota-se que a comparacdo dos resultados quando sdo
utilizados métodos diferentes ndo permite conclusdes categdricas apesar da tentativa se
comparar espacos com mesma ordem polinomial e mesmo namero de gruas de liberdade para
aproximar o problema.

Considerando a verificacdo da casca hemisférica fina, deve-se ressaltar aqui que estes
resultados sdo ilustrativos ja que se trata de modelos cinematicos diferentes. Os resultados de
frequéncias naturais propostos por Kunieda (1984) sdo referentes a um modelo de casca fina
onde a parcela de inércia rotacional ndo é levada em consideracdo ao contrario do modelo
utilizado neste trabalho que é o Reissner-Midlin, que leva em consideracéo a inércia rotacional
no modelo. Uma observacdo pertinente a estes resultados, e certamente esperados, e que 0S
resultados a partir da terceira frequéncia natural sdo ligeiramente menores para 0s modelos
analisados em relacéo as da solugdo analitica proposta por Kunieda. Este fato se deve a que o
modelo cinematico de Reissner-Mindlin ser mais flexivel em relacdo ao modelo casca fina, ja
que sdo levadas em conta a deformacéo cisalhante e a inércia rotacional.

Para convergéncia de autovalores, nos resultados observados nota-se diferengas
relativas pequenas com relacdo a solugdo de referéncia para todas as estratégias analisadas,
embora, nota-se uma perda gradual de convergéncia com relacdo a estratégia A e um

comportamento oscilante para o Caso B. Deve-se ressaltar aqui que o Caso A corresponde aos

espacos de aproximacdo construidos segundo MEF com regularidade CO(Z) e que

reconhecidamente ndo aproximam bem autovalores relativamente altos (acima de dez por cento
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dos autovalores aproximados pelo sistema linear do problema de autovalores e autovetores).

No caso da estratégia B o espaco de aproximacao construido segundo MEFG tem regularidade

c? (Z) contudo esta regularidade ndo é a do campo interpolado por ele obtido. Como néo se

tem provas matematicas formais sobre a influéncia da regularidade do espaco interpolado na
precisdo nos problemas de autovalores e autovetores é prematuro defender uma justificativa
categorica sobre os resultados observados. Por outro lado os resultados preliminares mostrados

nas Figura 33 e 34, mostra que os resultados mais proximos das solucdes de referéncia foram

obtidos pelos espacos de aproximac&o com regularidade C*(X)para campo interpolado obtido

segundo o H-FEM (Caso C) e 0 espago de aproximagao com regularidade C* (%) para 0 campo

interpolado obtido conforme FEM B-Spline (Caso D). Para todas as estratégias propostas neste
estudo de caso os resultados mais proximos da solucdo de referéncia foram obtidos pela Caso
D deve-se a regularidade do campo interpolado que é a maior que foi de todas as estratégias
propostas.

Para os resultados de vibragdes livres e forcadas, as Figura 35-36 mostram um
comportamento ndo amortecido esperado ja se trata de uma fundacdo rigida. Os
comportamentos das estratégias analisadas sdo semelhantes no tempo ficando evidente dois
periodos de propagacdo da onda mecénica no ponto A da casca. A analise do comportamento

no sub intervalo 0,06s<t<0,08s para as estratégias propostas mostram comportamento

muito proximo da solucdo de referéncia (estratégia A) para as estratégias D e E. Em termos de

regularidade da solucdo aproximada os campos obtidos com as estratégias D e E tem

necessariamente regularidade C*(X)e C*(X), por outro lado, ndo se tem prova matematica

formal que a regularidade do campo aproximado pela estratégia B seja Ci(z), i=12. A

influéncia da regularidade do espaco interpolado tem um papel fundamental na precisdo dos
modos e frequéncias relativamente altas (acima de 10% dos modos e frequéncias aproximados
pelo sistema linear) (ver Givoli (2008)). Quanto maior a suavidade do campo interpolado maior
sera a precisao dos modos frequéncias aproximadas pelo sistema linear. As Figura 35-36 mostra
um comportamento semelhante para as estratégias analisadas evidenciando dois periodos de

propagacao de onda nos intervalos 0s <t <0,075s e 0,075s <t <0,15s. Nas Figura 38 e 40 as
estratégias estudadas mostram resultados semelhantes e muito proximos da solucdo de
referéncia, contudo, nas Figura 38 e 40 nota-se, na analise do subintervalo 2,55s<t<3s, a
presenca de um ruido, ou seja perda de convergéncia com relagdo ao modo harmdénico

amortecido para os dois casos estudados. Uma explicacdo possivel para este fato pode estar na
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perda de convergéncia de integragcdo no tempo devido ao incremento ser muito elevado para o
caso estudado.

Em relacdo aos objetivos da dissertacdo, conclui-se que foi possivel atender aos trés
objetivos especificos estabelecidos onde foi possivel contruir um referencial téorico consistente
para os métodos numéricos ndo convencionais estudados, desenvolver em forma computacional
para obtencdo dos resultados e realizar o comparativo dos resultados obtidos para avaliagcdo dos
casos propostos. Foram desenvolvidas quatro metodologias utilizando métodos numéricos ndo
convencionais aplicados a cascas de revolucdo. Também foram implementados algoritmos para
avaliacdo de esforgos e deslocamentos para todos os métodos com completa possibilidade de
aplicacdo para casos usuais de engenharia. Em todos os casos estudados, os métodos numéricos
ndo convencionais mostraram-se vantajosos em relacdo ao MEF convencional, principalmente
problemas com a necessidade de verificacdo de frequéncias associadas a autovalores de alta
ordem, onde a convergéncia é obtida somente com grandes custos computacionais. O método
nédo convencional com mehor performance para os estudos de caso realizados neste trabalho foi
o FEM B-Spline em funcdo de sua rapida convergéncia em relacdo aos demais métodos
estudados.

Como sugestdo de continuidade aos estudos deste trabalho, fica a implementagéo e
avaliacdo dos métodos numeéricos ndo convencionais considerando também algumas
incertezas. Estas incertezas podem ser oriundas de propriedades de materiais, variagdes
geométricas das estruturas avaliadas ou até mesmo variacdo em seus carregamentos. A inclusdo
de incertezas garante modelos com grande proximidade aos modelos reais e fisicos. Outro
assunto relevante seria o incremento do estudos do método FEM B-Spline, o qual teria grande

aplicabilidade nos pacotes comerciais de calculo numérico.
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