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RESUMO

Neste trabalho desenvolve-se uma proposta de ensino para aprimorar o raciocinio
combinatério, através da utilizagdo de jogos no planejamento, na aplicacdo e avaliacdo de
uma sequéncia didatica inspirada nas orientacfes de Zabala, para subsidiar a pratica docente
no ensino de Analise Combinatoria. A dissertacdo relata uma pesquisa que teve o intuito de
explorar conceitos combinatdrios por meio de atividades diversificadas, envolvendo recursos
digitais, jogos e estudos orientados, a fim de fortalecer e diversificar o ensino e a
aprendizagem deste conteudo, procurando tornar as aulas mais atrativas e dinamicas. Alguns
dos jogos utilizados para a criacdo da sequéncia didatica ndo sdo originais, outros ja foram
aplicados por pesquisadores ou professores, porém, aqui, foram reorganizados, ajustados ou
adaptados de modo a adequar e potencializar a sua utilizagdo, no contexto da pratica
elaborada. As varias atividades, promovidas para a realizacdo dos jogos ou as de etapa
posterior, foram planejadas de modo a explorar o raciocinio combinatério. A pesquisa é
fundamentada na visdo construtivista do fazer e compreender, de Piaget, e resultou como
produto deste trabalho uma sequéncia didatica denominada Dindmica Combinat6ria, que
integra as atividades dinamizadas numa sequéncia de ensino que envolve agdes, direcionadas
para a compreensdo dos conceitos combinatorios. Juntamente com este processo de
compreensdo, construiu-se um espaco para 0s alunos explorarem, com orientacdo do
professor, toda a simbologia que contempla o contetdo de Analise Combinatéria, a fim de
que conhecessem as férmulas que integram as técnicas de contagem. Por fim, faz-se uma
avaliacdo da aprendizagem, com a utilizacdo do Jogo Trilha Combinatéria, criado
especialmente para a aplicacdo dos conhecimentos construidos, por meio das acbes que
constituem as jogadas, verificando se ocorreu aprendizagem. A anélise dos dados obtidos com
a pesquisa foi qualitativa, e avaliou formularios, diarios de anotaces, registros fotograficos,
entre outros e revelou aprendizagens e envolvimento dos estudantes para além das
expectativas do pesquisador. Conclui-se que a Dindmica Combinatdria tornou-se um recurso
didatico potencial para a aprendizagem e o desenvolvimento do raciocinio combinatorio,
propiciando um processo de ensino e aprendizagem de Analise Combinatéria dinamico e

atrativo.

Palavras-chave: Analise Combinatoria. Sequéncia Didatica. Jogos. Fazer e Compreender.



ABSTRACT

In this paper, a teaching proposal is developed to improve the combinatorial reasoning
through the use of games in the planning, application and assessment of a didactic sequence,
inspired by Zabala guidelines, to subsidize the teaching practice in Combinatorial Analysis
teaching. The dissertation reports a research that aims to explore combinatorial concepts
through diversified activities, involving digital resources, games and guided studies, in order
to strengthen and diversify the teaching- learning process of this content, trying to make
classes more attractive and dynamic. Some of the games used to create the didactic sequence
are not original and some of them have already been applied by other researchers or teachers,
but in this paper they have been reorganized, adapted and tailored to make them suitable and
enhance their use in the practice context. The several activities, promoted for the
accomplishment of the games or those of a later stage, were planned aiming to explore the
combinatorial reasoning. The research is based on Piaget 's constructivist view of ” the doing
and the understanding ““ and resulted in a didactic sequence called Combinatorial Dynamics,
which integrates the energized activities in a teaching sequence involving actions directed
towards the understanding of the combinatorial concepts. Together with this process of
comprehension, a space was built for students to explore, with the teacher's guidance, all the
symbology that contemplates the content of Combinatorial Analysis, getting them to know the
formulas which integrate the counting techniques. Finally, an evaluation of learning is made,
using the Combination Track Game, created specially for the application of the constructed
knowledge through games, verifying if the learning process was achieved. The research
results are from a qualitative analysis that evaluated forms, journals, photographic records,
among others and revealed students' learning and involvement beyond the researcher's
expectations. It is concluded that Combinatorial Dynamics has become a potential didactic
resource for the learning process and for the development of combinatorial reasoning,

providing a dynamic and attractive Combinatorial Analysis Teaching and Learning process.

Keywords: Combinatorial Analysis. Didactic Sequence. Games. Doing and Understanding.
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1 INTRODUCAO

A partir do periodo de redemocratizacdo brasileira, uma série de transformacdes
sociais, econdmicas e educacionais vem acontecendo no cendrio nacional, especialmente da
década de 90 em diante. Assim como na economia, o desenvolvimento humano, sobretudo
pelo viés da educacdo, passa a seguir orientacbes globais definidas por instituicdes
internacionais, que estabelecem padrbes e metas a serem atingidas pelas nacdes. De acordo
com Bavaresco (2014, p. 72), “os relatos produzidos por organismos internacionais sobre o
progresso educacional, de forma comparativa entre as nacg0es, pressionam governos e
sociedades para que se adaptem e respondam a essas transformagoes”.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) para o Ensino Médio:

Mesmo considerando os obstaculos a superar, uma proposta curricular que se
pretenda contemporanea devera incorporar como um dos seus eixos as tendéncias
apontadas para o século XXI. A crescente presenca da ciéncia e da tecnologia nas
atividades produtivas e nas relagdes sociais, por exemplo, que, como consequéncia,
estabelece um ciclo permanente de mudangas, provocando rupturas rapidas, precisa
ser considerada. (BRASIL, 2000, p.12).

Segundo os PCNs, deve-se criar e manter propostas curriculares que se encaixem
com ambientes vinculados ao avanco cientifico e tecnoldgico, fortalecendo as relagdes sociais
da nagdo como um todo. As tendéncias para o século XXI devem apresentar e estabelecer
ciclos permanentes de mudancas, que busquem romper antigos paradigmas da educacéo,
visando melhorias no ensino de ciéncias e buscando um aperfeicoamento que fortaleca
avancos, igualando nosso ambiente educacional ao de paises desenvolvidos, que apresentam
grande evolugdo nos ambientes relacionados a pesquisa cientifica.

No entanto, com base em resultados levantados de instrumentos de avaliagdo, que vém
sendo aplicados, e considerando as politicas educacionais na contemporaneidade, evidenciam-se
descompassos entre 0 avango educacional e o desenvolvimento econémico do Brasil,
apresentado nas ultimas décadas. Sistemas de avaliagdo de resultados educacionais, em nivel
nacional e internacional, tais como o Programa Internacional de Avaliacéo de Estudantes (Pisa),
Sistema Nacional de Avaliacdo da Educacdo Basica (Saeb) e a Provinha Brasil, expdem
resultados que provocam um estado de crise no sistema educacional brasileiro, comprometendo
o desenvolvimento cientifico, tecnoldgico e, consequentemente, econdémico e social.

Nessa conjuntura, seguindo tendéncias e orientagdes globais definidas para paises em

desenvolvimento, o Brasil passa a visar melhorias no que se refere ao ensino de ciéncias,
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buscando desenvolvimento e inovagio tecnologica. E nesse cenario que a “énfase na questao

do desenvolvimento tecnoldgico atribui lugar de destaque para a ciéncia na modernidade,

tendo na educacdo seu principal meio de inserir o0 maior nimero de individuos, para que

atuem de forma produtiva em prol desse desenvolvimento”. (BAVARESCO, 2014, p.105).
Segundo Bocasanta,

oferecer ao brasileiro o que lhe falta — conhecimentos — é significado como
empoderar 0s sujeitos para a construgdo de um futuro promissor e de um pais
melhor. Sua baixa escolaridade seria um risco para a competitividade entre os paises
e requer fortes e eficazes controles para que seja eliminada. (BOCASANTA, 2014,
p. 105).

Isso tudo converge para o entendimento de que, no mundo em que Vvivemos, O
dominio da ciéncia, da tecnologia e dos meios que permitem a inovagdo e imprescindivel para
qualquer nacdo. Para isso, é necessario reconfigurar a educacdo de modo a focalizar a
alfabetizacdo cientifica, que afeta profundamente e da énfase a reflexdo critica e ao modo de
ensinar as criancas e os jovens. Conforme Pinheiro e Silva (2010, p.73), “precisamos de uma
imagem de ciéncia e tecnologia que possa trazer a tona a dimensao social do desenvolvimento
cientifico-tecnoldgico, entendido como produto resultante de fatores culturais, politicos e
econdmicos”. Deve-se, entdo, estimular, no ambiente educacional, a criagdo de meios e
métodos que fogquem a curiosidade intelectual e o senso critico, capacitando os alunos a
aprenderem a aprender, a criarem autonomia para continuarem aprendendo e buscando o que
precisam aprender durante toda a sua vida.

Conforme os PCNs:

O aumento dos saberes que permitem compreender o mundo favorece o
desenvolvimento da curiosidade intelectual, estimula o senso critico e permite
compreender o real, mediante a aquisicdo da autonomia na capacidade de discernir.
Aprender a conhecer garante o aprender a aprender e constitui 0 passaporte para a
educacdo permanente, na medida em que fornece as bases para continuar
aprendendo ao longo da vida. (BRASIL, 2000, p. 15).

A educacdo, desta forma, deve propor alternativas para que os alunos ampliem e
aprimorem o0 conhecimento, com estratégias que envolvam e estimulem o seu
desenvolvimento cognitivo. Percebe-se, nestes ultimos anos, que estd havendo um esforgo
nesta direcdo, pois 0s projetos educacionais propostos pelos governos federal e estadual
sugerem fortemente que, em todos os niveis de educacdo, promova-se o prazer pela pesquisa e

investigacao.
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E com esse espirito de renovacgdo que o Brasil esta adotando uma reforma geral na
educacio basica, com a criacdo de uma Base Nacional Curricular Comum (BNCC),! que tem
como objetivo, segundo o Ministério da Educacdo Brasileira (MEC), definir as competéncias
e os conhecimentos essenciais que deverdo ser oferecidos a todos os estudantes, na parte
comum da sua formagdo. A BNCC? aponta as disciplinas de Matematica, Portugués,
Educagdo Fisica, Artes, Sociologia e Filosofia como obrigatorias para o Ensino Meédio,
ocupando até 60% da carga horaria total. Os 40% restantes estdo sendo previstos para serem
preenchidos com estudos e aprofundamentos de interesse dos alunos, em cinco areas de seus
estudos: Linguagens, Matemética e suas tecnologias, Ciéncias da Natureza, Ciéncias
Humanas e Formacdo Técnica e Profissional.

Nesse processo de desenvolvimento e no foco deste trabalho, cabe uma atencéo
especial para a area da Matematica, pois se entende que esta inserida em diversos campos de
estudos e constitui um dos pilares do desenvolvimento cognitivo dos alunos, da tecnologia e
economia da sociedade como um todo. Segundo os PCNSs:

Em nossa sociedade, o conhecimento matemético é necessario em uma grande
diversidade de situacBes, como apoio a outras areas do conhecimento, como
instrumento para lidar com situaces da vida cotidiana ou, ainda, como forma de
desenvolver habilidades de pensamento. (BRASIL, 2000, p. 111).

A Matematica deve ser uma disciplina escolar que auxilie no desenvolvimento de
habilidades e competéncias, capacitando os jovens a contribuirem com a melhoria da prépria
vida e da sociedade que integram.

Assim sendo, falar do ensino da Matematica requer que se pense em Processos
pedagodgicos que colaborem para o desenvolvimento das estruturas de pensamento. E ha
varios recursos didaticos que podem auxiliar o professor no planejamento de atividades de
aprendizagem, como estratégias ludicas, apoiadas por materiais concretos e jogos, para serem
utilizados, com o fim de proporcionar ao aluno que se desenvolva e construa o pensamento
matematico, e de contribuir para a compreensdo de conceitos e ideias matematicas. Para
D’ Ambrosio (2001), ¢ importante que os professores compreendam a Matematica como uma
disciplina de investigacao e de experimentacdo, em que 0 avango se da como consequéncia do

processo de pesquisa, da criacdo de estratégias e da resolucdo de problemas.

1 Disponivel em: <http://portal.mec.gov.br/component/content/article?id=40361>. Acesso em: jun. 2017.
2 Disponivel em: <http://www.brasil.gov.br/educacao/2017/02/conheca-as-mudancas-que-ocorrerao-no-ensino-
medio>. Acesso em: jun. 2017.
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Com estas consideracdes, propde-se neste trabalho a pesquisa e a criacdo de uma
sequéncia didatica que se aproxime do modelo proposto por Zabala (1998), integrando
aspectos histdricos, jogos e estudos orientados para a aprendizagem de Analise Combinatdria,
em que se considera o desenvolvimento do pensamento ldgico, motor e cognitivo para o
saber-fazer na resolugéo de problemas que envolvem arranjos, permutagdes e combinacdes,
mas partindo do entendimento e da aplica¢do do principio da contagem, para compreender a
formacéo de grupos de objetos, segundo as condi¢Bes que os caracterizam.

Para Morgado et al. (1991, p. 18), “a solucdo de um problema combinatorio exige
quase sempre a engenhosidade e a compreensdo plena da situagdo descrita”. E esses s&o
aspectos, a0 mesmo tempo, fundamentais e de dificuldade para os estudantes. Conforme
aponta Pinheiro (2015), os problemas combinatorios mobilizam a capacidade do individuo de
analisar, interpretar e de avaliar diferentes situaces ou contextos. Para o estudante conseguir
desenvolver tais aptiddes, é possivel buscar um meio atrativo que o anime a estudar e estimule
0 seu raciocinio.

Para Carvalho (2009), o uso de jogos é uma maneira atraente e interessante de
motivar os alunos para contetdos que envolvem habilidades l6gicas. O autor destaca que o
jogo desempenha um papel importante em processos que estimulem o raciocinio l6gico-
matematico, auxiliando os estudantes a desenvolverem o pensamento intuitivo e dedutivo, e
também a sua capacidade de concentragdo, complementando os aspectos de resolugdo de
problemas combinatdrios citados por Pinheiro e Morgado. Neste sentido, com a utilizacdo de
jogos, pode-se aprimorar e estimular o nosso método dedutivo e organizacional na resolucdo
de problemas combinatérios, pois as habilidades exigidas na construcdo de solucGes
apresentadas nos jogos se assemelham com situagOes criadas nas atividades que envolvem o
raciocinio combinatorio.

Na pratica docente, através de experiéncias vivenciadas, estudos, leituras e troca de
experiéncias com outros professores, observa-se que a Analise Combinatéria € um tema em
que os estudantes sentem dificuldades em diferenciar os conceitos que resultam nas técnicas
de formacdo de agrupamento. E comum tropecarem quando procuram diferenciar se o
problema é de ordem ou de natureza, pois sempre apresentam contextualizagdo que exige uma
adequada interpretacdo, para que consigam criar uma estratégia de solucao.

Assim, o desenvolvimento deste trabalho foi mobilizado pela seguinte questdo de
pesquisa: Qual a colaboracdo de uma sequéncia didatica, com atividades em que se
utilizam materiais manipulaveis, recursos digitais e jogos, para a aprendizagem de

Analise Combinatoria? Elegendo esta a questdo de pesquisa, pretende-se alcangar, como
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objetivo geral: analisar a aplicacdo de uma sequéncia didatica com atividades que
integram o uso de jogos, desafios e roteiros de estudo no processo de ensino e
aprendizagem de Analise Combinatoria.

Como forma de organizar etapas e condi¢bes para o alcance desse proposito, tem-se
como objetivos especificos:

— conhecer o parecer de professores sobre o ensino e a aprendizagem de Anélise

Combinatoria;

— pesquisar, selecionar e construir jogos relacionados aos diferentes métodos de

contagem;

— auxiliar os estudantes a identificarem e compreenderem as caracteristicas que

diferenciam a formacéo de agrupamentos por meio de sua ordem ou natureza;

— criar e aplicar uma sequéncia didatica, utilizando os jogos (selecionados e

adaptados ou construidos), que contribuam para a compreensdo e a

diferenciacdo dos conceitos de contagem, permutacdes, arranjos e combinacoes;

— avaliar se a sequéncia didatica construida e aplicada produz melhores

condicdes de aprendizagem de Analise Combinatoria;

— considerando os resultados das analises, aprimorar a sequéncia didatica,

constituindo-a como o produto da pesquisa, como sugestdo didatica para o

ensino e a aprendizagem de Anélise Combinatéria.

Associa-se ao delineamento dos objetivos o interesse do professor-pesquisador por
este estudo, que tem origem na percepcdo, durante as aulas de Matematica, de que muitos
alunos demonstram dificuldades em fazer construcfes légicas diante de situagdes-problema
apresentadas. Através de observacdes e dialogos, percebem-se dificuldades de raciocinio e de
concentracdo, que prejudicam a resolucdo de problemas l6gicos. No entanto, observa-se que
um nimero pequeno de alunos consegue criar estratégias habeis para a resolucdo de tais
problemas. Logo, surgiram questionamentos sobre o porqué de somente um pequeno grupo
conseguir construir e criar meios para solucionar problemas algébricos e numéricos, sem
utilizar algoritmos classicos para suas resolugdes.

Por meio de muitas conversas, percebeu-se que os alunos, que possuiam maior
aptiddo com a matematica e desenvolviam construcdes I6gicas com facilidade, faziam uso de
jogos que estimulavam o raciocinio, como o cubo magico, quebra-cabecas, Role-Playing
Game (RPG) ou jogo de interpretacdo de personagens e palavras cruzadas, entre outros. No
decorrer dos anos letivos, percebeu-se que os alunos que tinham esses hobbies, que

estimulavam o raciocinio, ndo tinham grandes dificuldades em analisar e diferenciar métodos
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de contagem. Tal constatacdo concorda com o que afirma Carvalho (2009), de que o jogo é
um desencadeador de reflexdo dos sujeitos, proporcionando construcdes significativas do
ponto de vista cognitivo. Assim, podem ser utilizados com conteddos importantes que
englobam o terceiro eixo estruturante da matematica, por estarem ligados a interpretacdo de
dados no meio social, pois, como consta nos PCNs (BRASIL, 2000, p. 126), “a analise de
dados tem sido essencial em problemas sociais e econémicos, como nas estatisticas
relacionadas a saude, populagdes, transportes, orcamentos e questdes de mercado”.

Portanto, dada a importancia da analise de dados e métodos de contagem em meio
social, pensou-se que, para potencializar a aprendizagem, havia a necessidade de se criar algo
que motivasse 0s alunos e estimulasse o raciocinio para a construcdo de conceitos de Anéalise
Combinatéria. Assim, chegou-se ao uso de materiais ladicos, concretos e jogos, que podem
auxiliar na compreensao de tais conceitos no ensino da Matematica. Conforme Grando (2000,
p. 1), “as atividades ludicas sdo inerentes ao ser humano. Cada grupo étnico apresenta sua
forma particular de ludicidade”.

Porém, para a composicao da sequéncia didatica, foram criadas atividades dinamicas,
que vao aléem da utilizacdo de materiais manipulaveis. Foram integrados aspectos histéricos,
atividades interativas, uso de tecnologia, jogos e, por fim, a formalizacdo de conceitos, de
modo que o aluno pudesse compreendé-los através do fazer como explica Piaget (1978, p.
40), que as acgdes exercidas num sentido ou em outro, criam dinamismo na acdo de
desenvolver a aprendizagem por meio de acGes.

A estruturacdo desta dissertacdo foi feita em capitulos, visando a sua concretizacao;
assim, esta dividida em cinco capitulos, incluindo-se esta introducdo, em que estdo definidos
0s objetivos deste trabalho, a justificativa da escolha do tema e o problema de pesquisa.

No segundo capitulo, Referencial tedrico, apresentam-se secbes relacionados aos
contextos da Educacdo Matematica, especialmente no que se refere ao uso de jogos no ensino
da Matemaética; exploram-se alguns conceitos e fatos historicos da Analise Combinatoria;
apresenta-se a fundamentacdo tedrica da pesquisa no Fazer e Compreender, na Visdo
construtivista de Piaget, e apresentam-se alguns trabalhos, ja realizados, no que se refere ao
ensino de Analise Combinatoria.

No terceiro capitulo, o da Metodologia, apresenta-se a pesquisa desenvolvida e suas
caracteristicas, além de conceituar sequéncia didatica, na visdo de Zabala, que serviu como
orientacdo para a estruturacdo da Dindmica Combinatéria, que também é apresentada, com

suas etapas, e que se identifica com a sequéncia didatica de Zabala.
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O quarto capitulo, Resultados e discussdes, € dedicado a anélise de dados e discussao
dos resultados da Dindmica Combinatoria. Nesse capitulo mostra-se como o0s alunos
conseguiram desenvolver as atividades durante a aplicacdo da Dindmica Combinatoria e se
essa sequéncia produz resultados eficazes na aprendizagem de Andlise Combinatéria, e
destaca-se a Dindmica Combinatoria como produto da dissertag&o.

No quinto capitulo, Consideragdes finais, retoma-se o objetivo geral e busca-se

construir respostas para o0 problema de pesquisa.
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2 REFERENCIAL TEORICO

O referencial tedrico desta pesquisa é apresentado considerando as seguintes se¢oes:
educacdo matematica, jogos no ensino da Matematica, construgdo do conhecimento através do

fazer e compreender, Anélise Combinatdria e sua origem e uma revisao de literatura.

2.1 EDUCACAO MATEMATICA

A Matemaética € uma ciéncia que exige pensamento abstrato e que foi construida a
partir de problemas reais. No seu desenvolvimento aprimorou-se como ciéncia,
acompanhando o desenvolvimento da humanidade e o avango tecnologico. Segundo
D’Ambrosio (1996), isso ¢ absolutamente natural, pois os meios de observacao e de
processamento de dados tém outra natureza e uma ligagdo muito forte com a diversidade
cultural de cada tempo.

Ainda, conforme D’ Ambroésio (1996), a Matematica é acessivel até o nivel primario,
pois, nesse periodo, é bastante comum observar que o desenvolvimento da Matematica é
acompanhado por acdes em que a crianga manipula objetos concretos ou imaginados como
sendo concretos, como é a natureza do pensamento da crianga, que nessa etapa comega a
realizar operacdes mentalmente, porém, que se referem a objetos ou situacdes passiveis de
serem manipuladas ou imaginadas de forma concreta. (LA TAILLE, 2003).

Porém, a partir da década de 70, iniciou-se 0 movimento da Matematica Moderna,
ditando uma nova metodologia para as aulas, sendo o ensino baseado na formalidade e no
rigor dos fundamentos da teoria dos conjuntos e da algebra. As aulas de Matematica, que no
periodo pos-priméario também deveriam contemplar as caracteristicas visual e concreta, para
qgue o aluno pudesse, além de solucionar equacdes, pensa-las em situacGes, a0 menos,
imaginadas como concretas. No entanto, ainda hoje, passados quase 50 anos dessa reforma
estrutural no ensino da Matematica, o que se pode ver, ainda com frequéncia, € que sdo
utilizados métodos de transmissdo de conteudos que precisam ser assimilados por
memorizagdo, prejudicando os estudantes em suas aprendizagens e provocando desencantos
em relacdo a Matematica. Muitos ndo conseguem ativar o raciocinio l6gico, nem mesmo para
executar calculos simples. Sobre isso, D’Ambroésio (1996, p. 61) comenta que “obviamente
algo estd errado com a filosofia que orienta a organizacdo e o funcionamento do sistema

educacional”.



20

A educacdo matemaética deve ampliar a visdo dos estudantes sobre as varias formas
de perceber e utilizar a matemaética, por vezes tedrica, em outras aplicada, mas sempre
consistente e desafiadora, solicitando procedimentos e operagdes praticas e mentais. Como

argumento, tem-se nos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM) que:

A matemaética do Ensino Médio tem um valor formativo que ajuda a estruturar o
pensamento e 0 raciocinio dedutivo, porém também desempenha um papel
instrumental, pois é uma ferramenta para a vida cotidiana e para muitas tarefas
especificas em quase todas as atividades humanas. (BRASIL, 2000, p. 40).

A matematica escolar tem um papel muito maior do que ensinar a executar
algoritmos e memorizar métodos, deve ajudar na estruturacdo do pensamento humano. Por
sua vez, esse também com grande importancia, aplicando-se em praticamente todos 0s meios
da sociedade, no simples troco do supermercado ou em grandes projetos arquiteténicos.

O educador auxilia os alunos a criarem o habito de investigacdo na matematica,
fazendo com que explorem muito mais do que formulas prontas, teoremas ou axiomas, mas,
sim, que explorem significados, podendo associa-los a situaces proprias, contextualizadas,
também na vivéncia diaria. Para Schmidt (2007), isso ndo se trata de reduzir o ensino a
praticas utilitaristas ou apenas de aplicacGes, mas de integracdo de acdes que desafiem o
intelecto.

O aluno precisa desenvolver o interesse por explorar novas formas de ver a
matematica. Para isso, precisa vivenciar o que aprende, podendo compreender e construir
significados para 0s conceitos. O professor deve participar, explorando, junto com o aluno,
acertos e também erros, pois, para D’Ambroésio (1989, p. 17), “é a partir do estudo dos erros
cometidos pelos alunos que poderemos compreender as interpretacbes por eles
desenvolvidas”. Conforme o projeto, atualmente em discussdo para ser implantado, da Base
Nacional Curricular, “[...] os conhecimentos matematicos tornam-se imprescindiveis para as
diversas agdes humanas, das mais simples as mais complexas, tais como compreensdo de
dados em graficos, realizagao de estimativas e percepc¢do do espaco que nos cerca”. (BRASIL,
2016, p. 116).

Pode-se, entdo, destacar a importancia de buscar novos caminhos para despertar o
interesse dos alunos, pesquisando e construindo novas metodologias, procurando criar
estratégias para que eles se envolvam. A matematica, por sua natureza, oferece a possibilidade
de ser explorada com um olhar abrangente, aproveitando-se da fonte de modelos de

fendmenos que nos cercam e que podem ajudar a construir uma educacdo mais instigante, que
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desperte curiosidade e conscientize os alunos de que € uma ciéncia fundamental para o

desenvolvimento de uma sociedade.

2.2 JOGOS NO ENSINO DA MATEMATICA

A matemaética traz consigo grandes significados, ideias e conceitos, alguns com facil
compreensdo e outros bastante complexos, mas todos exigem uma aptiddo ldgica para serem
compreendidos. Tais significados e conceitos podem ser expressos como “verdades”, que
desafiam a compreendé-las e a interpreta-las em situagGes cotidianas. Segundo Ribeiro (2009,
p. 4), uma das funcbes da disciplina de Matematica € o desenvolvimento de competéncias
para resolver problemas do cotidiano. Nesse contexto, tem-se 0 uso de jogos, que acompanha,

desde sempre, a evolugdo da humanidade. Segundo Strapason e Bisognin:

No decorrer da historia da humanidade, observa-se que o jogo fez parte de vérias
classes sociais, influenciando positivamente no desenvolvimento afetivo, fisico,
social e moral daqueles que jogam, sendo, portanto, um importante fator de

socializago entre povos. (2013, p. 7).

O jogo, para muitos povos, teve grande importancia, pois foi um meio de
socializacdo e integracdo, em torno do qual se observa um sistema organizacional que auxilia
0 participante a policiar-se, em seu ambiente natural. Strapason e Bisognin (2013) afirmam
que para o ser humano, desde a infancia, os jogos auxiliam no desenvolvimento de normas e
comportamentos, até se tornar adulto.

Conforme Ribeiro (2009, p. 3), “o jogo pode ser considerado um meio pelo qual o
participante consiga expressar suas qualidades”. Para os professores, serve também como um

instrumento que ajuda a conhecer melhor os alunos. Para Silva e Kodama:

Quando uma crianca brinca, demonstra prazer em aprender e tem oportunidade de
lidar com suas pulsdes em busca da satisfacdo de seus desejos. Ao vencer as
frustracBes aprende a agir estrategicamente diante das forcas que operam no
ambiente e reafirma sua capacidade de enfrentar os desafios com seguranca e
confianga. A curiosidade que a move para participar da brincadeira é, em certo
sentido, a mesma que move 0s cientistas em suas pesquisas. Assim, seria desejavel
conseguir conciliar a alegria da brincadeira com a aprendizagem escolar. (2004,

p. 3).

A insercdo de jogos nas brincadeiras serve de estimulo para que a crianga tenha
satisfagdo e prazer em fazer construgdes mentais e associar metodos e processos, que fazem

parte do jogo, a situacdes de aprendizagem escolar. Muitos dos desafios propostos ao aluno,
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através do jogo, sugerem acdes como no trabalho de um pesquisador, que, com o explorar e 0
avancar de sua pesquisa, vai aprendendo e construindo novos conceitos e vislumbrando novos
conhecimentos. De acordo com Silva e Kodama (2004), os jogos sao instrumentos que
ajudam a exercitar e estimular um agir: pensar em estratégias, com logica e critérios, a serem
seguidas, podendo auxiliar no desempenho escolar dos alunos.

A utilizagdo de jogos para o ensino e a aprendizagem de Matematica é destacada em
muitas pesquisas, sempre com resultados que apontam aprendizagens motivadoras e
interessantes. Além de desenvolver habilidades matematicas, o jogo € um grande estimulo ao
raciocinio logico e a reflexdo. De acordo com Strapason e Bisognin (2013), sempre €
necessario pensar antes de realizar qualquer jogada e a cada jogada é possivel construir um
novo raciocinio.

Para Grando (2000), o conhecimento matematico esta implicito na acdo do jogo.
Através da tomada de consciéncia associada ao ato de jogar, pode-se construir e definir
nog¢des conceituais. Ainda para essa autora, conceitos e nogdes sao construcdes do individuo.
Na sua interagdo com os observaveis, o individuo atuara no carater nocional e, quando estiver
coordenando imperatoriamente, estabelecendo relacdes I6gico-matematicas, estara
trabalhando em nivel conceitual. VVarios conceitos e no¢des matematicas podem coexistir na
acao do jogo, que, nesse caso, se relacionam e se integram na agéo.

Os jogos déao suporte aos alunos e fazem com que consigam utilizar mais de uma
habilidade ao mesmo tempo, levando-os ao aprendizado, com base no uso concreto de
saberes. Dessa forma, Strapason e Bisognin (2013) mostram que os jogos podem tornar o
contelldo matematico mais eficaz e interessante, auxiliando no desenvolvimento da linguagem
e do raciocinio dedutivo, que sdo exigidos nas jogadas, gerando, assim, uma argumentacao

por ter feito uma ou outra escolha.

2.3 ANALISE COMBINATORIA

No cotidiano da escola, os alunos resolvem exercicios e problemas combinatorios
sem saber, exatamente, 0 que sdo e para que servem. Entdo, o que seria Analise
Combinatoria? Como argumentar a favor do ensino e da aprendizagem desse contetido?

Para Hazzan (2004), a analise combinatoria visa a desenvolver métodos que
permitam contar o numero de elementos de um conjunto, sendo estes agrupamentos formados
sob certas condic¢Bes. Dante (2008) refere-se a problemas que envolvem o célculo do nimero

de agrupamentos que podem ser feitos com o0s elementos de um ou mais conjuntos,
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submetidos a certas condi¢bes. De acordo com Barreto Filho e Silva (2000), a Anéalise
Combinatoria constitui um ramo da Matematica, que tem por objetivo resolver problemas que
consistem, basicamente, em escolher e agrupar elementos de um conjunto. Conforme Souza
(2013), tais problemas sao situacdes que envolvem contagem de possiveis agrupamentos de
elementos de um ou mais conjuntos.

Para muitos autores de livros didaticos, utilizados para o ensino de andlise
combinatdria, esse € um ramo da Matematica que envolve técnicas de contagem para
solucionar problemas que formam agrupamentos sob certas condi¢gdes. Assim, uma definicédo
possivel é: analise combinat6ria é um ramo da Matematica que explica como formar e contar
agrupamentos através de técnicas de contagem, sendo que os elementos se agrupam pela
ordem ou por sua natureza.

A Anélise Combinatoria, na maioria dos livros de Ensino Médio, € o contetido de
aplicacdo de problemas de contagem. Mas, além dos problemas de contagem, a Analise
Combinatéria busca explorar outros conteidos matematicos como anélise de estruturas e
relacBes discretas. Para Morgado (1991, p. 2), o objetivo da Analise Combinatoria é “contar e
classificar os subconjuntos de um conjunto finito e que satisfazem certas condi¢des dadas”.

Pode-se associar outras situacdes ligadas a Analise Combinatdria a problemas de
existéncia que se inserem no principio de Dirichlet, que diz: “Queremos guardar m objetos
em n gavetas. Se m > n, entdo alguma gaveta devera conter mais de um objeto.” Esse principio
é informalmente conhecido como a Casa dos Pombos, que estd associado a inclusdo e
exclusdo. Esté ligado também ao que, na Matematica, entende-se por relacdes de recorréncia
ou principios de reflexdo. Esse principio, segundo Morgado e Carvalho (2014), descreve que
se n + 1 objetos devem ser colocados em n ou menos gavetas, entdo pelo menos uma gaveta
recebe mais de um objeto.

Tem-se, na visdo de Vasques e Noguti (2004), que de fato a Analise Combinatéria
teve origem ainda na Antiguidade, e foi através de Arquimedes, que viveu em Siracusa, no
século 11l a.C., que se passou a ter conhecimento acerca dos problemas de contagem. E
atribuido a ele um problema de combinagdo de pecas em um tabuleiro, que ficou conhecido
como Tabuleiro de Stomachion (Figura 1). Sabe-se, segundo esses autores, que Stomachion
tem a mesma origem da palavra estbmago, mas ndo ha certeza de que foi realmente
Arquimedes quem inventou 0 jogo ou se ele apenas explorou o problema proposto em algum

manuscrito mais antigo.
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Figura 1 — Tabuleiro de Stomachion

Fonte: Pinterest (2016).

Segundo o historiador Reviel Netz, que publicou um artigo no jornal americano The
New York Times, em 2003, o jogo Stomachion ndo era um passatempo para Arquimedes, mas
um objeto de pesquisa, em que buscava solucionar “de quantas formas distintas poderiam se
encaixar as 14 pecas deste jogo, de modo a conseguir formar um quadrado?” N&o se sabe se
Arquimedes esgotou este estudo, obtendo a resposta, mas o resultado encontrado,
recentemente, foi de 17.152 maneiras, sendo que esta resposta surgiu de um grupo de pesquisa
da Universidade da Califérnia, em San Diego, composto por Dr. Persi Diaconis, Dra. Susan
Holmes, Dr. Ronald Graham e Dr. Fan Chung, no ano de 2003.

Durante muito tempo, acreditava-se que a Analise Combinatoria, ou o célculo
combinatério, estivesse desligado do célculo aritmético; segundo Pastor (1939, apud
VASQUEZ; NOGUTI, 2004, p. 2), “o conceito moderno do numero ¢é, porém, uma das provas
do papel preponderante que a no¢do de ordem desempenha nas diversas teorias matematicas”.
Os primeiros registros do célculo combinatério foram os quadrados méagicos, sendo estes um
arranjo de nimeros em um quadrado de ordem n, em que a soma dos nimeros de suas linhas,
colunas e diagonais resulta sempre em um mesmo valor. Pode-se ver um exemplo de

quadrado magico na Figura 2.
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Figura 2 — Tabuleiro com um quadrado magico
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Fonte: Acervo do autor (2017).

Uma poesia infantil parece ter sobrevivido em varias culturas e serve para introduzir

0 campo de problemas combinatérios:

Quando eu estava indo para St. Ives,

Eu encontrei um homem com sete mulheres,

Cada mulher tem sete sacos,

Cada saco tem sete gatos,

Cada gato tem sete caixas,

Caixas, gatos, sacos e mulheres,

Quantos estavam indo para St. Ives?® (BIGGS, 1979).

Segundo Biggs, esta poesia, conhecida desde por volta de 1730, conforme Vasquez e
Noguti (2004), é usualmente interpretada como uma brincadeira. Entretanto, poder-se-ia supor
que, nas entrelinhas, existiriam propésitos bem mais sérios, pois ha um problema similar no
Liber Abaci: “sete mulheres velhas estdo indo para Roma; cada uma delas tém sete mulas;
cada mula carrega sete sacos; cada saco contém sete paes; cada pao tem sete facas; e cada faca
tem sete bainhas. Qual é o nimero total de coisas?”*, escrito por Leonardo de Pisa, que
dificilmente negaria uma conexao entre este problema e a poesia infantil.

Segundo Tavares e Brito (2005, p. 33), a Teoria Combinat6ria apareceu como um
capitulo novo da Matematica em fins do século XVII e, em poucos anos, surgiram trés livros
notaveis: Traité du triangle arithmétique (escrito em 1654 por Blaise Pascal e publicado em
1665), Dissertatio de arte combinatoria (Leibniz, 1666e Ars magna sciendi sive combinatoria
(1669), de Athanasius Kircher, além de trabalhos de Wallis (1673), Frénicle de Bessy (1693),
J. Bernoulli (1713) e De Moivre (1718).

3 Livro histdrico sobre aritmética, escrito por Leonardo de Pisa (Leonardo Fibonacci) no ano de 1202.
4 Traducéo feita pelo autor.
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Na Anélise Combinatdria, estuda-se a formacédo, a contagem e as propriedades dos
agrupamentos que podem ser constituidos, segundo determinados critérios, com os objetos de
uma colecdo. Esses agrupamentos distinguem-se, fundamentalmente, em trés espécies:
arranjos, permutacdes e combinacgdes, e podem ser formados de objetos distintos ou repetidos.

Hoje, a Anélise Combinatéria serve de base para varias teorias da Analise
Matematica, como: probabilidades, determinantes, teoria dos nimeros, teoria dos grupos e
topologia, entre outras. Com isso, € foco de muita atencdo, e ndo existe, na literatura, uma

definicdo desta ciéncia que abarque todas as suas ramificacdes.

2.4 FAZER E COMPREENDER NA CONSTRUCAO DO CONHECIMENTO

A Matematica escolar € uma disciplina que, em muitas das nocdes e em conceitos,
pode exigir aptiddes relacionadas a construgdes logicas. Tais aptiddes, de certo modo, podem
ser construidas ou aperfeicoadas através de interagdes com materiais que auxiliem a exercitar
0 cérebro para a construcdo das mesmas. Piaget (1995), em sua teoria da Epistemologia
Genética, diz que o conhecimento surge pela interacdo entre sujeito e objeto, fortalecendo a
ideia da construcdo do raciocinio légico, derivado também de acGes com materiais
manipulaveis, sendo, nessa teoria, o construtivismo a base do desenvolvimento cognitivo.

Na mesma obra, Piaget afirma que existem periodos de desenvolvimento mental, que
se dividem em: sensdrio motor, pré-operacional, operacional concreto e operacional formal.
Cada periodo é dividido em estagios e niveis, que possuem caracteristicas proprias.

A primeira fase do desenvolvimento, que Piaget designa como sensério-motor, esta
ligada a um egocentrismo total da crianca, em que tudo o que ela manipula esta ligado a
extensdo de seu préprio corpo. O seu conhecimento desenvolve-se através de suas a¢fes sobre
0s objetos que, de certo modo, satisfazem a sua curiosidade, podendo imitar varios
comportamentos. Como pensamento l6gico, nessa fase, a crianca comeca a perceber e
manipular objetos de diversas formas, ainda ndo podendo reconhecer os mesmos por uma
disting&o conceitual.

Na segunda fase do desenvolvimento, a crianga consegue diferenciar algumas formas
pelo seu tamanho e feitio; seu pensamento comeca a fazer diferenciacbes através da
visualizacdo e da manipulacdo de materiais, deixando de lado sua percepcao egocéntrica.

Na terceira fase € que se d& um passo maior em relagdo a alguns conceitos mais
abstratos ligados ao raciocinio. Entretanto, para a crianca desenvolver alguns aspectos mais

aprofundados em relacdo a matematica, ligados a esta fase do desenvolvimento, é importante
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a manipulacdo de objetos ludicos, pois auxiliam a diminuir bloqueios 1dgicos que possam
surgir e para que “[...] 0 aluno se sinta estimulado a aprender, diminuindo, assim, os bloqueios
gue a Matematica exerce sobre alguns deles e conseguindo mostrar como a mesma €
importante e de que maneira se faz presente em seu cotidiano”. (BEZERRA,; ASSIS, 2011,
p. 2).

Para Piaget (1995), o crescimento cognitivo se da por um processo de assimilagéo e
acomodacéo, associado ao fazer e compreender; de modo pratico, € compreender na acao, ao
pensar sobre a acdo. No desenvolvimento do conhecimento, a assimilacdo, que pode ser
entendida como o fazer, estd ligada as a¢Bes do sujeito sobre o objeto. Tais a¢des podem
ocorrer por meio de situagdes que sdo proporcionadas em um ambiente de aprendizagem,
apoiadas por materiais que possam auxiliar no desenvolvimento cognitivo. Gongalves afirma

que,

[...] devido as dificuldades de compreensdo por parte das criangas, dos
procedimentos algoritmicos a elas submetidos, sugere que para resolver célculos, é
importante que as criangas tenham a sua disposicdo os mais variados materiais
(fichas, palitos, grdos de cereais, contadores, jogos, e outros) para manipularem a
vontade, representando as quantidades citadas nos problemas envolvendo as
operacOes e realizando com eles as a¢Oes necessérias para se chegar a resposta
desejada. (2011, p. 24).

No desenvolvimento l6gico do pensamento matematico e das verdades que séo
construidas, a acdo do aluno, com os objetos, torna-se de extrema importancia, pois, como a
crianca, consegue associar com mais facilidade operagdes e procedimentos que, muitas vezes,
parecem ser abstratos. Conforme Moreira (1999, p. 100), “quando o organismo (a mente)
assimila, ele incorpora a realidade e seus esquemas de agéo, impondo-se ao meio”. Isto quer
dizer que, na acdo com objetos, é possivel compreender verdades matematicas, podendo
tomar-se como exemplo o sentido das operacdes como a soma e a subtragcdo, em que, através
de agrupamentos de objetos, formando novos grupos com mais componentes, a crianga
comeca a assimilar o sentido da adi¢éo ou, retirando componentes dos grupos, compreende o
sentido da subtracéo.

Piaget (1995) destaca que, para acontecer o desenvolvimento cognitivo e, por
consequéncia, a evolugcdo ou a compreensdo de conceitos, € importante, igualmente, a
acomodacdo, componente do processo de adaptacdo que surge simultaneamente ou apos a
acdo, quando o aluno busca compreender os conceitos por ele construidos, através do fazer. A
partir disto, da-se o desenvolvimento cognitivo, e os alunos conseguem criar e formalizar

conceitos. Refere-se a uma reestruturacdo do pensamento, quando o aluno se depara com
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situagBes que ainda estdo em desequilibrio cognitivo ou sem encontrar relagdo com outros
conceitos formados. Entende-se 0 que seria a formacdo de conceitos através de uma acéo,
como a do principio multiplicativo, ou da multiplicacdo. Supondo que o aluno crie 5 grupos
com 3 objetos idénticos cada, e que ja conheca o0 sentido da soma, associa que
3+3+3+3+3=15. Porém, ele percebe, na construcdo do algoritmo, que o numero 3 aparece 5
vezes. No momento em que ocorre tal observacgdo, é que se inicia o processo de acomodacéo,
ou seja, o aluno comeca a construir alguns conceitos basicos, e consegue associar que, se
juntar 5 grupos com 3 elementos idénticos, formam-se 15 elementos. Portanto, por 5 vezes 0 3
é que se repete, ou seja, cria uma nova solucdo ou representacdo para o problema, e observa
que 3+3+3+3+3 = 5x3 =15.

Como consequéncia da assimilacdo, como ato de fazer, e da acomodacdo, como ato
de compreender, o desenvolvimento cognitivo humano adapta-se a novas situac@es, criando
novos conceitos, conforme as situactes apresentadas. De acordo com Moreira (1995, p. 100),
“experiéncias acomodadas dao origem, posteriormente, a novos esquemas de assimilagdo e
um novo estado de equilibrio é atingido™.

Nessa terceira fase do desenvolvimento cognitivo, segundo Piaget (1995), o aluno
ainda ndo é capaz de fazer certos raciocinios l6gicos, de lidar com as ideias que séo
consideradas no contexto formal da matematica. Surge, entdo, a quarta fase do
desenvolvimento, conhecida como operatorio-formal. Nessa fase, a deducdo légica é um
instrumento do qual o adolescente comeca a fazer uso. Ele inicia levantando hipdteses, e a
construir operacGes mentais e reconhecé-las. Nesse periodo, muitos ndo conseguem ainda
compreender conceitos e teoremas da matematica. Essa falta de compreensdo, na visdo de
Piaget (1978, p. 143), € devida ao fato de esses individuos experimentarem uma espécie de
lacuna eventual, que faz com que os alunos ndo tenham uma boa receptividade a novos
conceitos. No entanto, essa lacuna pode ser preenchida através de situacfes que satisfacam o
interesse do aluno, por meio de problemas que se encaixem em estruturas de pensamentos ja
constituidas. As interacdes com verdades abstratas ndo podem deixar de lado a¢des do sujeito
com 0 objeto, pois é nelas que o adolescente vivencia o desenvolvimento cognitivo. Ou seja,
ao manipular ou explorar situagdes concretas, tomando 0s jogos como exemplo, que buscam
induzir o pensamento, faz-se florescer as ligacdes das acdes envolvidas com os conceitos que
devem ser construidos. Por isso, € recomendavel a utilizacdo de materiais manipulaveis ou
jogos em ambientes de aprendizagem, para alunos adolescentes, e até mesmo para adultos.

Como afirma Souza:
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O material a ser utilizado deve proporcionar ao aluno o estimulo a pesquisa € a
busca de novos conhecimentos, o proposito do uso de materiais concretos, no ensino
escolar, é o de fazer o aluno adquirir a cultura investigativa, 0 que o preparara para
enfrentar o mundo com ac¢des préticas, sabendo-se sujeito ativo na sociedade. (2007,
p. 111).

A acdo com objetos faz com que o aluno consiga assimilar de maneira mais
construtiva conceitos e relagBes presentes na matematica. Tais materiais ajudam a organizar
as estruturas cognitivas, de modo que chega a acomodacdo de maneira mais consistente e
eficaz. Moreira (1999, p. 102) diz que “a mente, sendo uma estrutura (cognitiva) tende a
funcionar em equilibrio, aumentando, permanentemente, seu grau de organizacao interna e de
adaptacdo ao meio”.

O raciocinio logico e seu estimulo, no quarto estagio de desenvolvimento cognitivo,
conforme descreve Piaget (1995), devem ser exercitados pelo aluno, para que suas estruturas
mentais venham a se fortalecer. Do contrario, o desenvolvimento cognitivo passa a reproduzir
acOes e ndo busca criar novas estratégias de resolugdes de problemas. Se ndo ocorrer estimulo
de pensamento diversificado e adaptado a novas situacdes, que explorem conceitos por meio
de técnicas diferenciadas, englobando a tecnologia e outros recursos instigando a curiosidade,

isso se refletira negativamente no ensino da matematica, como afirma D’ Ambroésio:

E bastante comum o aluno desistir de solucionar um problema matematico,
afirmando ndo ter aprendido como resolver aquele tipo de questdo ainda, quando ele
ndo consegue reconhecer qual o algoritmo ou processo de solucdo apropriado para
aquele problema. Falta aos alunos uma flexibilidade de solu¢do e a coragem de
tentar solugdes alternativas, diferentes das propostas pelos professores. (1989,
p. 15).

O desenvolvimento, as construcfes de estruturas logicas e suas aplicacdes para a
resolucdo de problemas matematicos, que se relacionam com as fases operatério-formal e
formal, segundo Piaget, se ndo acontece adequadamente, impede o aluno de criar estruturas de
pensamento, e ele passa a utilizar predominantemente a memoria, como aprendizado para a
reproducdo de algoritmos e procedimentos impostos a ele. Ele ndo se sente mais desafiado e
passa a acreditar em construcdes de raciocinio preestabelecido, em que a busca pelo novo ou
pela descoberta ja ndo faz mais tanto sentido. D’ Ambrosio (1989, p. 16) mostra que “a0 aluno
ndo é dada, em nenhum momento, a oportunidade ou gerada a necessidade de criar nada, nem
mesmo uma solugdo mais interessante”.

As acles que buscam estimular a assimilagdo e a acomodagdo devem continuar
sendo exploradas em todas as etapas, pois, durante as mesmas, continuam ainda a

formalizacdo e o fortalecimento de estruturas de pensamento, e podem surgir resultados
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esperados em menos tempo, que sdo chamados, por Piaget (1978), de acGes de éxito precoce.
Ja a partir de certo nivel, em que ocorrem éxitos precoces, 0s conceitos comecam a influenciar
as acoes.

Os éxitos precoces ocorrem devido a tomada de consciéncia, e o aluno assimila
através de suas acbes. Com isso, ele consegue fazer algumas previsdes do que poderd
acontecer, “a acdo ¢ um refor¢co de suas capacidades de previsdo e a possibilidade, em
presenca de uma dada situacao, de dar um plano de utilizacdo imediata”. (PIAGET, 1978,
p.174).

Portanto, as acdes que os alunos tendem a desenvolver, antes da formacao de novos
conceitos, buscam associagdes a conceitos preestabelecidos em outros momentos, ajudando-
os a formalizarem novas conclus@es, em a¢des que eles executam no momento. Ou seja, é
assim gue a conceituacdo comeca a criar autonomia dando liberdade para o aluno comecar a
fazer inferéncias, associando aquilo que ele ja sabe com aquilo que ele ira aprender.

No entanto, parece que o0s conceitos vao surgindo do fazer, e a compreensdo se da em
acao, quando o aluno consegue dominar o novo conceito. Por exemplo, o ato de fazer um bolo
parece simples. Ja que é algo que podemos desenvolver por meio de uma receita, basta seguir
0s passos e tudo esta feito, mas entender os procedimentos e as reagdes que acontecem com as
misturas dos componentes do bolo néo € tdo simples assim. Piaget explica:

Na verdade os problemas sdo mais profundos e voltam a determinar em que
consistem as coordenacfes das agdes, se existirem em seus esquemas proprios, e as
coordenagBes conceituais, l6gico-matematicas ou causais, as quais se dirige 0
pensamento, desde as tomadas de consciéncia elementares até as conceituagdes
superiores. (1978, p. 176).

A simples acdo ou alguns conceitos preestabelecidos ndo sdo suficientes para obter
um avancgo completo. O que se necessita, para que o compreender seja consequéncia do fazer,
é aplicar acdes que produzam coordenacdes ldgicas, agcdes que tenham uma estrutura continua
formando sequéncias préaticas, formando conceitos, pois é a partir do fazer organizado e
pratico que o conceito cria-se como estrutura mental e, “em condigdes ideais e somente na
pratica serdo notados e colocados em evidéncia certos pressupostos”. (D’AMBROSIO, 1996,
p. 79).

Piaget (1978, p.175) diz que “os esquemas de assimilagdo podem modificar-se por
adaptacdo aos objetos, e que eles estdo assim aptos a corregdes diversas”, ou seja, o papel do
professor torna-se evidente na mediacdo, fazendo com que o aluno se direcione a ac¢des que

ajudem a compreender 0 que esta se passando. E o professor que direciona sua pratica, de
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modo a fazer com que o aluno consiga separar a razdo das coisas que estdo na agéo, gerando
assim a compreensao.

Entende-se, em sintese, que a finalidade do fazer é o que ira direcionar o
compreender em acdo. Por isso, o professor, ao pensar em uma atividade, deve ter uma
organizacdo bem-estruturada e com propdsitos claros, porque o sucesso do compreender em
acao pode partir de alguns fracassos iniciais, que ajudam a direcionar para um sucesso que “se
traduz por processos de equilibracdo conjunta, bem mais do que por um finalismo
diferenciado em minucias”. (PIAGET, 1978, p. 175).

Por meio destes conceitos e afirmacgdes, sera idealizada e sustentada, através desta
visdo, uma metodologia de ensino diversificada, de tal modo que instigue a curiosidade do
aluno. Para tal, serdo proporcionados varios recursos para o fazer, no desenvolvimento das
atividades, visando a explorar e compreender os conceitos, como forma de construir o
conhecimento. Assim, ao realizar as diversas atividades propostas, visa-se a construcdo dos
conceitos, numa forma de equilibragdo, entre fazer e compreender, da qual pode resultar a

aprendizagem.

2.5 REVISAO DE LITERATURA

Nesta secdo sdo discutidas algumas pesquisas realizadas no contexto educacional,
relacionadas ao estudo da Analise Combinatdria. Muitos autores tém desenvolvido pesquisas
sobre 0 ensino e a aprendizagem desse conteudo, e proposto estratégias para o
desenvolvimento do raciocinio combinatério e a importancia de ndo se ensinar somente com a
metodologia, bastante comum, de resolucdo de problemas combinatdrios. Dentre os estudos
realizados nessa direcdo, sdo trazidas, aqui, ideias propostas por Sabo (2010), Chilela (2013),
Mendonca (2011), Fonseca (2012), Oliveira (2014), Leandro (2006), Campos (2011) e
Pinheiro (2015).

Sabo (2010), em seu trabalho, faz uma ampla revisao bibliografica sobre o que estava
sendo construido para o ensino de Analise Combinatoria, e como a disciplina vinha sendo
ministrada nas escolas. Na sua revisdo, Sabo (2010, p. 33) afirma que “a falta de
conhecimento do professor em relagcdo ao conteudo matematica, reflete-se nas dificuldades
apresentadas pelo professor em ensinar Analise Combinatdoria” e S80 aspectos comuns
descritos nos trabalhos por ele pesquisados. Da experiéncia que se tem, sabe-se que para o
Ensino Médio, a Analise Combinatéria vem sendo cobrada com maior frequéncia, tanto que,

em exames, como 0 Exame Nacional do Ensino Médio (Enem), tem sido bastante forte o
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enfoque dado a exercicios e problemas combinatérios. Segundo as pesquisas de Sabo (2010),
muitos professores desviam esse tema na sala de aula ou ensinam o contedo por meio de
formulas prontas, fazendo com que os alunos deixem de desenvolver a intuicdo e 0 senso
combinatdrio por meio de inducdes logicas.

Chilela (2013, p. 11) afirma que “o processo de ensino e aprendizagem de Analise
Combinatoria é critico principalmente devido ao conflito entre resolugdo de problemas e o uso
de um formulario”. O autor comenta que muitos professores ndo incentivam o
desenvolvimento do raciocinio combinatorio, que é base para calculos relacionados a teoria
das probabilidades e que esses definem os conceitos por meio de férmulas ja prontas, como
constam nos livros. Pode-se pensar em dificuldades em que o préprio professor tem em
relacdo a este conteddo. Sabo (2010) destaca que existem poucos cursos de formacédo
continuada relacionados a esse tema e que a maioria das faculdades ensina topicos de Analise
Combinatoria, em algumas aulas da disciplina de Estatistica.

No entanto, ambos 0s autores buscam desenvolver, em seus trabalhos, metodologias
de ensino que auxiliem no aprimoramento das técnicas de ensino de Analise Combinatdria.
Sabo (2010) da um enfoque maior para a formacao de professores, enquanto Chilela (2013)
procura criar um instrumento metodoldgico que aprimore a aprendizagem de problemas de
contagem.

Mendonga (2011) desenvolveu um estudo sobre as perspectivas de ensino da Analise
Combinatéria, por meio de uma visdo construtivista, que atribui ao professor um papel de
mediador. O autor mostra grande preocupacdo sobre 0 modo como 0s assuntos referentes a
analise combinatdria estdo sendo abordados por muitos professores, tanto que, em sua
pesquisa, ele juntou quatro professores dispostos a delinear novas maneira de ensinar, por
meio de perspectivas construtivistas.

Pode-se, entdo, associar as ideias desses autores com as de Zabala (1998, p. 18),
quando ele refere que “a maneira de configurar as sequéncias de atividades ¢ um dos tracos
mais claros que determinam as caracteristicas diferencias da pratica educativa”. Confirma-se,
assim, que se pode, atraves de acdes conjuntas, criar novas possibilidades, como mostra
também Fonseca (2012), que cria uma sequéncia de atividades embasadas na resolucéo de
problemas de contagem, como forma de estimular o pensamento combinatorio em problemas
do cotidiano.

Fonseca (2012, p. 17) afirma que “o raciocinio combinatério ¢ um componente
essencial do pensamento formal e um pré-requisito importante para o raciocinio logico

formal”, ou seja, 0 modo de abordar o conteudo deve contemplar acdes e promover o
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aprendizado também de habilidades e competéncias que enriquecam o desenvolvimento
cognitivo dos alunos. Tal desenvolvimento deve ser complementado por compreenséo sobre o
fazer, como diz Piaget (1978): as acGes devem consistir em uma construcao de equivaléncias
que crie situacdes de tomada de consciéncia, gerando a compreensdo dos conceitos
estimulados pelo fazer.

De acordo com Oliveira,

[...] para conseguir uma evolucdo do raciocinio combinatério, de forma que os
alunos compreendam e tenham concepcdes corretas para os trabalhos com Analise
Combinatoria, ainda recomenda-se que a organizagdo do ensino apresente atividades
que abranjam o pensamento recursivo e 0S pensamentos sistematicos de
enumeracdo, em vez de centrar o ensino e aprendizagem apenas na defini¢do e na
aplicacdo de férmulas. (2014, p. 32).

Segundo o autor, outra vez fica claro que € importante ter formas e meios que
remetam o0s alunos a a¢BGes que estimulem o raciocinio; no entanto, também ndo se pode
deixar de lado as definicGes e técnicas de solucbes de problemas. O que Oliveira (2014) quer
dizer é que ndo se deve deixar de promover a construgdo dos conceitos junto com os alunos,
propiciando meios, como 0 uso de materiais manipulaveis que levem a uma acdo que
direcione para a compreensdo de conceitos. Apds passarem por estagios de compreensdo, 0s
alunos podem ser desafiados a criar definices e técnicas de solucdes de problemas, ao invés
de as receberem prontas e tendo o duro papel de decorad-las e empregéa-las em rotinas de
exercicios de repeticéo.

Outra questdo a se observar é que, na maioria das vezes, 0 que o professor possui de
recurso para trabalhar a Analise Combinatdria é apenas o livro didatico. Sobre isso, Oliveira
(2014) e também Pinheiro (2015) fizeram um levantamento de como est4 sendo abordado este
contetdo nos livros e, infelizmente, 0 que constataram foi que é feita uma explanacdo
basicamente voltada as formulas e definicdes. Ambos o0s autores destacam que este tipo de
abordagem tem muito a ver com a formacdo matematica dos professores, ficando as
construcgdes dos conceitos como uma pratica que depende muito da capacidade pedagogica de
os professores transformarem essa metodologia de exposicéo e reproducéo em sala de aula.

Sabendo da importancia em se estimular o raciocinio l6gico dos alunos, em
praticamente todas as pesquisas citadas neste trabalho, fica evidente que os contetdos desta
parte da matematica ndo podem ser abordados apenas como exercicios numericos, por

reproducdo de formulas prontas. Na pesquisa de Leandro (2006), encontra-se que a falta de
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raciocinio dedutivo interfere no modo como o aluno justifica ou explica uma determinada
resolucéo de problema que Ihe é apresentada.

Segundo Campos (2011), muitos dos trabalhos associados a Analise Combinatéria
sugerem que a aprendizagem se dé, especificamente, por meio da resolucéo de problemas. No
entanto, nas pesquisas do autor citado acima, observasse que na sua maioria os trabalhos
desenvolvidos por outros autores, que usavam tal metodologia de resolugdo de problemas,
eram compostos de atividades simples e repetitivas, que nao remetem o aluno a construir o
conceito, mas sim faz com ele apenas reproduza formulas prontas. Segundo esse autor, 0s
problemas de Analise Combinatéria devem englobar formas variadas de resolucdo e de
operacOes combinatdrias, pois € essa variedade que faz com que os alunos pensem mais e
estimulem o seu raciocinio. Para ele, ainda, os conceitos ndo devem ser reduzidos a situacdes
repetitivas, mas sim o conceito deve ser explorado em situacdes diversificadas, fazendo os
alunos remeterem o0 seu pensamento a compreensdo dos mesmos por meio de acdes. No
entanto o autor descreve que na maioria dos trabalhos por ele pesquisado, ocorre um tipo de
treinamento nas atividades propostas, que enfatiza a reproducéo do conhecimento, e ndo ha
uma forma de construcao do conhecimento.

Na pesquisa realizada, observou-se que hd muitos trabalhos sendo desenvolvidos
sobre o ensino e a aprendizagem de Analise Combinatéria. A maioria dos estudos aponta que
ha problemas no ensino e busca enfatizar que a aprendizagem deve ocorrer de forma
sequencial, em grau de dificuldade, com atividades diversificadas que estimulem o
pensamento dos alunos. Entende-se também que, para promover a compreensdo, deve-se
trazer o aluno, 0 mais proximo possivel, dos conceitos, por meio do fazer e do pensar sobre as
acOes executadas, tirando destas reflexdes o sentido, os significados dos conceitos e uma

condicdo aprimorada de desenvolvimento do raciocinio.
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3METODOLOGIA

Inicialmente, é importante compreender o que é pesquisa. Segundo Goldenberg
(2007), é um trabalho de producdo de conhecimento sistematico, ndo meramente repetitivo,
mas produtivo, que faz avancar a area do conhecimento a qual se dedica. Para Goldenberg
(2007), o ato de pesquisar esta diretamente relacionado a coisas que se faz e ndo a objetos que
alguém pode tocar ou ver. Pode-se entender que o ato de pesquisar contém certa preciosidade
e ndo é um processo mecanico de produzir conclusdes prévias. Numa pesquisa cientifica,
espera-se produzir algo que venha a contribuir com o meio cientifico.

Com esse sentido, esta pesquisa tem natureza qualitativa e carater descritivo-
explicativo, em que os fatos e as situacdes sdo explorados, compreendidos e detalhados
através da analise dos dados construidos para esse fim. Sobre a abordagem, essa foi feita de
forma direta; ocorreu no ambiente escolar durante as aulas de Matematica, em que se aplicou
a proposta planejada para o experimento pedagdgico criado. Os objetivos da pesquisa estdo
ligados a criacdo de uma sequéncia didatica, que venha a contribuir com o ensino e a
aprendizagem de Anéalise Combinatoria.

A parte préatica da pesquisa foi realizada no Colégio Scalabriniano Nossa Senhora
Medianeira, uma escola que possui espaco amplo, que comporta boas salas de aula,
laboratério de informéatica com internet, locais variados para estudos individuais e em grupos,
laboratério de psicomotricidade, biblioteca, laboratorio de Fisica, Quimica e Biologia, um
centro de idiomas, ginasio de esportes, espaco ecoldgico, sala de cinema, centro de
convivéncia, entre outros. De orientacdo catdlica, a escola existe ha mais de 100 anos e tem
tradicdo como instituicdo educacional. Atualmente, possui por volta de 650 alunos, com
idades que variam de quatro meses, ingressantes no bercéario, até 18 anos, dos que frequentam
0 Ensino Médio.

A sequéncia didatica foi aplicada em uma turma da 22 série do Ensino Médio,
composta por 22 estudantes, 15 meninos e sete meninas, oriundos da regido de Bento
Gongalves, onde a escola se localiza. Os dados da pesquisa tém origem nas observagdes do
professor, anotadas em um diario de bordo, nas produgdes dos estudantes, nos registros das
suas falas e em respostas a questionarios respondidos no decorrer da aplicacdo da sequéncia
didatica, planejada como parte experimental da pesquisa. Para produzir os resultados dessa
aplicacdo, avaliar o alcance dos objetivos e construir a resposta ao problema de pesquisa, 0s

dados foram organizados e analisados segundo orientacfes da analise de discurso, que
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Gondim e Fischer (2009) buscam associar, com o intuito de compreender e apresentar, com
clareza, os resultados obtidos com a aplicagdo da sequéncia didética.

3.1 SEQUENCIA DIDATICA

Ao planejar a sequéncia didatica, teve-se como propdsito desenvolver o processo de
ensino para promover a aprendizagem, o que esta vinculado com o ato de planejar e de avaliar
0 que foi planejado e aplicado. Segundo Ramos (2009), o planejamento deve ser dindmico e
constantemente alimentado pela pratica docente, sendo, assim também, um momento de
reflex@o sobre 0s objetivos que se quer alcancar.

Segundo Zabala (1998), os conteddos para a aprendizagem sdo todos aqueles que
podem possibilitar o desenvolvimento da capacidade motora, afetiva, de relacdo interpessoal e
de insercdo social do aluno. Este deve ser e sentir-se o ator principal para o desenvolvimento
da aprendizagem, disposto e comprometido com seu papel, orientado pelo professor, que
precisa identificar diferentes graus de conhecimento dos estudantes, como principio da
organizacdo didatica, que pode auxiliar a todos a avancarem da condi¢édo inicial em que se
encontram. A aprendizagem, por sua vez, depende de uma série de principios e acdes de
ambos, que fazem com que o estudante possa compreender o que o professor propde-se a
ensinar.

Ao pensar em uma sequéncia didatica para ensinar determinado conteldo, a mesma
deve contemplar a organizacdo didatica como um percurso que auxilie para o
desenvolvimento de aprendizagens pretendidas. Segundo Zabala (1998), uma sequéncia
didatica, para ser completa, deve conter os seguintes elementos:

1. apresentacdo de uma situacao problematica;

. problemas ou questdes;

. respostas intuitivas ou suposi¢oes;
. fontes de informacao;

. busca de informacao;

. elaboracdo de conclusdes;

. generalizag0es;

. exercicios de memorizacgéo;

© 00 N O O B WD

. prova ou exame;

10. avaliacao.
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Para Zabala (1998), uma sequéncia didatica com todos esses elementos € muito
proxima do ideal, pois envolve uma grande variedade de atividades, que por sua vez permitem
planejar varias estratégias, sempre relacionadas aos objetivos de aprendizagem estipulados
pelo professor.

No entanto, criar e aplicar uma sequéncia didatica ndo é suficiente, pois ensinar, para
Zabala (1998), envolve uma série de relagdes que devem conduzir a elaboracdo, por parte do
estudante, de representacGes pessoais sobre o conteudo que, por sua vez, € o objeto de
aprendizagem. Ao definir o conteddo de Analise Combinatdria como objeto de estudo, surge
uma série de questionamentos, tais como: O que se deve enfatizar, o Principio Fundamental
da Contagem ou férmulas e aplicacdes? Como abordar o conte(ldo? Por onde comecar? Sera
que estudantes conseguirdo diferenciar os varios tipos de grupo? No entanto, Morgado et al.

afirmam que

a Andlise Combinatéria ou simplesmente Combinatéria é muitas vezes entendida
por maior parte dos alunos, apenas como os estudos de combinacBes, arranjos e
permutacfes. No entanto, nesse contelldo cabe tratar de varios outros tipos de
problemas e dispde, além das combinagdes, arranjos e permutacdes, de outras
técnicas para ataca-los: o principio da inclusdo-exclusdo, o principio das gavetas de
Dirichlet, as funcbes geradoras, a teoria de Ramsey sdo exemplos de técnicas
poderosas de Analise Combinatéria. (1991, p.1).

Para os autores Morgado et al. (1991), ha dois tipos de problemas que ocorrem
frequentemente em Analise Combinatéria:

— demonstrar a existéncia de subconjuntos de elementos, de um conjunto finito dado,

que satisfazem certas condic0es;

— contar ou classificar os subconjuntos, de um conjunto finito, que satisfazem certas

condigdes dadas.

E importante que o professor trabalhe a aprendizagem dos conceitos de Anélise
Combinatoria de forma cuidadosa e investigativa, evitando a reproducdo mecénica, para que a
mesma ndo seja interpretada apenas como um conjunto de formulas complicadas, o que é
danoso e torna tudo muito confuso.

Com a sequéncia didatica elaborada para esta investigagdo, propde-se ao aluno a
construcdo do conhecimento na realizacdo, com reflexdo, de atividades préaticas propostas,
com apoio de materiais manipulaveis ou digitais. A constru¢do do conhecimento se dard a
partir da criacdo de estratégias para a resolucdo de atividades propostas aos estudantes, o que,
segundo Piaget (1978), estdo ligadas a condutas instrumentais, que buscam fazer com que 0s
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alunos construam o conhecimento através da associacdo daquilo que estdo fazendo com a
manipulagdo dos objetos propostos a eles.

Como preocupacdo central no planejamento, o que se procurou, constantemente, foi
que os estudantes desenvolvessem o raciocinio logico através das estratégias de jogos,
integrando uma sequéncia didatica que contribua para a compreensao e a diferenciacdo da
ideia geral de contagem e dos conceitos de permutacgéo, arranjo e combinagéo.

3.2 DINAMICA COMBINATORIA

A sequéncia didatica construida é denominada de Dindmica Combinatoria, e é
composta de sete etapas, uma de organizacdo e de apresentacdo do contexto historico,
chamada de etapa zero e outras seis etapas, de 1 a 6, cujo percurso por elas deve, por hipotese,
fortalecer e estimular o pensamento combinatério, com a realizacdo dos jogos virtuais, jogos
de tabuleiro e roteiros de estudo relacionados ao tema de estudo.

A Dinamica Combinatdria foi planejada a partir do modelo proposto por Zabala
(1998), partindo da histdria, que serve de base para o conteddo relacionado a Analise
Combinatoria, através de problemas que nortearam a formalizacdo do seu estudo. A
composi¢do dos jogos também foi pensada de maneira sequencial, visando a que o aluno
intuisse os conceitos através da pratica associada a problemas e a tirar conclusoes, a partir das
solucdes de desafios propostos por ele.

Faz parte da Dindmica Combinatoria, conforme os elementos propostos por Zabala
(1998), para uma sequéncia didatica, a busca por informacédo, o que foi proposto aos alunos
através de um estudo orientado e elaborado pelo professor, e que teve o papel de auxiliar ou
intervir sempre que solicitado. Apds o desenvolvimento dos jogos, os alunos tém como tarefa
a resolucdo de atividades extras, associadas aos conceitos sugeridos nos desafios, e que
servem para avaliar a compreensdo que tiveram com relagdo aos conceitos construidos. No
final da Dinamica Combinatoria, os alunos sdo avaliados em relacdo as aprendizagens,
também através de provas, o que € orientado pela escola e, no final, respondem questdes de
autoavaliacdo e estimou a metodologia usada pelo professor, respondendo perguntas sobre
pontos positivos, dificuldades e até sobre preferéncias, ao compararem a estratégia proposta
com uma metodologia mais tradicional, desenvolvida com explica¢des do professor, seguida

da resolucéo de exercicios para a fixa¢do dos contedos transmitidos.
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Apresenta-se, a seguir, uma breve descri¢cdo das etapas da Dindmica Combinatoria,
as quais estdo detalhadas na forma de planos de aula, no Apéndice E deste trabalho, proposta

que visa como planejamento de uma sequéncia didatica.

3.2.1 Etapa 0

Como inicio dos estudos, visa-se fazer uma introducdo de todo o trabalho a ser
desenvolvido na Dinamica Combinatéria, com a qual sdo explorados 0s conceitos
fundamentais da Anélise Combinatoria.

O contexto histérico é apresentado aos alunos através de problemas e textos sobre a
historia da Analise Combinatdria e sobre os historiadores matematicos, que construiram este
conhecimento matematico. Questdes desafiadoras sao propostas para animar e despertar a
curiosidade dos estudantes a participarem, com disposi¢do e envolvimento, de todas as
atividades.

Acdes de organizacdo acontecem nessa etapa, como a definicdo das equipes e dos
nomes para cada uma, além de algumas instrucGes sobre o preenchimento do diario de bordo

para os registros de cada equipe. A Etapa 0 acontece em uma aula, com duragdo de uma hora.

3.2.2 Etapa 1

A primeira etapa contém trés jogos, a serem acessados pela internet, que envolvem
desafios que requerem habilidades légicas para serem solucionados. No decorrer de uma hora,
0s estudantes passam pelos trés e, no final de cada um, respondem questdes sobre a forma
como pensaram para solucionar os desafios de cada jogo. Nos minutos finais, é proposto um
problema sobre o principio da contagem, para o qual cada estudante devera explicar como
pensou em cada passo que leva a solugéo.

Jogo 1 — Yellow Out (Figura 3): O jogo do estacionamento, de onde o carro amarelo

deve ser retirado, com 0 menor nimero possivel de movimentos.
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Figura 3 — Layout do Jogo Yellow Out
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Fonte®: Site do Terra (2016).

Jogo 2 — Twibik (Figura 4): Desafio de atencdo e raciocinio rapido, para associar

pares de pecas iguais que vao sendo disponibilizadas em lugar de pares que sao retirados.

Flgura 4 Layout do Jogo TW|b|k
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(Eras
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(ahei)

Fonte®: Site do Terra (2016).

Jogo 3 — Pulo do Sapo (Figura 5): Um jogo de atencdo e estratégia para deslocar um
grupo de trés sapos para a margem oposta daquela onde se encontram.

® Disponivel em: <http://www.terra.com.br/webgames/yellowout/yellowout.ntm>. Acesso em: 15 ago. 2016.
® Disponivel em: <http://www.terra.com.br/webgames/yellowout/yellowout.htm>. Acesso em: 15 ago. 2016.


http://www.terra.com.br/webgames/yellowout/yellowout.htm
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Figura 5 — Layout do Jogo Pulo do Sapo

Fonte’: Site de jogos (2016).

Os alunos, no decorrer dos jogos, preenchem uma tabela (Apéndice C), com as
pontuacBes obtidas, o tempo de resolugdo dos jogos, o nivel alcancado e o nimero de
solugdes, conforme o jogo disputado.

3.2.3 Etapa 2

Esta etapa consiste na realizacdo do Jogo do Quadrado,® que foi desenvolvido pelos
professores e pesquisadores Rezende, Lopes e Teodoro (2009), com o intuito de explorar o
raciocinio combinatério e o calculo de probabilidades. A atividade € realizada em equipes de
trés componentes, definidos por sorteio, e requer o tempo de duas horas. O que se espera com
esta atividade é o desenvolvimento da ideia do Principio Fundamental da Contagem, que
serve como principio introdutério para resolver problemas de Anéalise Combinatéria. Os
alunos tém a oportunidade de explorar o0 jogo e avaliar se 0 mesmo é ou ndo de azar,
respondendo um questionario p6s-jogo.

O Jogo do Quadrado é um jogo simples que utiliza 0 mesmo tabuleiro do Jogo da
Velha (Figura 6) e os movimentos de captura de pecas possuem algumas semelhangas com os
das pecas pedo e torre no Jogo de Xadrez. Sdo utilizadas apenas duas pegas, uma para cada
equipe, e vence 0 jogo quem capturar a peca do adversario ou chegar primeiro no ponto de
partida do adversario. A Figura 6 mostra o tabuleiro utilizado nesta etapa da Dindmica

Combinatéria:

" Disponivel em: <http://jogos.testeqi.com.br/o-pulo-do-sapo>. Acesso em: 15 ago. 2016.
& Disponivel em: <http://www.sbmac.org.br/eventos/cnmac/xxxii_cnmac/pdf/372.pdf>. Acesso em: 7 out. 2016.
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Figura 6 — Tabuleiro utilizado no Jogo do Quadrado

1121]3
415]6
71819

Fonte: Elaboracéo do autor (2016).

3.2.4 Etapa 3

Na terceira etapa da Dindmica Combinatéria, busca-se explorar outro jogo,
conhecido como Jogo Senha (Figura 7), com o qual sdo desenvolvidos alguns conceitos que
embasam as técnicas de contagem: permutacdo e arranjo. Essa etapa acontece no decorrer de
duas horas, durante as quais o0s alunos trabalham em equipes organizadas pelo professor.

O Jogo Senha foi desenvolvido em 1970 pelo israelense Mordechai Meirovitz e o
objetivo, com as jogadas, é descobrir a sequéncia que compde a senha de quatro cores,
repetidas ou ndo, dentre seis cores distintas.

Figura 7 — Tabuleiro original do Jogo Senha

Fonte®: Wikipédia (2016).

O tabuleiro do jogo foi adaptado, para a aplicacdo em sala de aula, para uma cartela

(Apéndice D), utilizando lapis de cor no lugar das pecas coloridas.

3.2.5 Etapa 4

Na etapa quatro da Dindmica Combinatéria, sdo explorados agrupamentos que se

diferenciam pela natureza dos seus elementos, ou seja, a atividade é desenvolvida visando a

introducdo ao conceito de contagem, designado de combinacdo simples. Para explorar este

® Disponivel em: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Mastermind>. Acesso em: 8 out. 2016.
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conceito, é utilizado o Jogo Bicolorido, criado, inicialmente, para explorar conceitos
geométricos e que foi readaptado para explorar, também, conceitos combinatorios. A
atividade tem duracdo de uma hora e é desenvolvida em equipes.

O Jogo Bicolorido foi proposto, originalmente, na obra de Gardiner (1991) e,
posteriormente, Borin (1995) utilizou-o com o intuito de introduzir e desenvolver conceitos
de ceviana,’® concorréncia de cevianas e pontos notdveis de um tridngulo, que sdo temas
importantes da Geometria Euclidiana para o Ensino Fundamental. Porém, o jogo utilizado
para esta atividade tem origem em uma pesquisa realizada por Carla Soares Silva, em 2010,
que o adaptou para explorar conceitos de combinagdo simples, numa configuragédo de
tabuleiro, como esta mostrado na Figura 8.

Figura 8 — Tabuleiro do Jogo Bicolorido
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Fonte: Elaboracéo do autor (2016).

3.2.6 Etapa 5

Na quinta etapa, os alunos, organizados em grupos, realizam um estudo sobre as
técnicas de contagem, aprofundando conhecimentos em fontes como livros e materiais
disponiveis na internet, sobre conceitos que fundamentam essas técnicas e estruturam a
Analise Combinatoria. Os resultados dos estudos de cada grupo sdo socializados, em sala de
aula, com o apoio de slides. Para esta etapa, sdo previstas até seis horas aulas para a realizagdo
das pesquisas, de estudos, da organizagéo e apresentacGes em sala de aula.

Para o desenvolvimento desta etapa de aprofundamento e formalizacdo dos

conhecimentos construidos com a realizagdo dos jogos, 0s alunos sdo organizados em sete

10 Ceviana é uma reta que passa pelo vértice de um tridngulo e corta o lado oposto.
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equipes, sendo que cada uma deve pesquisar, estudar e planejar uma apresentacdo para 0s
demais colegas, de um dos seguintes temas:
1.  conceito de fatorial;
equacdes envolvendo fatorial;

permutacdes simples;

2
3
4.  permutacdo com repeticao;
5 arranjos simples;

6 combinacges simples;

7

. permutagdes circulares.
As equipes desenvolvem e apresentam os estudos em sala de aula, no laboratorio de

informatica e na biblioteca, seguindo um roteiro de estudo elaborado pelo professor.
3.2.7 Etapa 6

Esta é a Gltima etapa da sequéncia didatica e, como atividade em sala de aula, 0s
alunos sdo desafiados para uma disputa, de diversdo e conhecimento, na realizacdo do Jogo
Trilha Combinatdria®!, planejado para uma aplicacio descontraida de conhecimentos sobre
Anélise Combinatdria. A previsdo de duracdo do jogo € de uma hora e acontece na forma de
uma disputa entre as equipes que vivenciaram a Dindmica Combinatoria.

Segue, na Figura 9, a imagem do tabuleiro do jogo.

Figura 9 — Tabuleiro do Jogo Trilha Combinatdria

@20 .
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Fonte: Producédo do autor (2016).

11 Jogo criado pelo mestrando.
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No tabuleiro ha uma trilha que deve ser percorrida por um pedo de cada equipe, que
tem uma determinada cor para cada equipe, a partir do lancamento de dois dados, cuja
combinacdo dos numeros define quantos passos podem ser avangcados. As cores dos pontos de
parada determinam as cores de cartas, que ficam empilhadas sobre o tabuleiro, com desafios
combinatdrios, que devem ser respondidos, para que seja possivel prosseguir. Existem
penalidades, no caso de erros, de suspensdo por uma jogada, e pontos de risco da trilha, os de
cor preta, que levam a equipe para a prisdo, de onde s6 poderé sair respondendo, com acerto,

um desafio com maior grau de complexidade, retirado de cartas do baralho preto.

3.3 AVALIACAO DA SEQUENCIA DIDATICA

Ao falar em avaliacdo, pode-se dizer que é uma forma de definir o desempenho
escolar, geralmente, por instrumentos como provas com questdes abertas ou na forma de
testes. Mas o ato de avaliar ndo é somente quantificar, mais que isso, implica aceitacdo e
acolhimento das atividades que estdo sendo avaliadas. Conforme Luckesi:

O ato de avaliar, devido a estar a servi¢o da obtencdo do melhor resultado possivel,
antes de mais nada, implica a disposi¢do de acolher. Isso significa a possibilidade de
tomar uma situacdo da forma como se apresenta, seja ela satisfatoria ou
insatisfatoria, agradavel ou desagradavel, bonita ou feia. (2000, p. 1).

Avaliar ndo é simplesmente determinar um valor para o rendimento do estudante em
instrumentos de verificacdo da aprendizagem sobre determinado assunto, mas € a
possibilidade de analisar todo um contexto, referindo-se as acGes do professor, as dos
estudantes, ao desenvolvimento dos estudos, as dificuldades e aos avan¢os, no decorrer de
todo o processo. Para proceder a uma avaliacdo com sentido qualitativo, € importante
considerar o contexto do ambiente de aprendizagem, para, com isso, definir metas e objetivos,
especialmente os de acolhimento. Para Luckesi (2000), ndo € possivel avaliar um objeto, uma
acdo e muito menos uma pessoa, caso ela seja recusada ou excluida dos principios, ou julgada
previamente.

Ao aceitar acolher, no meio em que se realiza um processo avaliativo, parte-se do
delineamento de dois momentos que sdo recorrentes no processo avaliativo: 0 momento de
diagnosticar e o de decidir. Sendo que, para Luckesi (2000), ndo ha como tomar decisdes

adequadas sem haver diagndstico nem de diagnosticar sem tomar alguma decisdo. Tais
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momentos devem ser constituidos de critérios que decorrem do sentido e significado do que
deve ser avaliado.

No ato de avaliar, considera-se, além da aprendizagem do aluno, a metodologia de
ensino do professor e o material didatico utilizado pelo professor, se é adequado para que o0
aluno compreenda as nogoes e 0s conceitos que devem ser aprendidos.

Da intencionalidade com que se escolhe um tema de conhecimento, os contetidos de
aprendizagem e as estratégias de ensino, decorrem 0s critérios de avaliacdo. Mas, além dos
critérios de avaliacdo, segundo Luckesi (2000), deve-se levar em conta trés pontos basicos
para a avaliacdo: 1) dados relevantes; 2) instrumentos; 3) utilizacdo dos instrumentos.

O conteudo Anélise Combinatdria, objeto de estudo deste trabalho, esta estruturado

no Tema 3, dos PCN+, em gue se encontra:

A Contagem, ao mesmo tempo em que possibilita uma abordagem mais completa da
probabilidade por si s, permite também o desenvolvimento de uma nova forma de
pensar em Matematica denominada raciocinio combinatério. Ou seja, decidir sobre a
forma mais adequada de organizar nimeros ou informacgdes para poder contar 0s
casos possiveis ndo deve ser aprendido como uma lista de férmulas, mas como um
processo que exige a construcdo de um modelo simplificado e explicativo da
situacdo. (BRASIL, 2015, p. 126).

Conforme consta nos PCN+, ao ensinar a Anélise Combinatéria, deve-se ter como
objetivo estimular o raciocinio, ajudando em métodos organizacionais referentes a
informacBes e problemas que exigem um pensamento légico, criando assim um raciocinio
dito combinatorio.

Assim, para avaliar se, com a Dindmica Combinatoria, é possivel alcancar tais
objetivos de aprendizagem, sdo considerados diversos instrumentos para dar visibilidade as
aprendizagens relevantes propostas neste trabalho. Com isso, consideram-se seis tipos de
instrumentos de avaliacdo, todos envolvendo as atividades realizadas pelos alunos:

— dados preenchidos na tabela (Apéndice C) de registros, em que se busca anali-

sar pontuaces, tempo de resolucdo dos jogos, nivel de desempenho e nimero de so-

lucdes, em cada jogo disputado;

— informacdes que constam no diario de registros dos alunos, sobre a realizagéo

das atividades extraclasse, propostas no livro didatico sugerido pela escola, com cri-

térios como cumprimento das tarefas, organizacéo e apresentacdo, com explicagdes e

linguagens corretas das resolugoes;

—  producdes dos estudantes no decorrer das atividades desenvolvidas, em sala de

aula, nas etapas da Dindmica Combinat6ria, compostas de exercicios relacionados
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aos jogos e que propdem um pensamento I6gico do tipo que é requerido na resolucao

de problemas de Anélise Combinatdria;

—  producdo e apresentacdo do material de estudos e socializacéo, resultantes da

aplicacdo da etapa cinco, orientada por roteiro de estudos elaborado pelo professor,

para gque 0s estudantes, organizados em equipe e com 0 embasamento propiciado pe-
los jogos, compreendam e formalizem as técnicas de contagem compartilhando-as
com toda a turma;

— avaliacdo cumulativa, que é um instrumento didatico fortemente sugerido pela

escola, que tem por base a aplicacdo de uma prova que engloba questdes descritivas e

objetivas;

—  desempenho, aplicacdo e colaboragéo dos estudantes e das suas equipes, no de-

senvolvimento do Jogo Trilha Combinatoria.

O intuito de aplicar atividades relacionadas aos jogos decorre do proposito de
averiguar se a utilizacdo de jogos, que envolvem raciocinio combinatorio, ajuda a
potencializar o conceito de contagem e favorece a proposicdo de estratégias de resolucao de
problemas oriundos da arvore das possibilidades, um processo que da origem ao principio da
contagem. A aplicacdo de exercicios do livro didatico da escola, com diferentes niveis de
complexidade, é utilizada em todo o percurso; no final da aplicacdo de cada jogo, 0s mesmos
servem como meio de avaliar, se houve avangos no desenvolvimento cognitivo e no
raciocinio l6gico dos estudantes.

Todas as atividades devem ser desenvolvidas no diario de registros. O estudo e a
apresentacdo da formalizacdo dos conceitos, orientados por um roteiro de estudos, servirdo
para verificar a hipdtese de que os jogos auxiliam no entendimento dos principais conceitos e
das defini¢bes da Analise Combinatdria, pois, se tal ocorre, esses podem ser compreendidos,
com o apoio do livro ou de outros materiais, compartilhados e socializados com os colegas,
como conhecimentos adquiridos com aprendizagem auténoma. O Jogo Trilha Combinatoria
desempenha um papel de teste de conhecimentos, aplicado na forma de desafios, numa
competicdo ludica entre equipes, com situacdes-problema sobre os diferentes conceitos
estudados. Por fim, com a avaliacdo cumulativa, houve o intuito de fazer uma ultima
averiguacdo sobre como ocorreu, ou se ndo ocorreu, a aprendizagem, possibilitando aos
estudantes compreenderem, reconhecerem, diferenciarem, analisarem e aplicarem o0s

conceitos combinatorios.
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3.3.1 Avaliagéo dos resultados

A avaliacdo dos resultados visa a conhecer o alcance e os efeitos da proposta
desenvolvida neste trabalho. Mas este processo vai muito aléem de avaliar se os alunos
obtiveram sucesso com a realizacdo das atividades; relaciona-se também com as mudangas de
atitudes dos mesmos, no sentido atribuido por Zabala (1998), para quem o objetivo de avaliar
é poder analisar capacidades da pessoa e ndo apenas 0 cognitivo.

Os dados avaliados, neste trabalho, buscaram explorar o desenvolvimento de
diversos aspectos de aprendizagem, visando ao desenvolvimento de contetdos factuais,
conceitos e principios, contetdos procedimentais e, também, de atitudes dos alunos perante as
situacOes apresentadas a eles, averiguando se as diversas acdes propostas, individualmente ou
por meio de trabalhos em equipe, realmente colaboraram para produzir conhecimento.

Para proceder a andlise desses quatro aspectos da aprendizagem, citados acima, 0s
dados séo separados, segundo indicativo de tipos de resultados, categorizando-os em cada
etapa de desenvolvimento da sequéncia didatica. O que se busca observar é o que emerge
como fatos relevantes nas produgdes dos alunos, com o sentido de averiguar se o que foi
desenvolvido resultou em reproducGes mecénicas ou aplicacdo e construgdo de conceitos
gerados por acOes associadas ao fazer e compreender.

Ha&, também, a analise dos registros do professor, que busca cruzar os resultados
para se chegar a algum indicativo de mudangas, do resolver ou executar, simplesmente, para
acles que, por reflexdo sobre o fazer, produzem conceituacGes; que investiga o quanto a
compreensdo dos conteldos esta ligada ao fazer; que da& destaque aos obstaculos que os
alunos superaram, com a realizacdo das atividades de aprendizagem. Conforme Piaget (1978,
p. 176), “o fazer ¢ compreender em agdo uma dada situagdo em grau suficiente para atingir os
fins propostos”.

A andlise dos registros leva em conta se, através das etapas, vao ocorrendo novas
adaptacdes, por meio das acdes que se conectam e criam o que Piaget (1978, p. 178)
denomina de “implica¢des significantes”. Estas deverdo ser destacadas através de
constatacGes comuns dos alunos nas equipes de trabalho ou de forma individual. Espera-se,
assim, mostrar que aprendizagem tem grande significancia em relacdo ao compreender e ao

fazer, sem uma ordem ou quantidade predefinidas desses acontecimentos.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo sdo colocados em discussdo os dados construidos durante a aplicacao
da sequéncia didatica, nomeada de Dinamica Combinatoria. Ressalta-se que essa é estruturada
a partir das orientagdes de Zabala (1998, p. 20), que define sequéncia didatica como “um
conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizagdo de certos
objetivos educacionais, que tém um principio e um fim” conhecidos por professores e alunos.

A Dinamica Combinatdria foi composta por sete etapas, identificadas como Etapa 0,
Etapa 1, ..., Etapa 6, com atividades diversas, associando histdria, jogos, trabalhos em equipe
e estudo orientado. Quanto a sua aplicacdo, a mesma foi realizada no Colégio Scalabriniano
Nossa Senhora Medianeira, em uma turma com 22 alunos de uma segunda série do Ensino
Médio. Para a realizacdo das atividades, os alunos integraram sete equipes, antecipadamente
definidas, como é a norma do colégio, pelo conselheiro da turma; portanto, as equipes foram
mantidas conforme solicitacdo da coordenacdo pedagdgica. Quanto ao nimero de
componentes, seis equipes foram formadas com trés componentes e uma com quatro

componentes, totalizando as sete equipes.

4.1 INICIO DO PERCURSO

Logo no inicio dos trabalhos, como Etapa 0, aconteceu a organizacao; as equipes
escolheram um nome que as representava, sendo, entdo, as equipes designadas como: Gama,
Matrix, Omega, Alfa, Beta, Delta e Aguia. Cada integrante também recebeu um nome
especial como participante da Dindmica Combinatoria, que constitui o nome da equipe
seguido de um numero de identificacdo, como, por exemplo: Gama 1, Gama 2, Matrix 1,
Matrix 2, assim por diante. Esta forma de nomear os alunos e as equipes garantiu a
manutencdo de sigilo do nome dos participantes, preservando a identidade, durante a
aplicacdo, coleta e analise de dados, de onde se originaram os resultados deste trabalho.

Nesta etapa, também, ocorreu uma introducédo feita pelo professor, sobre a Anélise
Combinatdria, com alguns fatos histéricos que motivaram e formalizaram esse campo da
matematica. Foram apresentados aos alunos problemas associados ao Jogo Stomachion, aos
guadrados magicos e uma poesia que se associa a problemas ligados ao Liber Abacci, livro
histérico sobre aritmética, escrito por Leonardo de Pisa (Leonardo Fibonacci), no ano de
1202.
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Para preparar os alunos, foram apresentados problemas contextualizados, para que
fossem resolvidos. Muitos deles buscavam solucBes diretas e que pareciam Obvias; 0s
problemas eram resolvidos sem analisar seu contexto como um todo. Mas, quando as
respostas e as solucdes eram apresentadas de formas distintas por algum colega ou pelo
professor, ouviu-se, frequentemente, que nunca pensariam daquela forma, pois as questdes
pareciam diretas ao invés de exigirem um pouco mais de engenhosidade para serem
solucionadas.

No final da Etapa 0, alguns alunos mostraram certa ansiedade associada a uma dose
de desconfianga. Muitos pareciam dispostos a explorar os problemas e ndo se mostravam
assustados com o que deveriam aprender.

Na préxima secdo, descreve-se o primeiro contato dos alunos com problemas que
estimulam o uso de estratégias, com desafios para serem resolvidos, com limite de tempo, na
forma de jogos virtuais que buscam estimular o raciocinio ldgico. As analises referem-se ao

desempenho dos alunos e a melhora de performance com o desenvolvimento dos jogos.

4.2 RACIOCINIO LOGICO

Na Etapa 1, os alunos foram colocados em situagbes que provocam 0 uso do
raciocinio I6gico para a elaboracdo de estratégias que solucionem problemas de modo rapido
e eficaz.

Num primeiro momento, a atividade foi desenvolvida no laboratério de informatica,
de modo a possibilitar a realizagdo de trés jogos de raciocinio 16gico. O objetivo desta etapa
esteve relacionado a percepc¢do dos alunos na criacdo de estratégias rapidas para resolucao de
problemas; foram verificadas suas tomadas de decisdo, ao percorrerem os diversos niveis de
dificuldades do jogo. Conforme Grando (2000, p. 20), a importancia deste tipo de atividade
esta ligada a “um caminho que vai da imaginacdo a abstragdo, através de processos de
levantamento de hipdteses e testagem de conjecturas, reflexao, anélise, sintese e criacdo, pela
crianga, de estratégias diversificadas de resolugdo dos problemas em jogo”. Na Figura 10,
abaixo, mostra-se uma das equipes no desenvolvimento de uma das atividades, nesse caso, 0

Jogo Pulo do Sapo.
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Figura 10 — Atividades no laborat6
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Para o desenvolvimento de cada jogo, as equipes tiveram um tempo de dez minutos
para jogar e fazer as anotacGes, 0s quais estdo associados ao que € sugerido em um quadro
(Apéndice C) elaborado especificamente para as analises. O quadro aponta dados, como
tempo de solugdo da atividade, pontuacdo atingida e nivel alcancado, sendo que para cada
jogo ha itens especificos a serem preenchidos.

O primeiro jogo em que se procedeu o registro de dados foi o Yellow Out (Quadro 1),
com a pontuacdo média alcangada pela equipe, nivel méximo a que a equipe chegou e 0
namero de movimentos realizados para atingir esse nivel maximo.

Neste jogo, 0 propdsito era tirar um carro, 0 amarelo, do estacionamento com o
menor nimero de manobras possivel. Os alunos precisaram de muita concentracdo, para
avaliar as possibilidades de manobra, antes de executar algum movimento, pois, nesse jogo,
quanto menor for o nimero de movimentos a executar maior € a pontuacao, sendo que, para
cada nivel hd um numero minimo de movimentos que determina a pontuacdo, que vai sendo
acumulada a medida que aumenta o nivel. Nesse primeiro jogo, houve grande variedade nos

resultados, como se observa abaixo

Quadro 1 — Tabulacéo: Jogo Yellow Out

Equipe Pontuagé_o média Nivel alcancado NUmero méc!io de movimentos
maxima para o nivel alcangado
Beta 2.051 17 33
Delta 1.503 11 35
Alfa 1.946 15 44
Gama 997 7 8
Matrix 2.500 19 66
Omega 1.270 9 8
Aguia 2.061 17 42

Fonte: Elaborado pelo autor (2016).
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Das observacfes em sala de aula, percebeu-se, também, que os alunos atuavam
individualmente, buscavam solucionar seus problemas sem discuti-los com os colegas. Por
conta desse individualismo, houve, em alguns casos, a competicdo entre integrantes da mesma
equipe: queriam ver quem conseguiria melhor resultado na atividade. Disso, provavelmente,
resultou a disparidade nos desempenhos, conforme se vé no Quadro 1, que pode ser entendido
como resultado a falta de concentragdo, trazendo dificuldades na criacdo de estratégias para
tirar o carro amarelo do estacionamento. A¢bes sem reflexdo podem ser pensadas, como em
Piaget (1978, p. 176), em que “as coordenagdes de pensamento chegam a reunir os multiplos
e sucessivos dados em quadros simultaneos”, o que pode interferir nas escolhas, levando a
jogadas e movimentos que nédo colaboram para a solugédo do desafio. Ainda assim, observa-se
gue somente duas equipes ndo conseguiram superar o nivel 10, que seria o nivel minimo,
testado pelo professor, ao jogar aleatoriamente, sem criar uma estratégia para movimentar o0s
carros no estacionamento; isto pode ser considerado um aspecto positivo, indicando que, na
primeira jogada, a maior parte dos alunos atingiu o nivel minimo, segundo critérios do
professor.

O segundo jogo foi o Twibik, que € uma associacdo de formas e que pode acontecer
em duas modalidades: uma (Normal) sem controle de tempo ou pontuacdo, e outra (Action),
em que o jogador tem até 100 segundos para tentar fazer a maior pontuacdo possivel. Os
alunos praticaram na opc¢do normal e depois fizeram anotacdes do nivel e da pontuacdo que
conseguiram alcancar no tempo de 100 segundos. O Quadro 2 apresenta a pontuacdo média
das equipes, oriundas das médias individuais de cada jogador, e 0 nivel maximo alcancado

por equipe.

Quadro 2 — Tabulagdo: Jogo Twibik

Equipes Pontuacdo média Nivel alcancado
Beta 7.351 5
Delta 2.492 3
Alfa 4.437 3
Gama 5.936 6
Matrix 5.527 5
Omega 7.903 6
Aguia 5.688 5

Fonte: Elaborado pelo autor (2016).

No desenvolvimento do segundo jogo, destaca-se uma melhora significativa quanto a

semelhanca dos dados. O jogo exigia concentracdo para poder associar formas e cores, com
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seus pares idénticos, e havia “um segredo” que alguns alunos, logo, descobriram: poderiam
eliminar mais de duas pegas por vez e, se assim fosse, subtrairiam mais pecas e maior seria a
pontuacdo. No entanto, para chegar a essa conclusdo, os alunos deveriam descobrir, por
investigacdo, hipotese e teste, qual seria a melhor estratégia para pontuar mais, pois ndo ha
nenhuma mencao a esta possibilidade nas regras do jogo.

Fazendo a média da pontuacdo das equipes, obtém-se o valor 5.620 pontos. Vale
ressaltar que, individualmente, apenas seis alunos, dos 22 que participaram, ndo ultrapassaram
essa pontuacdo média. Ainda sobre os desempenhos individuais, dois alunos superaram, quase
dobrando, a média dos pontos; o aluno Gama 2 fez 10.334 pontos e o aluno Omega 2
conseguiu 10.125 pontos. Como esse jogo envolvia percepcdo e estratégias apuradas, é
possivel dizer que jogos podem auxiliar na adaptacdo do pensamento, criando mais
habilmente estratégias para a solugdo de desafios, como declara Grando (2000, p. 21): “E no
jogo e pelo jogo que a crianca é capaz de atribuir aos objetos, através de sua acdo ludica,
significados diferentes, desenvolver a sua capacidade de abstracdo e comecar a agir
independentemente.”

O terceiro jogo, ultimo da Etapa 1, foi o Pulo do Sapo, cuja solugdo consistia na
descoberta de uma estratégia de como trocar as posi¢Ges dos sapos. Para tabular os resultados
das jogadas, organizou-se o Quadro 3 com o tempo da primeira solucdo, pois mostra o quanto
0 aluno demorou para solucionar o problema pela primeira vez, solicitando que 0 mesmo
fizesse mais alguma solucdo, buscasse criar alguma estratégia ou acertar na sorte. Registrou-
se, também, o numero de alunos da equipe que conseguiu e dos que nao conseguiram

solucionar o problema proposto no jogo.

Quadro 3 — Tabulacéo: Jogo Pulo do Sapo

. Tempo da 12 Alu_nos que Alunos que néo
Equipe ~ solucionaram o ) .
solucéo . solucionaram o desafio
desafio

Beta 1 min 1 2

Delta 7 min 2 1

Alfa 2 min 3 -

Gama 3 min 3 -

Matrix 1,5 min 3 -
Omega 1 min 3 -

Aguia 2 min 4 -

Fonte: Elaborado pelo autor (2016).
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O terceiro e ultimo jogo da Etapa 1 é o que tem maior nivel de exigéncia, como
estratégia de pensamento, pois apresenta uma unica solucdo e, muitas vezes, os alunos
conseguem solucionar o problema por tentativa e erro, ndo memorizando um algoritmo para a
solucéo do problema, e observou-se que os alunos ja fizeram uso mais alinhado de estratégias,
fazendo simulacgdes de jogada no papel, antes de executar o jogo. Para enfrentar o desafio do
jogo, os alunos abandonaram as tentativas individuais, sendo essa a préatica observada nos
dois jogos anteriores; antes de comecarem a jogar buscavam determinar, com desenhos e
anotacOes, alguma estratégia na equipe, que pudesse ajuda-los na solucdo do que lhes era
proposto. Como consequéncia desta organizacdo, apesar de nem todos terem alcancado a
solucéo e de algumas equipes terem mantido o individualismo, a maioria apresentou a solucdo

no tempo esperado.

Fonte: Acervo do autor (2016).

Com os dados dos Quadros 1, 2 e 3, evidenciam-se indicativos de avangos em
relacdo ao desenvolvimento do nivel de abstracdo e de imaginagdo dos alunos, comparando
seus desempenhos. Tal comparagdo esta de acordo com o que afirma Grando (2000, p. 21), de
que “as antecipagdes, previsdes e analises a serem processadas no jogo dependem desta
situagdo imagindaria”.

Conclui-se, a partir da analise dos dados tabulados dos trés jogos, dos registros
individuais e das equipes e da percepcdo do professor, conforme Grando (2000, p. 21), que
“os elementos do jogo representam entes concretos, mas a situagdo de jogo, vivenciada pelo

aluno e que o leva a agdo, ¢ baseada numa situacdo irreal e metaforica, criada pelo homem”.
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Tal acdo requer uma exercitacdo ao modo de criar estratégias e solucbes para os desafios que
sd0 impostos, e ndo mais ou apenas como tentativas, mas que resultam, também, da
compreensdo das acOes, que vai ampliando e complexificando as estratégias em pensamento.
Como afirma Piaget (1978, p. 134), “surge o papel crescente das abstra¢des reflexivas
destinadas a oferecer os instrumentos para essas reconstrucoes e ultrapassagens”.

Com a finalizacdo desta etapa, segue-se para a Etapa 2, na proxima se¢do. A mesma
busca desbravar novas reflexdes e aprimorar os instrumentos para a resolucdo de problemas,
por meio da introducdo ao Principio Fundamental da Contagem, que foi reconstruido e
aprimorado com a utilizacdo do Jogo Quadrado. Com a proxima atividade, o aluno construird
novas ultrapassagens, direcionando e formalizando cada vez mais os conceitos que englobam

a Analise Combinatéria.

4.3 JOGO DO QUADRADO

A atividade da Etapa 2 foi estruturada a partir do tabuleiro do jogo da velha,
associando alguns movimentos do jogo de xadrez. Esta atividade teve, como principal
finalidade, explorar alguns conceitos basicos de contagem e ajudar a compreender a
fundamentagdo da Arvore das Possibilidades, como base mentora do principio da contagem.
A ideia de explorar este jogo foi a de poder ensinar matematica através de problemas,
buscando desenvolver o raciocinio combinatorio dos alunos, juntamente com o principio
multiplicativo. Lopes e Rezende (2010, p. 668) entendem que, com este jogo, “fica evidente
que usamos o problema para ensinar matematica, o que € diferente de ensinar matematica para
resolver problemas”.

Uma situacdo-problema construida para o jogo deve apresentar, conforme Lopes e

Rezende:

[...] aspectos-chave para o conceito que se quer estudar; o aluno deve ser levado a
interpretar o enunciado da questdo, estruturar a situacdo que lhe é apresentada,
utilizar o que aprendeu para resolver outros problemas, o que exige retificacbes e
rupturas. (2010, p. 664).

Portanto, para se efetivar o conhecimento matematico e conseguir indagar
retificacbes e rupturas dos conceitos, criando, assim, novos conceitos, o proprio aluno
também deve estar disposto a explorar ao maximo o que Ihe € apresentado. Somente assim, de
acordo com Lopes e Rezende (2010, p. 664), “um conceito matematico se constroi articulado

com outros conceitos através de uma série de generalizages”.
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Para a apreciacdo dos resultados do Jogo do Quadrado, foram utilizadas as respostas
as perguntas entregues aos alunos depois do jogo, que sdo as mesmas que 0s autores Lopes e
Rezende (2010) utilizaram no trabalho que desenvolveram. Os questionamentos feitos apos o
jogo foram:

1) Sera que o Jogador 1 sempre vence? Por qué?

2) E possivel ocorrer empate? Por qué? O jogo € de azar ou de estratégia? Se, ao

invés de oito, aumentarmos 0 numero de jogadas para nove, quais 0S possiveis

resultados do jogo?

Analisando as respostas dos alunos, constatou-se que, dos 22 alunos, apenas 10
responderam que o Jogador 2 tem chance de vencer o jogo, como foram as respostas dos

alunos Aguia 1 e Gama 3 (Figuras 12 e 13).

_Figura 12 — Jogo do Quadrado: Aguia 1
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Fonte: Acervo do autor (2016).

_ Figura 13 — Jogo do Quadrado: Gama 3
Sera que o Jogador 1 sempre vence? Por qué?
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Fonte: Acervo do autor (2016).

Percebe-se que ambos responderam que o Jogador 2 sé ganharia, caso o Jogador 1
cometesse um erro, levando a crer que esses 10 alunos atingiram um dos principais objetivos
desse questionamento: elencar as possibilidades de jogadas. Os demais alunos responderam
sim a pergunta, de que o Jogador 1 sempre vence, pois ele inicia 0 jogo, como aponta o aluno
Beta 3.

Figura 14 - Jogo‘do Quadrado: Beta 3
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Fonte: Acervo do autor (2016).
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Isso leva a crer que esses alunos ndo pensaram em possibilidades de outras jogadas,
direcionaram 0 pensamento apenas para o fazer, para o ato de jogar e ganhar o jogo,
eliminando a possibilidade de o Jogador 2 ganhar.

As respostas da segunda pergunta surpreenderam e confirmaram a hipoOtese de
descarte da possibilidade de o Jogador 2 ganhar, pois 20, dos 22 alunos, responderam que
pode haver empate. Isso demonstra que eles avancaram, pois tentaram organizar, em
pensamento, algumas possibilidades de jogadas, antes de responder a pergunta.

Na segunda questdo, 18 alunos responderam que o jogo € de estratégia, pois o
Jogador 1 s6 deixaria de ganhar, caso escolhesse a opcdo errada de jogada, como responde o
aluno Beta 1. De fato, mesmo parecendo impossivel, a principio existe essa possibilidade de o

Jogador 1 perder a jogada, e os alunos acabaram descobrindo esta possibilidade.

Figura 15 — Jogo do Quadrado: Beta 1
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Fonte: Acervo do autor (2016).

Na sequéncia da pergunta dois, caso fosse aumentada uma jogada, ficando nove ao
invés de oito, 17 alunos responderam que ainda poderia ocorrer empate ou vitéria do Jogador
1, e que a vitoria do Jogador 2 dependeria de uma estratégia muito mal-elaborada do Jogador
1. Com isso, deduz-se que os alunos chegaram a essas conclusdes preparando possibilidades
de jogadas. Os outros cinco alunos ndo responderam ou ignoraram essa parte da pergunta.
Observou-se que o0s que responderam fizeram testes para chegar a algumas conclusdes sobre o
funcionamento do jogo. Os testes observados estdo ligados a construcdo de arvore de
possibilidades, pois os alunos buscaram descrever todos os conjuntos de jogadas possiveis.

Posteriormente a realizacdo do jogo, foi proposto aos alunos um exercicio em forma
de desafio. Todas as equipes buscaram criar uma representacdo da situacdo, por meio de uma
arvore de possibilidades, de modo bastante informal, e o interessante é que muitos ja
utilizaram um principio multiplicativo para solucionar o desafio, como, por exemplo, as
equipe Alfa e Omega.

“Jeniffer vai participar da promogdo de uma loja de roupas que estd oferecendo um
vale-compras de R$ 1.000,00 para o participante que apresentar primeiro 0 maior nimero de

combinag0es distintas, a0 menos em uma pec¢a, com o kit de roupas escolhido pela loja. O kit
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é composto de: seis blusas, quatro saias e dois pares de sapato. Quantas sdo as maneiras
distintas que Jeniffer tem para combinar as pecas do vestuério, para ter chance de concorrer

ao prémio?”’

Figura 16 — Resposta da equipe Alfa

) oA

Fonte: Acervo do autor (2016).

Figura 17 — Resposta da equipe Omega
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Fonte: Acervo do autor (2016).

Com a resolucdo do desafio, os alunos questionaram se nao haveria uma forma mais
pratica para solucionar esse tipo de exercicio. Surge entdo um debate sobre qual seria um bom
método para solucionar esse tipo de exercicio; um dos alunos, o Omega 2, sugere a resolugdo
de mais alguns exercicios do livro integrado do colégio, para servirem como testes de
investigacdo. De fato, foi 0 que aconteceu, pois ja havia sido antecipado que teriam exercicios

como tarefa de casa, para serem apresentados na aula seguinte.
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Na aula subsequente, foi solicitado que os alunos apresentassem as resolugdes no
quadro negro. Percebeu-se, claramente, que muitos deles ja estavam aplicando, diretamente, 0
principio multiplicativo da Analise Combinatdria. No entanto, quando surgia alguma davida
de como iniciar a resolucdo dos exercicios, enumeravam algumas possibilidades, na forma de
arvore, para depois aplicarem a multiplicagdo necessaria.

Fazendo uma andlise breve de acertos e erros, conclui-se que quinze alunos
acertaram todas as questdes, trés erraram duas, dois erraram quatro questdes e dois alunos nao
fizeram a tarefa. Com base nesses dados, chegou-se a concluséo de que pelo menos 62% dos
alunos construiram o sentido do principio da contagem, mesmo sem terem dado indicios, nem
mesmo em comentarios, que ja conheciam esse principio, o que, para os demais alunos, foi
somente uma questdo de tempo, pois todos alcancaram este objetivo de aprendizagem.

A compreensao do Principio Fundamental da Contagem, por meio da construcdo do
conjunto de jogadas, de fato estd associada a arvore de possibilidades, que induz ao principio
multiplicativo da Analise Combinatdria. Essa conversdo, em pensamento, se da para Piaget
(1978, p. 134), “por etapas da abstracao reflexiva, que corresponde aos momentos sucessivos
de tomada de consciéncia ¢ da compreensido”. Portanto, € possivel concluir, nesta etapa, que o
aluno estruturou um modo mais eficaz de solucionar os problemas, que construiu atalhos e
chegou as solucbes por meio de um principio construido de modo anédlogo a analise da
formagéo dos agrupamentos.

Na sequéncia das atividades, na proxima secdo analisa-se a Etapa 3, em que foi
aplicado o Jogo Senha, adaptado do original, mantendo-se alguns de seus principios, para
auxiliar os alunos a conceberem e estruturarem o0 pensamento associado a resolucdo de

problemas de permutages e arranjos simples.

4.4 JOGO SENHA

O Jogo Senha, como atividade da Etapa 3, envolve o decifrar de um enigma formado
por um determinado nimero de cores, que um jogador desafia outro jogador a decifrar.
Normalmente, é jogado em duplas; no entanto, o mesmo foi explorado pelas equipes ja
formadas no inicio da dinamica, nas quais 0s componentes das equipes se desafiavam entre si.

Este jogo, na versdo comercial, em geral bem conhecida, tem um tabuleiro em que se
joga e ha também versdes online disponiveis. Neste trabalho, para a atividade em sala de

aula, com o intuito de explorar os conceitos de PermutacOes e de Arranjos Simples, foi
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adaptado um tabuleiro, aplicado a atividade, utilizando lapis de colorir e papel, conforme

mostrados nas Figuras 18 e 19, abaixo:

Figura 18 — Tabuleiro do Jogo Senha adaptado (Tabuleiro do desafiado)
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Fonte: Acervo do autor (2016).

Figura 19 — Tabuleiro do Jogo Senha adaptado (Tabuleiro do desafiante)
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Fonte: Acervo do autor (2016).

Como se observa nas Figuras 18 e 19, o tabuleiro foi dividido em duas partes: a Figu-

ra 18 é a do tabuleiro do aluno que sera desafiado, e que tera que testar as possiveis senhas. A

Figura 19 é a do tabuleiro do desafiante, que cria a sua senha. As regras do jogo, como desen-

volvido em sala de aula, s&o as seguintes:

— definir desafiante e desafiado;
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— 0 desafiante dispde de oito cores, exceto branco e preto;

— 0 desafiante forma uma senha de cores diferentes, pintando a sua cartela;

— 0 desafiado tenta adivinhar a senha do desafiante, pintando uma sequéncia de cores
na primeira linha da sua cartela;

— ao lado da linha de cada jogada, em que ha quatro circulos, o desafiante pinta um
circulo preto em cada cor e correspondente posicdo corretas; deixa um circulo em branco a
cada cor correta, mas em posicdo errada, e marca um “x” a cada cor que nao pertence a senha;

— 0 desafiado tem nove tentativas para descobrir a senha. Caso ndo acerte a senha, o
mesmo desafiado contabilizara nove pontos;

- numa segunda rodada, invertem-se os papéis de desafiante e desafiado, vencendo o
jogo aquele que acertar a senha com menor nimero de tentativas (fileiras pintadas).

No decorrer da atividade, pbde-se perceber envolvimento e colaboracdo de todos os
alunos. Em duplas, buscaram criar estratégias para tentar solucionar a senha do desafiante de
modo mais rapido e eficiente. Muitos alunos conseguiram acertar a senha em apenas trés ou
quatro jogadas, utilizando o pensamento de eliminar possibilidades de cores, raciocinando
sobre as marcas nos circulos das linhas de cada jogada, como fizeram os alunos Omega 2,

Delta 2 e Matrix 1, cujas cartelas sdo mostradas nas Figuras 20 a 21.

Figura 20 — Tabuleiro: Omega 2

Fonte: Acervo do autor (2016).
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Figura 21 — Tabuleiro: Delta 2

Fonte: Acervo do autor (2016).

Figura 22 — Tabuleiro: Matrix 1

Fonte: Acervo do autor (2016).

Ao buscar estratégias para solucionar a senha de maneira rapida, percebeu-se que o
jogo “propicia o desenvolvimento de habilidades como analise de possibilidades, tomada de
decisdo, trabalho em grupo, saber perder e ganhar”. (CARVALHO, 2009, p. 32).

Ap0s o desenvolvimento do jogo em sala de aula, os alunos responderam sete per-
guntas relacionadas a possiveis modos de formacdo de senhas utilizando cores. As perguntas

exploravam problemas de contagem que estavam associados a Permutagdes e a Arranjos Sim-
ples e foram as seguintes:
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1) Utilizando trés cores, para preencher trés espagos, sem repeticdo, quantas senhas
diferentes podemos formar?

2) Utilizando quatro cores para preencher os quatro espacos da senha, sem repeticéo,
quantas senhas diferentes é possivel formar?

3) E se pudéssemos escolher entre cinco cores, quantas senhas diferentes é possivel
formar?

4) No caso do jogo, onde formaram senhas escolhendo entre seis cores, qual € o nu-
mero total de senhas possiveis repetindo as cores? Caso nao haja repeticao das cores,
qual é o nimero total de senhas que podemos formar?

5) Usando seis cores e fixando a primeira cor, por exemplo amarela, quantas senhas
diferentes podemos formar?

6) Se pudermos escolher entre seis cores para quatro espacos, com repeti¢do, quantas
senhas diferentes é possivel formar?

7) Dispondo de quatro cores distintas, de quantos modos diferentes podemos formar
uma senha, sendo que as cores adjacentes ndo podem ser iguais?

Para registro dos desempenhos de acertos e erros, em relacdo a estas questdes, criou-

se 0 Quadro 4, conforme segue.

Quadro 4 — Tabulagéo das respostas do questionario do Jogo Senha

Questodes Acertos Erros
Questéo 1 21 1
Questdo 2 18 4
Questéo 3 18 4
Questéo 4 18 4
Questdo 5 8 14
Questdo 6 17 5
Questéo 7 18 4

Fonte: Acervo do autor (2016).

Analisando o Quadro 4, percebeu-se que os alunos fizeram mais acertos. Na corre¢ao
das questdes, observou-se que 0s erros aconteciam mais na proposicdo das resolucdes, indi-
cando que, para alguns, o principio da contagem ndo estava totalmente assimilado e, em ou-

tros, havia dificuldade na interpretacdo da questdo. Na questéo cinco, em que os alunos tive-
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ram mais erros do que acertos, a maioria ndo considerou a excluséo da uma cor fixada dentre
seis que foram indicadas, o que pode ser um erro de interpretacao.

Na sequéncia de figuras abaixo, Figuras 23 a 29, sdo mostradas boas resolucdes das
questdes, tomando-se questbes distintas de equipes distintas, como forma de ilustrar 0 modo
informal como o Jogo Senha auxiliou os alunos a associarem 0s conceitos de Permutacdes e

de Arranjos Simples, sem ainda conhecé-los formalmente.

Figura 23 — Jogo Senha questéo 1: Equipe Delta

Fonte: Acervo do autor (2016).

Figura 24 — Jogo Senha quest&o 2: Equipe Aguia

Fonte: Acervo do autor (2016).

Figura 25 — Jogo Senha questdo 3: Equipe Alfa

Fonte: Acervo do autor (2016).

Figura 26 — Jogo Senha questdo 4: Equipe Beta

Fonte: Acervo do autor (2016).
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Figura 27 — Jogo Senha questdo 5: Equipe Matrix

Fonte: Acervo do autor (2016).

Figura 28 — Jogo Senha questdo 6: Equipe Gama

Fonte: Acervo do autor (2016).

Figura 29 — Jogo Senha quest&o 7: Equipe Omega

Fonte: Acervo do autor (2016).

Com a andlise das respostas do questionario pds-jogo, percebeu-se que a compreen-
sdo dos conceitos estava ocorrendo para os alunos; por meio de suas agdes, eles conseguiram
compreender como solucionar os problemas apresentados. Para Piaget (1978, p. 59) isso se
da, pois ha o surgimento dos significados, que estdo sendo revelados de modo progressivo,
por meio de acbes que, depois do jogo, aconteceram em pensamento. A acdo que esta implici-
ta no jogo gera a compreensdo dos conceitos, 0 que é decorréncia, segundo Piaget (1986), de
uma tomada de consciéncia, que vinha sendo adquirida por meio de agdes anteriores.

A seguir, apresentam-se dados coletados na Etapa 4, cujas atividades foram propos-
tas a partir do Jogo Bicolorido. Com esse jogo exploraram-se conceitos de Geometria, bus-
cando propiciar aos alunos uma tomada de consciéncia que os ajudasse a perceber e formali-
zar a ideia de agrupamentos, que se distinguem por natureza dos seus elementos. Os agrupa-
mentos explorados envolvem a distingdo de arestas e diagonais, cada uma definida por dois
pontos, independentemente da ordem em que s&o tomados.
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4.5 JOGO BICOLORIDO

O Jogo Bicolorido foi escolhido e adaptado com o intuito de trabalhar conceitos liga-
dos a Combinacdes Simples, por meio de analise de segmentos que determinam um poligono,
aqui mais especificamente um tridngulo. Segundo o criador do jogo, Barbosa (1997), o prop6-
sito era auxiliar a deduzir a equacéo que calcula o numero de diagonais em um poligono regu-
lar, contetido que, normalmente, é trabalhado com o oitavo ano do Ensino Fundamental. Neste
trabalho, esse jogo faz parte da Etapa 4 da sequéncia didatica e, como os alunos ja identifica-
vam e diferenciavam, muito bem, uma diagonal e um segmento de lado de um poligono, aca-
baram por responder as perguntas ligadas ao jogo de forma direta, com o auxilio de ilustra-
cdes simples. No final desta atividade, concluiu-se que o jogo possibilitou alcancar o objetivo
que se tinha com ele, que era o de explorar o conceito de combinacdes simples, associadas a
construcdo de segmentos dispostos atraves dos vértices de um poligono dado.

O Jogo Bicolorido € normalmente jogado em duplas. Na sala de aula, os alunos que
estavam organizados nas equipes de trés componentes formavam duplas e se desafiavam entre
si. Quem perdia na disputa de duplas ficava fora uma rodada e esperava para jogar com o per-
dedor da outra rodada, fazendo uma espécie de rodizio entre os integrantes das equipes, para
ver quem conseguia ganhar mais vezes. O objetivo da atividade estava ligado a criagdo de
estratégias para poder descobrir um modo de ndo perder o jogo, sem deixar espacos abertos,
dificultando assim as jogadas do outro jogador. Este, que utilizamos na sequéncia didatica, foi
adaptado de Silva (2010), para explorar conceitos de combinacdo simples, numa configuracédo

de tabuleiro, como estad mostrado na Figura 30.

Figura 30 — Tabuleiro do Jogo Bicolorido
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Fonte: Acervo do autor (2016).
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Para desenvolver esta atividade, sdo necessarios alguns materiais de facil acesso,
como uma folha, onde sdo representados os vértices dos poligonos considerados, caneta ou
lapis de cor, pelo menos, duas cores diferentes. As regras sdo bem simples:

— define-se quem inicia o jogo, por exemplo, num “par ou impar”;

— 0 jogo inicia no tabuleiro de quatro pontos, passando-se, gradativamente, para ou-

tros, com maior nimero de pontos;

— 0s jogadores, cada qual com uma caneta ou lapis de cores distintas, devem cons-

truir, sucessiva e alternadamente, segmentos de reta com extremos nos pontos do ta-

buleiro. Esses segmentos podem ser lados ou diagonais do poligono representado no
tabuleiro, por seus vértices;

— em cada etapa, € vencedor aquele que fechar, por primeiro, um tridngulo mono-

cromaético (Figura 30), indicando que o fechou com a sua caneta ou seu lapis.

Os alunos mostraram grande entusiasmo com este jogo, pois, segundo eles, asseme-

Iha-se, em raciocinio, ao “jogo da velha”, e “tem sabor de competicdo”.

Figura 31 — Jogo Bicolorido: Aguia 1 versus Aguia 2

Fonte: Acervo do autor (2016).

Para transformar as a¢des dos jogos em pensamento, foram feitas, depois de jogarem,
as perguntas de (a) a (f), que sdo as seguintes:
(@) Com quatro pontos nao colineares, A, B, C e D, quantos segmentos de reta

podemos formar?
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(b) Com cinco pontos ndo colineares, A, B, C, D e E, quantos segmentos podemos

formar?

(c) Com seis pontos ndo colineares, A, B, C, D, E e F, quantos segmentos podemos

formar?

(d) E, com sete pontos ndo colineares, A, B, C, D, E, F e G, quantos segmentos

podemos formar?

(e) Seguindo essa mesma logica, quantos segmentos podemos formar com oito, nove

e com 10 pontos ndo colineares?

(f) E com n pontos ndo colineares, quantos segmentos podemos formar?

O que se observou, nas respostas das equipes, € que somente duas equipes, Gama e
Matrix, ndo responderam corretamente as perguntas; parecem ter permanecido ligadas a acao,
presas ao que era 0 comando do jogo. Ambas as equipes afirmaram que esqueceram o signifi-
cado da palavra segmento e que interpretaram a pergunta, como o numero de triangulos que
poderiam ser formados no poligono. As demais equipes acertaram as perguntas mostrando
entendimento; alguns responderam de maneira direta e outros por meio de ilustracdes, como
se observa nas Figuras 32 e 33, respectivamente, da equipe Beta e Aguia, para responderem as

perguntas das letras (a) e (b).

Figura 32 — Jogo Bicolorido: Beta

Fonte: Acervo do autor (2016).

Figura 33 — Jogo Bicolorido: Aguia

Fonte: Acervo do autor (2016).
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Para as respostas das perguntas (c), (d) e (e), os demais alunos usaram as mesmas in-
tuicOes logicas apresentadas acima, chegando a respostas corretas.

Na pergunta (), em torno de 60% da turma conseguiram obter a resposta correta; 0s
demais deixaram a pergunta em branco ou responderam qualquer coisa, para ndo deixar de
responder. Seguem (Figuras 34 a 36) algumas respostas de alunos que acertaram a pergunta.

Figura 34 — Jogo Bicolorido: Aguia

Fonte: Acervo do autor (2016).

Figura 35 — Jogo Bicolorido: Omega

Fonte: Acervo do autor (2016).

Figura 36 — Jogo Bicolorido: Alfa

Fonte: Acervo do autor (2016).

A apresentacdo e as generalizagcOes das repostas acima estdo ligadas ao fato de os
alunos terem um conhecimento prévio do estudo de poligonos regulares e as partes que o
compdem. Para Piaget (1978, p. 71), isso ocorre, pois “um certo nimero de fatos notaveis
mostram essa passagem gradual de regras caracteristicas das a¢des dos individuos as coorde-
nagdes operatorias”, mas ele mesmo salienta que ainda podem ocorrer defasagens, como no
caso de duas equipes ja mencionadas, que ndao conseguiram associar ou lembrar qual era o
significado da palavra segmento e de ndo conseguirem criar um modelo algébrico para calcu-
lar o total de segmentos que se pode formar com os vértices de um poligono. No entanto,
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mesmo com dificuldades de interpretacdo, de compreensdo de alguns significados ou de atin-
girem a condicdo de uma generalizacdo algébrica, os alunos, na sua maioria, conseguiram
responder adequadamente as perguntas que introduzem o conceito de combinacgéo, que foi
proposto com novas a¢des em pensamento, conforme segue.

Na sequéncia das atividades, foram propostas novas perguntas, pontuadas da letra (g)
até a letra (I), com o intuito de dar sequéncia ao questionario ja respondido, sendo que a maio-
ria das respostas encontradas estava correta. Muitos dos alunos buscaram responder as novas
perguntas de forma direta, sem expressar algum esbogo algébrico ou geométrico para a solu-
¢do, e outros buscaram citar e enumerar os segmentos que formavam os lados e as diagonais
do poligono, de modo a se sentirem mais seguros quanto a solugdo apresentada. Segue abaixo
0 novo bloco de perguntas e algumas respostas dos alunos.

(9) Dos segmentos formados no item (a), quantos sdo lados e quantos sdo diagonais

do quadrilatero ABCD?

(h) Em (b), quantos séo lados e quantos sdo diagonais do pentagono ABCDE?

(i) Quantos segmentos sao lados e quantas diagonais ha no hexagono ABCDEF?

(J) E dos segmentos formados com sete pontos, quantos sdo lados e quantos sdo

diagonais do heptdgono ABCDEFG?

(k) Quantos triangulos podemos formar em cada situacdo informada nos itens (a),

(b), (c), (d) e (f) do questionario apresentado anteriormente?

(I) (Desafio) Para um poligono regular de n lados, quantos triangulos internos

conseguimos formar?

Nas Figuras 37, 38 e 39, observam-se as resolucées e respostas de trés equipes: Alfa,

Aguia e Omega, respectivamente, das perguntas feitas de (g) a ().
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Figura 37 — Jogo Bicolorido: Alfa

Fonte: Acervo do autor (2016).

Figura 38 — Jogo Bicolorido: Aguia

Fonte: Acervo do autor (2016).
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Figura 39 — Jogo Bicolorido: Omega

Fonte: Acervo do autor (2016).

Analisando as respostas dos alunos, em suas equipes, percebeu-se que todos erraram
a resposta da (k), pois no geral somaram o total de segmentos formados no poligono, ou seja,
0 namero de diagonais mais os lados e diminuiram dois. A ideia de diminuir dois esta correta,
porém deve-se aplicar tal ideia para n lados do poligono e ndo n segmentos formados no poli-
gono. Pode-se associar tal equivoco ao que refere Piaget (1978, p. 72): num novo conheci-
mento pode acontecer que “o individuo comega por pensar apenas em seu comprimento ou
largura no equilibrio e ndo nas duas condic¢Bes simultaneamente, dai resulta a ligacdo de sua
acao a de apoiar, com 0s equivocos que vimos”, OU seja, 0s alunos aqui esqueceram que 0
numero de triangulos pode ser calculado em funcéo dos lados do poligono, e acabaram con-
fundindo lados com o total de segmentos, lados ou diagonais, que compdem o poligono.

Apesar desses equivocos, constatou-se que houve, sim, compreenséo e diferenciagdo
daquilo que foi proposto. Conforme foi aumentando o nivel de exigéncias de raciocinio nas
atividades, ficou evidente que, aos poucos, os alunos alcangaram os objetivos de aprendiza-
gem, o que, conforme afirma Piaget (1978, p. 72), indica que “os progressos das regras pro-
prias a a¢do do individuo e os das coordenagdes se tornam explicativas”.

Assim, os resultados, observados nas analises das atividades nessas quatro primeiras
etapas, sdo indicativos de que a sequéncia de jogos da Dinamica Combinatéria promoveu uma
tomada de consciéncia, que fez com que os alunos associassem conceitos que estudaram ante-
riormente com novas estratégias, podendo criar novos conceitos, gerando a compreensao por
meio da acdo. Este fato, segundo Piaget (1978, p. 61), “deve-se aos principios de relaciona-
mentos que se caracterizam, de maneira biomorfica de agdes em comum, gerando novas rela-
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¢cdes e novos conceitos”. Naturalmente, quando os alunos desenvolveram as atividades do
tema de casa, propostas no livro integrado, percebeu-se claramente que os conceitos foram
compreendidos, pois dos 22 alunos, que integraram as sete equipes, apenas trés erraram uma
questdo. Os demais acertaram todas as questdes, mostrando o alcance dos objetivos de apren-
dizagem, entendidos como possiveis de serem atingidos, com as atividades vinculadas aos
jogos.

Na proxima secdo, que esta ligada a Etapa 5 da Dindmica Combinatdria, os alunos
receberam alguns assuntos a serem estudados por meio de orientacdo do professor, com a fi-
nalidade de aperfeicoarem a linguagem relacionada a Analise Combinatéria. Além de forma-
lizar a linguagem, os mesmos estudaram as definicdes e os conceitos formais da linguagem
combinatédria, conhecendo suas formulas como também sua aplicacdo. No andar da atividade,

apresentaram para 0s colegas o que estudaram e aprenderam por meio de trabalho avaliativo.

4.6 ESTUDO ORIENTADO

Nesta etapa da Dinamica Combinatdria, os alunos envolveram-se em uma atividade
de estudo orientado, pesquisando as técnicas mais usuais de contagem aplicadas no estudo da
Anélise Combinatdria. As equipes foram orientadas a criar alguns slides para compartilhar e
explicar as férmulas e algumas aplicacdes dessas técnicas de contagem, explicando e
exemplificando como compreendé-las e utiliza-las.

O objetivo desta atividade foi incentivar os alunos a buscarem, por sua conta,
complementar os estudos realizados em sala de aula, como forma de perceberem que teriam
autonomia suficiente para fundamentar e esclarecer os conceitos que encontrariam em livros
ou sites, auxiliados, se necessario, pelo professor. No quadro abaixo, tem-se uma sintese da
avaliacdo do que foi apresentado pelas equipes, considerando a apresentacédo feita aos colegas,
0 conhecimento demonstrado como dominio de contetdo e a resolucéo de questdes propostas.

O estudo orientado aconteceu na biblioteca e no laboratorio de informatica da escola,
onde os alunos pesquisaram sobre os topicos de contetdos que foram apresentados a eles. O
professor buscou sanar as davidas conforme as necessidades dos mesmos. A atividade se
desenvolveu durante o periodo de aula, ou seja, durante duas horas. Os alunos buscaram
conceitos e defini¢bes usando o suporte oferecido pela escola. J& o trabalho, na forma como
foi apresentado para a classe, 0s alunos elaboraram em casa, esclarecendo algumas davidas

com o professor via redes sociais.
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No dia das apresentacGes, foram feitas algumas anotagcdes relacionadas a

apresentacdo, ao dominio do contelido e as questdes que as equipes trouxeram para 0s colegas

resolverem.
Quadro 5 — Avaliacéo do estudo orientado
Equipe Apresentacéo Dominio de contetido | Questdes apresentadas
) ) Usaram definigoes
Fatorial, conceito e _ _
o retiradas de sites e de o
aplicacgoes ] _ Eram questdes simples,
o livros sugeridos pelo .
Apresentaram dominio de ) dando enfoque a
, professor. Tinham _ o
contetdo; todos os ) importancia de se
Gama | . clareza dos metodos de ]
integrantes, quando y reconhecer o simbolo de
_ solucdo, apresentando
questionados, souberam _ ) fatorial “!”” e como
mais de uma maneira )
responder usando ) devemos usé-lo
L ) para solucionar as
definigdes e conceitos o
atividades
. Nao apresentaram
Equacbes, envolvendo )
_ Os alunos mostraram ter | questdes de grau muito
fatorial o J
_ um grande dominio na elevado, porém as que
A equipe ressaltou a o
o ) decomposigéo dos termos | foram apresentadas
| definicdo de fatorial, mas ) _ o
Matrix do fatorial, para conseguiram desmitificar
apresentou problemas de ) _
o 3 solucionar os problemas | para os demais colegas 0s
aplicacdo na resolucgéo de o
. apresentados, o que se modos e as técnicas
equacdes simples e _ _ .
o considera importante necessarias para se
médias )
chegar a uma solucéo
Permutacdes simples
Foram claros na Aleém de utilizar a regra
explicacdo dos conceitos, | pratica com a aplicagédo
enfatizando que as de fatorial, mostraram
L 3 Buscaram dar enfoques
R permutacdes simples sdo | aos colegas que, em 3
Omega em questdes de

utilizadas em casos de
formacéo de
agrupamentos, nos quais
se utilizam todos os n

elementos, para formar

muitos casos, é vantajoso
aplicar o Principio
Fundamental da

Contagem

Vestibular de nivel médio
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conjuntos com n

elementos

Permutacdes com
repeticéo
A equipe enfatizou o uso

de permutagGes com

Mostraram que sabiam
utilizar a equagdo, porém

ainda tinham duavidas

Apresentaram questdes
de nivel facil, nas quais

pediam a formacdo de

Alfa - sobre o significado da
repeticdes, mas nem o _ anagramas com as letras
) aplicacdo deste conceito ]
todos os integrantes de palavras que possuiam
em problemas .
mostraram clareza na ) repeticdo de letras
o ) contextualizados
explicagdo do conceito
A equipe deixou claro A As questdes apresentadas
o Apresentaram trés modos | ] o
que tal técnica é aplicada ) tinham um nivel fécil,
) de solucdo para o o
simplesmente em médio e dificil, sendo que
L _ . | problemas envolvendo ) )
situagdes nas quais se ira ) ) tiveram a delicadeza de
Beta arranjos, deixando claro ) N
formar agrupamentos ] ) explicar todas as questbes
qual é sua diferenca, N A
com p elementos, estando utilizando os trés modos
) quando comparados a 3
dispostos para agrupar n 3 de resolucéo
uma permutacao
elementos apresentados por eles
Somente um dos trés
) As questdes apresentadas
Mostrou pouco integrantes do grupo o
) eram faceis e os alunos
envolvimento com a apresentou o trabalho; os
_ trouxeram as suas
apresentacdo do trabalho, | demais, quando .
_ _ resolucGes prontas em
trouxe conceitos e questionados, nao ) o
. ) slides, nos quais ficava
Delta | definicOes referentes a0 | souberam explicar as ]
o L claro que copiaram as
uso das combinagdes situacOes apresentadas, B )
_ ) ) resolucdes de um site,
simples; porém nao deixando claro que
) pelo modo como
tinham clareza nas suas ambos ndo procuraram o
o . apresentaram a
explicagOes auxilio do professor para 3
) formatacdo
a construcéo do trabalho
A equipe buscou explorar | A equipe, composta por | O nivel de questdes
or 0 conceito de guatro componentes, apresentado se encaixava
guia

permutacdes circulares,

deixando claro que seu

deixou perceber que

somente dois deles

em um modo de facil

resolucéo, sendo que tais
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uso no Ensino Médio em | sabiam esclarecer os questdes foram uma

questdes de Vestibular ou | conceitos e os modelos sugestédo do professor,

Enem, ndo aparece com | de aplicacdo com o intuito de

frequéncia como os esclarecer os conceitos de

demais conceitos modo simples, sem
buscar tanto

aprofundamento, pois tal
topico é pouco explorado
em livros e bibliografias

para o Ensino Médio

Fonte: Elaborag&o do autor.

Apds as apresentacbes, o professor retomou os conceitos, fazendo um fechamento,
esclarecendo algumas duvidas que persistiam quanto ao entendimento e a identificacdo dos
métodos ou das técnicas de contagem em problemas. Com a anélise dos trabalhos escritos e a
avaliacdo das apresentacdes dos alunos, percebeu-se que houve evolugdo na compreensao dos
tipos de agrupamento, permutacdo, combinacdo ou arranjo, no entendimento das suas
férmulas e das suas aplicacfes em situacdes-problema, o que, para Piaget (1978, p. 102) é
“uma util confirmacdo da existéncia de nossas fases e das interpretacfes propostas, a respeito
das relagdes entre a conceituacao e a acao”.

Para avancar na confirmacao de que fazer e compreender estdo ligados de modo a se
complementarem, busca-se, ainda, analisar os questionamentos dos alunos apds percorrerem
as etapas da Dinamica, até a Etapa 5, quando fica claro que as questdes de pensamento
combinatério podem ser resolvidas utilizando principio de contagem, mesmo que estes
agrupamentos se diferenciem pela sua ordem ou natureza. Com a finalizacdo do Estudo
Orientado, os alunos foram desafiados a resolverem mais algumas questdes que envolviam
conceitos de Analise Combinatdria, que foram retiradas do livro integrado, com a finalidade

de enriquecer o entendimento dos alunos. A Figura 40 serve para ilustrar um desses casos:
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Figura 40 — Resposta da equipe Delta

Fonte: Acervo do autor (2016).

A questdo respondida pela equipe Delta poderia ser escrita como um Arranjo
Simples descrito na forma de 3.As2, mas os alunos optaram por aplicar o Principio
Fundamental da Contagem, mostrando que eles possuem a compreensdo desse conceito
béasico, e que podem aplica-lo para solucionar as questdes. Em outros momentos, em sala de
aula, era muito dificil perceber o dominio dos alunos sobre esse conceito. Outro exemplo,

como esse, mostrado na Figura 40, é a questdo respondida pela equipe Beta.

Figura 41 — Resposta da equipe Beta

Fonte: Acervo do autor (2016).
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O problema acima, também, poderia ser resolvido como aplicacdo de Arranjos
Simples, fazendo Asz, mas a equipe mostrou compreender a resolugdo por meio de uma agéo
valida e simples, alcancando um dos objetivos deste trabalho, que é a compreensdo que
permite resolver exercicios sem a necessidade “tradicional”, que se tinha, de os alunos
decorarem formulas a serem aplicadas.

Mas, algumas equipes também mostraram o uso de férmulas, como a equipe Aguia
(Figura 41) na resolucdo do seguinte exercicio: “(ACAFE-SC) Uma confeitaria produz seis
tipos diferentes de bombons de frutas. O numero de embalagens diferentes que ela pode

formar, sabendo que em cada embalagem deve conter quatro tipos diferentes de bombons, é:”

Figura 42 — Resposta da equipe Aguia

Fonte: Acervo do autor (2016).

Buscando interpretar as diferentes formas de resolucdo apresentadas nos trabalhos
desenvolvidos pelos alunos, conclui-se que os diferentes modos de solucionar os exercicios
estd, segundo Piaget (1978, p. 174), “ligado a capacidade que o ser humano tem de buscar um
plano de utilizagcdo imediata para cada situagdo que lhe é apresentada”. Pode-se entdo dizer
gue os mesmos solucionaram as situacOes apresentadas do modo mais conveniente, aplicando
um conceito-base, como uma acéo simples e pratica ou férmulas representativas de solucGes
diferenciadas, mas sem a obrigatoriedade de aplicar apenas técnicas prontas expressas por
meio de formulas.

Na ultima secdo de andlise das etapas, deparou-se com a Etapa 6, composta por um
jogo denominado Trilha Combinatéria, que buscava desafiar os alunos a usarem seus
conhecimentos relacionados a Analise Combinatdria, para superarem os obstaculos impostos.

4.7 JOGO TRILHA COMBINATORIA
A sexta etapa € a ultima da Dindmica Combinatdria, e foi planejada para que os

alunos se enfrentassem, divertindo-se com um novo jogo, criado, especialmente, para testar e

avaliar os conhecimentos propostos, como objetivos de aprendizagem nesta sequéncia
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didatica, agora com acdes de pensamento e em discussdo com pares, possibilitando ainda
compreender ideias incompletas. O Jogo Trilha Combinatdria foi elaborado visando a
aplicacdo de conhecimentos de Analise Combinatdria em questdes de resolucdo processual
das técnicas de contagem, e problemas, estes para serem resolvidos na forma como os alunos
entendessem ser a melhor, definidos dentre os propostos, por langamento de dados, que
também requer a aplicacdo, no caso, de um conhecimento especifico. A trilha é jogada em um
tabuleiro, formado por um caminho de desafios, que englobam o conteddo de Analise
Combinatoria, estudado pelos alunos, durante o percurso da Dinamica Combinatoria. As
equipes originais deram lugar a novas equipes, a CMY, PPT, Os Vorazes e + ou -, que
competiram separadas em dois momentos, devido ao grande numero de alunos para as
dimensdes do tabuleiro. No término, os vencedores de cada momento anterior enfrentaram-se
num terceiro momento, e final, no tabuleiro.

O Jogo Trilha Combinatéria, criado pelo autor deste trabalho, contém o tabuleiro,
mostrado na Figura 43, dois dados ndo viciados, e cartbes com desafios em forma de
exercicios ou problemas, envolvendo o contetdo de Analise Combinatoria, e alguns pedes de
marcacdo das paradas no percurso, que representam, com cores diferentes, as equipes que

estédo jogando no tabuleiro.

Figura 43 — Tabuleiro do Jogo Trilha Combinatéria

16
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Fonte: Acervo do autor (2016).
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O jogo foi composto, basicamente, por oito regras, que orientaram 0 percurso e 0s
desafios, a saber:

1°) os participantes sorteardo quem inicia 0 jogo; sera a equipe que sortear o maior

nimero ao lancar um s6 dado. Os demais seguem jogando conforme a ordem

decrescente dos nimeros sorteados;

2°) a movimentacdo dos pedes, no percurso da Trilha, se dard segundo a combinacéao

n!

simples (CZ = -) dos numeros dos dois dados lancados, simultaneamente,

plln—p)

sendo n o maior valor e p 0 menor valor, valendo o primeiro langcamento em que n e

p séo diferentes;

3°) apds a movimentacdo do pedo, tendo esse parado em uma casa azul, vermelha ou

amarela, a equipe resolve o desafio de uma carta, da que esta acima na pilha de

cartas, voltada para baixo, que tem como referéncia a mesma cor da casa em que 0

pedo parou;

4°) para avancar, e ter direito a jogar os dados na proxima rodada, a equipe devera

acertar a pergunta da carta; caso erre, devolvera a carta, que vai por ultimo no

baralho, e ficara fora da rodada seguinte;

5°) no final da rodada da qual a equipe ficou fora, esta retira outra carta do baralho

de mesma cor e, se acertar, retornara a trilha. Se errar novamente, continuard a 42

regra;

6°) se a equipe cair numa casa de cor preta, estara impedida de retirar qualquer carta

e vai para a cadeia;

7°) para sair da cadeia, na rodada seguinte a equipe devera solucionar o problema da

carta de cima do baralho preto; caso a equipe erre 0 problema da carta do baralho

preto, volta para a cadeia e permanece presa por duas rodadas, e assim por diante, até
solucionar o problema contido na carta;

8°) todos saem do marco Inicio, e vence 0 jogo a equipe que chegar, por primeiro, no

marco Chegada.

Para completar a avaliacdo proposta com a aplicacdo da Trilha Combinatoria, 0s
alunos responderam, nas equipes do jogo, as questdes sorteadas das cartas do jogo, durante as
jogadas, e entregaram ao professor, para serem avaliadas. Ao observar os alunos, no decorrer
das jogadas, percebeu-se um grande envolvimento e espirito de competitividade em todas as
equipes, que se engajaram querendo ganhar a competicdo da Trilha Combinatéria. Nas
Figuras 44 e 45, tem-se uma boa ideia do envolvimento dos alunos no jogo da Trilha.



81

Figura 44 — Jogando Trilha Combinatéria: Equipe + ou -

Fonte: Acervo do autor (2016).

Figura 45 — Jogando Trilha Combinatéria: Equipe Os Vorazes

Fonte: Acervo do autor (2016).

As resolugdes das questdes da Trilha também auxiliam na analise e permitem chegar

a algumas conclusdes sobre a aprendizagem dos alunos.
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Uma primeira questdo a ser analisada foi sorteada pela equipe PPT; a questdo

envolve o Principio Fundamental da Contagem para a sua resolug&o.

Figura 46 — Trilha Combinatéria; Equipe PPT

Fonte: Acervo do autor (2016).

Percebe-se claramente, aqui, a aplicacdo correta do Principio Fundamental da
Contagem, indicando que a equipe alcangou o entendimento sobre 0 que é, o que pode ser
interpretado, segundo Piaget (1978, p. 175), como “0 préprio produto precedente tornou-se
objeto de reflexdo e formulagcdo consciente”, ou seja, as atividades realizadas tornam possivel
escrever e solucionar exercicios, de modo a chegar a uma estruturacdo de pensamento
associado a acdo, a partir da conceituacao.

Em outra situacdo, observa-se que os alunos conseguem simplificar expressoes e
resolver equacdes envolvendo fatorial de modo ordenado, chegando a solucdo do problema,

como é mostrado na Figura 47, desenvolvida pela Equipe + ou -.

Figura 47 — Trilha Combinatéria: Equipe + ou -

Fonte: Acervo do autor (2016).

Analisando essa questdo, muitos poderiam dizer que tem facil resolucdo; porém, os
alunos ndo tiveram uma atividade especifica com resolucdo de modelos como o deste
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exercicio. O primeiro contato com esse tipo de problema combinatério aconteceu na Etapa 6
da Dindmica Combinatoria, do estudo orientado, quando a equipe, que estava apresentando o
seu trabalho, explicou sobre fatoriais e esclareceu davidas apresentadas por questionamentos.
O que mais surpreendeu, nesta atividade, € que todas as equipes sortearam questdes de
simplificacdo e de equag0es, acertando as resolugdes. Entende-se, assim, que o conceito de
fatorial estava muito claro para os alunos. Piaget (1978, p. 175) aponta que “para termos
certeza dessa autonomia total da conceituacdo com seu poder de coordenacdes inferenciais,
devemos proceder por um exame de memoria, uma ou duas semanas apds o0 acontecimento”, e
a Trilha foi aplicada uma semana e meia depois da apresentacdo do estudo orientado, dando
indicativos de que, de fato, ocorre uma autonomia de conceito, que foi adequada e aplicada
pelos alunos na resolugédo de problemas.

Observou-se, também, maior agilidade de pensamento, o que ficou claro no modo
como aplicaram as formulas das técnicas de contagem, com célculos simples e mais diretos,

como os da equipe Os Vorazes, mostrados na Figura 48.

Figura 48 — Trilha Combinatoria: Equipe Os VVorazes

Fonte: Acervo do autor (2016).

Aqui, a questdo envolvia uma aplicacdo de Arranjo Simples, e os alunos optaram por
utilizar uma férmula, como foi o caso também mostrado na Figura 49, de uma questdo de

Combinacdo Simples:
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Figura 49 — Trilha Combinatéria: Equipe + ou -

Fonte: Acervo do autor (2016).

Para Piaget (1978, p. 177), as resolugdes apresentadas “ndo se sucedem linearmente,
mas consistem em um esquema que corresponde a uma teleonomia”, ou seja, 0s alunos
tinham uma necessidade de solucionar os exercicios, € 0s mesmos conseguiram diferenciar
que as situacdes eram distintas de agrupamento de tipos diferentes, deixando claro que os
conceitos de natureza e ordem ficaram claros para eles, pois conseguiram distinguir situacdes
especificas de cada agrupamento e aplicaram corretamente o que concluiram das acdes e dos

pensamentos sobre as a¢des realizadas no decorrer da Dindmica Combinatéria.

4.8 A DINAMICA COMBINATORIA NO PARECER DOS ALUNOS

No final da aplicagdo da Dindmica Combinatoria, entende-se ser importante ter um
parecer dos alunos sobre a metodologia aplicada nas aulas de desenvolvimento do contetido
de Anélise Combinatdria. Para isso, construiu-se um instrumento de avaliacdo, que os alunos
responderam dando a sua opinido sobre a realizagdo da Dindmica Combinatoria. Tal parecer,
nesta pesquisa, cuja analise apresenta-se a seguir, serviu como confirmacdo de que a
sequéncia didatica colaborou para produzir as aprendizagens almejadas, sendo entdo
estruturada para ser o produto desta pesquisa, que se encontra a seguir no presente trabalho.

O instrumento para se ter o parecer dos alunos esta apresentado no Quadro 6, com
treze aspectos, com 0s quais se buscou analisar, segundo as impressdes dos alunos, as etapas
da Dinamica Combinatéria. Todos os 22 alunos, que participaram da aplicacdo desta

sequéncia didatica, responderam esta avaliacao.



Quadro 6 — Parecer dos estudantes sobre a Dindmica Combinatoria
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Analise e avalie cada aspecto considerado abaixo,
marcando um X na carinha que melhor expressa o seu

parecer.

UL
o

otimo

.I'.:

—

bom

médio

ruim

1. Na primeira aula, as atividades da “Etapa 0” ajudaram
a despertar a curiosidade sobre o estudo de Analise

Combinatéria.

2. Aulas como as da “Etapa 17, desenvolvidas com jogos
de raciocinio légico, favorecem a criacdo de estratégias
para solucionar exercicios ou problemas de Analise

Combinatéria.

3. Os jogos Quadrado, Senha e Bicolorido, realizados nas
aulas das “Etapas 2, 3 e 4”, ajudaram a compreender os

conceitos basicos de Analise Combinatéria.

4. Os jogos utilizados sdo adequados para desenvolver o

raciocinio.

5. O raciocinio l6gico é muito importante para se

aprender Anéalise Combinatoria.

6. Estratégias de ensino, que introduzem ou desenvolvem
os conteddos utilizando materiais manipulaveis e jogos,

ajudam a aprender contetidos com mais facilidade.

7. As atividades desenvolvidas em equipe auxiliaram na

aprendizagem de conteudos.

8. Com a metodologia de ensino, utilizada pelo professor,
nesta parte do estudo, eu consegui aprender Analise
Combinatoria.

9. Consegui aplicar adequadamente os conhecimentos de
Anélise Combinatoria, nas avaliagbes e no Jogo Trilha

Combinatéria.

10. Eu e meu grupo conseguimos compreender a

formalizacdo dos conceitos de Andlise Combinatdria,
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com o apoio das orientagdes do “Estudo Orientado”, e
nos sentimos capazes de apresentar e explicar a nossa

parte aos colegas, em sala de aula.

11. Eu recomendo que esta metodologia de ensino e
aprendizagem de Analise Combinatéria seja usada com
outros estudantes.

12. Eu penso que quando a gente faz, e pensa no que faz,
a gente aprende.

13. Eu penso que, quando a gente compreende, a gente
faz melhor.

Fonte: Producédo do autor (2016).

Figura 50 — Pareceres dos alunos sobre a Dindmica
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Fonte: Producéo do autor (2016).

Analisando o grafico com as respostas dos alunos, fica claro que a sequéncia didatica
construida foi considerada como de grande proveito. Todos os aspectos avaliados receberam
parecer bom ou 6timo de, praticamente, todos os alunos, sendo que o parecer étimo foi a
escolha da maioria, em todos os aspectos da avaliagdo. Com isso, fica evidente que, na
opiniao dos alunos, as atividades propostas auxiliaram-nos a compreenderem e identificarem
as caracteristicas que diferenciam tipos de agrupamentos pela ordem ou natureza dos seus
elementos, e que a criacdo e aplicacdo dos jogos, selecionados ou construidos, contribuiu para
0 entendimento do principio da contagem, de permutacfes, arranjos e combinagdes,
reconhecendo-se capazes de resolver problemas de Analise Combinatoria.
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Outro modo de demonstrar o éxito dos alunos é por meio da observacdo das
resolugbes de algumas questbes da prova, na Escola de Avaliagdo Cumulativa da
Aprendizagem desenvolvida, que foi aplicada em torno de um més, apos a aplicacdo da Trilha
Combinatéria. Em duas dessas questfes, foi solicitado que os alunos resolvessem de dois
modos distintos, aplicando o Principio Fundamental da Contagem e alguma técnica de
contagem, de modo a verificarem a concordancia das respostas a que chegariam. Uma dessas
questdes, a de numero trés, tem o enunciado que segue e a resolucdo apresentada por dois
alunos esté ilustrada na Figura 51.

Questdo 3. Observe o quadrinho abaixo.

(O Glabo, 03/01/93}

As quatro pessoas que conversavam no banco da praga poderiam estar sentadas em
outra ordem. Considerando que o fumante fique sempre sentado numa das extremidades, o

numero de ordenacdes possiveis é: ...

Figura 51 — ResolucBes da questdo 3 da Avaliagdo Cumulativa

Fonte: Acervo do autor (2016).
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Outra questdo, essa de numero 9, foi apresentada da forma como segue, com
resolugdes, de dois alunos, apresentadas na Figura 52.

Questdo 9. O nimero de anagramas com quatro letras, que comecam com a letra G,
que se pode formar com as letras da palavra PORTUGAL é: ...

Figura 52 — Resoluc@es da questdo 9 da Avaliagdo Cumulativa

Fonte: Acervo do autor (2016).

Analisando as resolucGes desses alunos, que representam a de varios outros, percebe-
se que houve uma compreensdo dos conceitos. As etapas da sequéncia relacionadas ao fazer
possibilitaram compreender e construir 0s conceitos em pensamento, produzindo o alcance
dos objetivos de aprendizagem, como foi mostrado em outras situa¢fes de seces anteriores
deste capitulo. A representacdo por formas variadas estd associada ao que Piaget (1978)
traduz como processos de equilibragdes conjuntas, que vai além de um simples finalismo,
tornando-se um processo diferenciado em mindcias.

Mas, sabe-se, também, que sempre acontecem falhas, e a sugestdo dos alunos é a
avaliacdo mais importante para aprimorar as estratégias de aprendizagem. Portanto, foi
solicitado que eles descrevessem algumas sugestdes, para que a sequéncia didatica que tinham
desenvolvido, no seu ponto de vista, produzisse melhores aprendizagens. Em torno de cinco
alunos propuseram mais tempo para a realizacdo das atividades; um deles afirmou ter sido
esse tempo “um pouco curto”. Outro aluno sugeriu que alguns desafios da Trilha
Combinatéria poderiam ser de nivel mais avangado; no entanto, dois alunos referiram que a
Trilha poderia ser mais simples e ter menos regras. Sobre o tempo para as atividades, esse foi
planejado de modo que os alunos se adequassem aos tempos estipulados, ficando atentos,
ativos em raciocinio e que ndo se dispersassem com distragdes. Quanto aos desafios do jogo
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Trilha Combinatoria, na elaboracéo do produto da dissertacdo, serdo incluidos alguns desafios
mais avancados. Mesmo tendo sido apenas um aluno a dar esta sugestdo, percebeu-se que,
com a realizagdo das atividades anteriores, os alunos “podem ir mais longe”. No entanto, as
regras sdo vistas como uma forma de organizar o jogo, e o que foi dito como ter menos regras
talvez se refira a preocupacdo que se teve em deixa-las claras o suficiente para que, numa
leitura, os alunos soubessem o que fazer e ndo se extraviassem com dificuldades na
interpretacdo. E, ao observa-los na leitura das regras, estas em nada atrapalharam e
rapidamente estavam todos prontos para o lancamento dos dados. Entende-se, assim, que as
mesmas colaboraram com o propdsito de que as discussfes fossem sobre Anélise
Combinatoéria, alvo de todas as etapas da Dindmica Combinatdria.

No espaco aberto para as sugestdes, houve também muitas manifestacbes positivas,
elogios, parabenizando pela iniciativa de se usar jogos nas aulas de Matematica. A maioria
dos alunos sugeriu que a Dindmica Combinatdria seja ainda aplicada nas demais turmas do
Ensino Médio, que estudarao este contetdo futuramente. Afirmam, ainda, que o uso de jogos
torna a aula mais atrativa e mais facil a compreensédo dos conceitos.

Por fim, com um dltimo questionario, buscou-se a percep¢do dos alunos sobre o
proprio desempenho e a conduta como estudantes, alem de fazer um comparativo entre as
aulas que normalmente sdo ministradas pelo professor e a metodologia aplicada na Dindmica
Combinatoria. As questdes do questionario sdo as seguintes:

1. Comparando as aulas tradicionais de Matematica, desenvolvidas pelo mesmo

professor, com as aulas desenvolvidas para o conteido de Analise Combinatoria,

qual carinha combina mais com a Dindmica Combinatéria?

" ’.': L

~ > = <>

() () () ()

2. Qual carinha combina mais com o desempenho do professor, ao aplicar a

Dinadmica Combinatéria?

3. Qual carinha combina mais com o seu compometimento no estudo da Anélise

Combinatoéria?
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4. Qual carinha combina mais com a sua aprendizagem em Analise

Combinatéria?

@ ® 0 e

() () () ()

5. Qual carinha combina mais com a relagdo jogos e raciocinio l6gico?
@ ® 0 e

() () () ()

6. Com atabulagdo dos dados, produziu-se o a Figura 53.

Figura 53 — Analise das aulas da Dindmica Combinatdria

Perguntas
o

0% 20% 40% 60% 80% 100%

Percentual
© © © @
® Otimo ™ Bom ® Médio ® Ruim

Fonte: Acervo do autor (2016).

Observando o grafico, rapidamente percebe-se que os alunos demostraram satisfacao
com as aulas, 0 que se remete ao reconhecimento de que houve aprendizagem, envolvimento
e satisfacdo por terem aprendido de forma prazerosa. Aprovaram a sequéncia didatica
proposta, sendo considerada, por todos, como 6tima ou boa; a maioria considerou-a 6tima,
mesmo que, em comprometimento, tenham se dividido, meio a meio, entre étimo e bom;
poucos declararam-se médios mas ninguém como ruim. Na aprendizagem, em torno de 60%,

literalmente, se consideraram com desempenho 6timo, pouco mais que 30% reconheceram-se
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bons e em torno de 10% ficaram ai, como medios. Importante, desta vez, é que o desempenho
ndo deixou ninguém achando-se ruim. Agora, a relagdo jogo e raciocinio, como era a ideia
que se tinha, e como foi encontrado em alguns outros trabalhos como os de Carvalho (2009),
Gongcalves (2011) e Grando (2000), foi confirmada como 6tima por 90% da turma e boa para
0s demais. E, nessa historia, quem se saiu também como 6timo foi o professor. Assim
confirmaram, praticamente, todos os alunos, sendo que um ou outro considerou o professor
bom, o que ja é também muito bom.

Entdo, para finalizar a apresentacdo e discussdo sobre os resultados que foram
descortinados, considera-se ter sido 6timo o trabalho desenvolvido com jogos, que envolveu
os alunos, mobilizando-os a fazerem, a desafiarem a si proprios, a superarem obstaculos e,

com isso, a construirem sentido e compreensédo para o que aprendiam.

4.9 PRODUTO DA DISSERTACAO

Com o intuito de compartilhar os estudos realizados com esta pesquisa, em que se
teve como proposito explorar novas metodologias de ensino, este trabalho de dissertacdo deu
origem a um produto educacional, que pode contribuir com o ensino e a aprendizagem de
Anélise Combinatéria. Trata-se de uma proposta metodoldgica, que estd estruturada como
uma sequéncia didatica, apoiada nas ideias de Zabala (1998).

O produto da dissertacdo €, entdo, a sequéncia didatica apresentada neste trabalho,
denominada de Dinamica Combinatdria, composta por sete planos de aula, que integram a
historia da Analise Combinatdria e atividades respaldadas na realizagdo de jogos e de estudos
posteriores, que levam ao principio légico do Problema Fundamental da Contagem e as
técnicas de contagem: Permutag6es, Arranjos Simples e Combinag6es Simples.

O material aqui proposto foi construido seguindo as ideias e os principios do fazer e
compreender, de Piaget (1978), que destacam a importancia de o aluno buscar a compreensao
dos conceitos por meio do fazer, atraves de atividades que o desafiem e o levem a refletir, a
propor e testar hipOteses, a explicar 0 que pensa, tornando-se agente principal do
desenvolvimento do seu conhecimento.

A sequéncia didatica — Dindmica Combinatoria — encontra-se disponibilizada na

pagina do Mestrado, na forma como esta apresentada no Apéndice F.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho de pesquisa e dissertacdo, buscou-se desenvolver uma metodologia
diferenciada, estruturada como uma sequéncia didatica, com a principal finalidade de
promover a aprendizagem da Analise Combinatoria, e com a fundamentacdo do fazer e
compreender. Como principio, utilizou-se, para a estruturacdo da metodologia, o de
compreender em acdo, que esta ligado ao fazer do aluno. Retomando alguns dos resultados
obtidos, pode-se afirmar que o uso de jogos estimula o envolvimento do aluno com aquilo que
lhe ¢ proposto, como verificou também Grando (2000, p. 26): “O interesse pelo material do
jogo, pelas regras ou pelo desafio proposto, envolve o aluno, estimulando-o a a¢éo.”

A Matematica € uma ciéncia desafiadora, que se explica em demonstracdes da sua
exatidao e rigor. D’ Ambrosio (1996, p.113) aponta que “a Matematica tem sido conceituada
como a ciéncia dos nimeros e formas, das relacGes e das medidas, das inferéncias, e suas
caracteristicas apontam para precisdo, rigor, exatidio”. Observou-se, no entanto, para o
conteddo de Andlise Combinatoria, que se pode chegar a varias relacBes de exatidao, e de
modo atrativo, com ac¢des que instigam o aluno a raciocinar e se envolver no processo de
descobrir verdades que sdo expressas por regras e formulas.

Portanto, é possivel ao professor promover estratégias para que os alunos sintam-se
desafiados, curiosos, interessados pela Matematica. A proposta deste trabalho visou
exatamente a esta possibilidade, considerando que o aluno pode construir conceitos e boas
ideias de definicdes, como as deste estudo que foi proposto, com o0s jogos que foram
aplicados e, depois, as mesmas estratégias foram aplicadas em problemas associados a
resolucbes matematicas. O desempenho e a evolugdo na criagdo de estratégias, para
solucionar desafios, ficam evidentes quando o aluno busca exercitar a sua mente, através de
atividades que explorem a sua capacidade de criacao e percepcao.

A melhora na percepcéo e criacdo do aluno, por meio dos jogos de raciocinio, esta
diretamente ligada a uma melhora em seu rendimento na Matematica. De acordo com Grando
(2000, p. 21), “o jogo pode representar uma simulagdo matematica na medida em que se
caracteriza por uma situacéo irreal, criada pelo professor ou pelo aluno, para significar um
conceito matematico a ser compreendido pelo aluno”™.

Parece evidente, como afirma Grando, na aplicacdo do Jogo do Quadrado, que o
aluno busca listar possibilidades de jogadas, para analisar e responder perguntas diretamente
ligadas ao que realizou no jogo. Com isso, cria estratégias de resolugdo para outros

problemas, em situagdes proximas daquelas dadas a eles.
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N&o se pode deixar de destacar que apareceram algumas respostas equivocadas, mas,
para Piaget (1978, p. 184), enfrentar incorre¢cdes “¢ um exemplo de construgéo de caminhos
equivalentes, em que o individuo preocupa-se somente com seu ponto de chegada”. Percebe-
se que, para alguns alunos, o interesse principal no desenvolvimento das atividades era o de
ganhar e ndo o de criar possibilidades, o que pode ser mais estimulante do que ganhar, mesmo
que o jogo seja uma forma de competicao.

No entanto, outros alunos buscaram analisar 0 jogo como um todo, pois perceberam
que poderiam ter maior dominio da situacdo. Esta analise também serve para quando se
resolvem exercicios de matematica. A leitura atenta, a interpretacdo e a observagdo séo acoes
essenciais para compreender e propor boas formas de resolugéo.

Ao construir solucdes para situacdes apresentadas no jogo, por meio de ilustracdes,
os alunos construiram também o significado do Principio Fundamental da Contagem, mesmo
ndo tendo conhecimento da sua formalizagcdo, e usaram-no como um instrumento para
solucionar exercicios de contagem.

Pode-se destacar que houve uma melhora significativa no entrosamento das equipes
de trabalho. No inicio, buscavam desenvolver as atividades de modo mais individual, mas, no
transcorrer das etapas, perceberam que a troca de ideias e a ajuda mutua podem colaborar
muito para se chegar a conclusdes pertinentes. A interacdo foi sempre positiva, mesmo nas
situacGes em que se observaram algumas divisdes entre as equipes, ao buscarem analisar seus
pontos de vista, quando eram discordantes, para tomar decisoes.

Tal entrosamento ajudou a ter também uma percep¢do mais apurada e maior
agilidade de raciocinio, e os alunos mostraram que esse processo se intensifica, pois, quando
Ihes foram apresentados 0 Jogo Senha e as atividades relacionadas, perceberam as ideias de
duas técnicas de contagem: a Permutacdo e o Arranjo Simples. Nesse jogo, os alunos
comecam a explorar e a construir técnicas proprias para prever possiveis jogadas do
adversario e chegar a uma solugcdo com o menor nimero possivel de jogadas. Ao observar 0s
alunos, percebia-se que se intensificava 0 uso da imaginacdo e do raciocinio, no
desenvolvimento deste jogo. Para Grando (2000, p. 21) “€ no jogo e pelo jogo que a crianga ¢
capaz de atribuir aos objetos, através de sua acdo ludica, significados diferentes”, que, neste
trabalho estdo diretamente ligados aos conceitos que 0 jogo propicia explorar, por meio de
questionarios ligados as suas jogadas.

Ao responderem as perguntas pds-jogo, os alunos ampliaram o0 raciocinio

combinatério, explorando jogadas, por meio das atividades que levam a construir o
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pensamento ligado a ideia de permutacdes e arranjos simples. Sem perceberem, ou receberem
alguma definicdo, conseguiam executar calculos pertinentes a estas técnicas de contagem.

No andar das etapas da sequéncia didatica, mais precisamente com 0 Jogo
Bicolorido, os alunos conseguiram aplicar e diferenciar a formagdo de agrupamentos que se
diferenciam pela sua natureza e ndo pela ordem dos seus elementos. O jogo, em que se
exploram agrupamento de arestas e diagonais de poligonos, levou-os a compreender o
conceito de Combinacgdes Simples. Aqui, eles ndo usaram a técnica de contagem por meio de
formulas, mas sim partiram do Principio Fundamental da Contagem, para chegar a solugdes
significativas aos problemas apresentados a eles. Esse modo de solucionar problemas esta
ligado a compreensdo de uma acdo executada com sucesso, e que Piaget (1978, p. 179)
explica assim: “Compreender consiste em isolar a razdo das coisas, enquanto o fazer é
somente utiliza-las com sucesso, 0 que €, certamente, uma condicdo preliminar da
compreensdo.”

Mas a sequéncia ndo manteve os alunos presos ao fazer, refletir, compreender; por
meio de estudos complementares, puderam formalizar tudo aquilo que aplicaram com 0s
jogos, quando tiveram a oportunidade de conhecer as formulas que expressam as técnicas de
contagem, que haviam explorado através dos jogos. Com esse estudo, os alunos esclareceram
duvidas quanto a utilizacdo das técnicas para resolucdo de problemas combinatorios, e
procuraram compreender o significado da simbologia matematica. Nessa atividade, cada
equipe apresentou aos demais colegas de sala de aula o que havia descoberto, compartilhando
0 conhecimento e complementando com aquilo que os colegas apresentaram.

Como atividade final da sequéncia didatica, o Jogo Trilha Combinatéria reorganizou
os alunos em equipes diferentes, numa disputa de aplicacdo dos conhecimentos relacionados
aos conceitos de Analise Combinatoria. Os alunos mostraram um grande envolvimento, pois
as jogadas exigiam que soubessem solucionar problemas de cada rodada, porque, para poder
prosseguir na trilha, deveriam solucionar os problemas apresentados a eles, caso contrario
seriam penalizados conforme as regras do jogo. O jogo, além de ter sido proposto como um
fechamento em que foram consideradas todas as ideias e técnicas da Analise Combinatoria,
serviu também como instrumento de avaliacdo, em que foi possivel perceber seguranca,
autonomia e satisfacdo dos alunos por terem conseguido solucionar os problemas, em sua
maioria, ndo com férmulas, mas com as estratégias que utilizaram nos jogos.

Apbds a andlise de todas as etapas da sequéncia didatica, tem-se como conclusao que
a utilizagdo de jogos, como suporte de aprendizagem em sala de aula, € um modo eficaz e que

apresenta resultados significativos para a aprendizagem.
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Como explica Gongalves (2011, p. 42), a utilizagdo dos jogos nas atividades
aplicadas foi importante para despertar a motivacdo, a autoestima, a relagdo com a
matematica.

Confirmou-se, com esta pesquisa, que os desafios ou jogos légicos contribuem para
uma melhor compreensdo de questdes matemaéticas, auxiliando na concentracdo e na
construcdo de estratégias, levando a abstracdo, como verificou Grando (2000, p. 23),
afirmando que “a capacidade de claborar estratégias, previsdes, excegdes e analise de
possibilidades acerca da situacédo de jogo, perfaz um caminho que leva a abstracao”.

Com base nos pareceres dos alunos, pode-se concluir que a aplicacdo da Dinamica
Combinatoria teve grande aceitagdo, envolveu-os nas atividades propostas, propiciando outro
tipo de aula, diferente da tradicional, que se d& apenas com quadro e giz. Essa metodologia
também proporcionou ao estudante momentos descontraidos e envolventes, ajudando a
melhorar a qualidade de ensino, mostrando que a Matematica pode ser, sim, uma disciplina
interessante e que pode congregar diversas atividades, como € o caso da utilizagdo de jogos.

Com a aplicacdo da Dinamica Combinatéria, observou-se que os alunos, através do
fazer proposto pelos jogos, puderam compreender conceitos em acdo, tais como: arvore das
possibilidades, Principio Fundamental da Contagem, permutacfes, arranjos e combinagoes,
direcionando-se, assim, para a compreensdo das técnicas de contagem que constituem a
Anélise Combinatoria.

Com as atividades planejadas e desenvolvidas na sequéncia didatica, ap6s a analise e
a discussdo dos resultados, tem-se subsidios para reconhecer que 0s objetivos propostos
puderam ser alcancados. Os resultados desta pesquisa servem de indicios de que as evidéncias
de aprendizagens respaldam, nestas consideracdes finais, a construcdo da resposta a pergunta
motivadora deste trabalho, apontando os aspectos que expressam a colaboracdo da sequéncia
didatica construida, com atividades em que se utilizaram materiais manipulaveis, recursos
digitais e jogos, para a aprendizagem de Analise Combinatdria.

Para finalizar, pode ser destacado que o tema de estudo deste trabalho, que
anteriormente mostrava-se como um grande desafio, também reconhecido em outras
pesquisas apontadas nesta dissertacdo, configura-se, agora, uma evolucdo alcangada com a
construcdo da Dindmica Combinatoria para o0 ensino e a aprendizagem de Analise
Combinatoria.

Daqui para frente, tem-se como proposito divulgar o produto desta dissertacao,
disponibilizando a Dinamica Combinatéria na pagina do Mestrado e auxiliando outros

colegas e professores de Matematica a aplicarem e compreenderem essa sequéncia didatica.



96

Outras produgdes, na forma de artigos, como relatos menores desta boa experiéncia vivida ou
com propostas de cursos, minicursos ou oficinas, estdo sendo pensadas para serem
compartilhadas em eventos destinados a discussfes sobre fazer e compreender praticas
pedagdgicas que colaborem para a aprendizagem em Matematica.

Escrevendo agora, na primeira pessoa, posso observar que, antes deste trabalho ser
desenvolvido, a Analise Combinatoria era, de certa forma, algo néo totalmente compreendido.
No entanto, percebo que ndo se pode parar no tempo, embasados apenas no que é conhecido.
E importante superar desafios e acreditar que é possivel mudar e melhorar aquilo que
fazemos. O meu papel hoje é muito mais do que ser um professor, reconhego-me como
professor-pesquisador, que se vé com a obrigacdo e o dever de colaborar para potencializar a
aprendizagem, compartilhando, ao méaximo, as experiéncias que foram vivenciadas e
concretizadas neste tempo do mestrado.

Por fim, posso afirmar que, neste periodo de formacao, pude abrir meus horizontes
em relacdo ao processo de ensino e aprendizagem, tendo a convicgdo de que este programa de
Pds-Graduacdo ajudou-me a aprender muito sobre o que é ensino. Para concluir, afirmo que
atualmente minha confianca e curiosidade, como professor, estdo motivadas, buscando o
querer, o construir, o aplicar e o poder compartilhar, pois o que ¢ feito com amor e dedicacéo

conduz ao caminho da perfeicéo.
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APENDICE A - TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Visando a desenvolver uma pesquisa, que é parte da dissertacdo de mestrado JOGOS
EM UMA SEQUENCIA DIDATICA PARA O ENSINO DE ANALISE COMBINATORIA,
coordenada por mim, Luiz Ambrozi (mestrando orientado pela Profé. Dr2, Isolda Gianni de
Lima), no Programa de Pds-Graduacdo em Ensino de Ciéncias e Matematica: Mestrado
Profissional em Ensino de Ciéncias e Matematica, da Universidade de Caxias do Sul, convido
VOCé a participar com o0s registros das tarefas que foram solicitadas e realizadas e com
pareceres que foram descritos na sequéncia didatica desenvolvida por mim. Para tanto, é
importante que vocé assine abaixo desta mensagem, tomando ciéncia de que as informacdes
serdo tratadas somente para fins de pesquisa e que sua identidade, enquanto participante da
mesma, sera preservada, em todas as publica¢6es oriundas deste estudo. N&o serdo divulgados
nomes ou informacgdes que possam identificar o participante da pesquisa. Os dados obtidos
serdo utilizados apenas para fins de investigacdo, e o participante pode desistir a qualquer
momento sem prejuizo algum. O participante pode obter informagdes sobre o andamento da
pesquisa, quando achar necessario. Desde ja agradeco a sua colaboracdo e coloco-me a
disposicdo  para  esclarecimentos pelo telefone (54) 96691886 e e-mail:

luizambrozi@hotmail.com

Eu, ,
portador(a) do RG , declaro que estou ciente das informacdes

acima e autorizo a utilizacdo de minhas interacdes no contexto de aprendizagem para fins de

pesquisa.

Bento Gongcalves, ........ de de 2016.

Assinatura do pesquisador Assinatura do participante da pesquisa


mailto:luizambrozi@hotmail.com
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APENDICE B - TERMO DE ANUENCIA

A instituicdo Colégio Scalabriniano Nossa Senhora Medianeira, situada na cidade de

Bento Gongalves, Estado do Rio Grande do Sul, autoriza o professor pesquisador Luiz
Ambrozi, mestrando orientado pela Prof?. Dr Isolda Gianni de Lima, no Programa de Pos-

Graduacdo em Ensino de Ciéncias e Matematica: Mestrado Profissional em Ensino de
Ciéncias e Matematica, da Universidade de Caxias do Sul, a desenvolver uma pesquisa, que é
parte da dissertacio de mestrado JOGOS EM UMA SEQUENCIA DIDATICA PARA O
ENSINO DE ANALISE COMBINATORIA, em suas dependéncias, tomando ciéncia de que
as informacoes serdo tratadas somente para fins de pesquisa, e tendo por entendimento que os
dados obtidos seréo utilizados apenas para fins de investigacdo, sem qualquer risco ou dano a

Instituicdo.

Bento Goncalves, ........ de e de 2016.

Assinatura do pesquisador Assinatura com carimbo da Instituicdo
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Apresenta-se aqui a tabela para controle de pontuacdo dos jogos desenvolvidos na

Etapa 1.

TABELA DE REGISTRO DE JOGADAS

Nome da equipe:

Componente da equipe:

Jogo 1 () Yellow Out () Twibik () Pulo do Sapo

10 min Pontuacdo | Nivel | Movimentos | Pontuacdo | Nivel Tempo Numero de
12 solucdo solugdes

Jogo 2 () Yellow Out () Twibik () Pulo do Sapo

10 min Pontuacdo | Nivel | Movimentos | Pontuacdo | Nivel Tempo Numero de
12 solucdo solugdes

Jogo 3 () Yellow Out () Twibik () Pulo do Sapo

10 min Pontuacdo | Nivel | Movimentos | Pontuacdo | Nivel Tempo NUmero de
12 solucdo solugdes
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APENDICE E — ETAPAS DA SEQUENCIA DIDATICA

Segue, neste apéndice, a descricdo detalhada de todas as atividades da sequéncia
didatica elaborada neste projeto de pesquisa. As etapas descritas a seguir, fazem parte da
Dindmica Combinatéria, uma sequéncia de ensino para o contetdo de Analise Combinatoria,

que é o produto resultante deste trabalho, destacado no Apéndice G.

Etapa 0 da Dinamica Combinatdria

Neste primeiro encontro, visa-se a fazer uma introducdo de todo o trabalho a ser
desenvolvido na Dindmica Combinatoria, que € o nome dado a sequéncia didatica com a qual
serdo explorados os conceitos fundamentais da Analise Combinatéria. Com o contexto
historico deste conteudo, e com questdes desafiadoras, tem-se a intencdo de animar e
despertar a curiosidade e o interesse dos alunos para participarem de maneira efetiva do
trabalho que serd desenvolvido. Neste encontro, ha um tempo para constituirem as equipes,
escolherem nomes e receberem instrucbes sobre o preenchimento do diario de bordo para
registros de cada equipe. A Etapa 0 acontece no tempo de uma aula, com duracéo prevista de
uma hora, tendo o professor o papel de provocador e organizador dos fatos e das ideias
abordadas na aula.

0.1 Objetivos:
— conhecer os pilares que fundamentam a Analise Combinatéria por meio de fatos
historicos, como estratégia para despertar o interesse por este estudo;

— resolver alguns desafios logicos contextualizados, para sensibilizar sobre a

importancia do raciocinio como estratégia de resolugédo de problemas neste contetdo.

0.2 Descricao da atividade

0.2.1 Historia
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Vasquez e Noguti (2010)*? acreditam que a Analise Combinatdria tenha sua origem
na Antiguidade, antes mesmo dos registros histdricos, e foi através do matemético grego
Arquimedes, que viveu em Siracusa, na Sicilia, no século Il a.C., que se passou a ter
conhecimento acerca dos problemas de contagem. Ele propds um problema de combinacédo de
pecas em um tabuleiro, que ficou conhecido como Stomachion (Figura 1). Embora ndo se
conheca ao certo o significado dessa palavra, sabe-se que tem a mesma origem da palavra
estdmago. N&o ha registros seguros, também, de que, realmente, tenha sido Arquimedes quem
inventou o jogo, ou se ele apenas explorou o problema proposto em algum manuscrito mais

antigo.

Figura 1 — Jogo Stomachion®®

Fonte: Pinterest (2016).

Problema proposto no jogo: De quantos modos suas partes menores poderiam
formar o mesmo quadrado?

A resposta, que é 17.152 formas, foi calculada e comprovada em 2004 por Reviel
Netz, um estudioso deste jogo que prop6s um problema combinatério a um grupo de
matematicos. Netz buscou guia-los neste estudo e, com o auxilio de alguns computadores,
conseguiram comprovar a resposta, envolvendo um tempo de seis semanas de trabalho.** Seu
trabalho foi publicado no mesmo ano da comprovacao da solucdo do problema com o titulo
Towards a Reconstruction of Archimedes. °

Outro problema segundo Vasquez e Noguti (2010), que envolvia conceitos de
memorizagdo, pode ser encontrado no papiro egipcio de Rhind (cerca de 1650 a.C.),

conhecido como problema 79, que segue:

12 \/asquez, Cristina Maria Roque; Noguti, Fabiane Cristina Hopner. Analise Combinatdria: Alguns aspectos
histdricos e uma abordagem pedagogica, Anais do VIII ENEM, Pernambuco, 2004.

13 Disponivel em: <http://4umi.com/play/stomachion/square.php?show=68&m=s>. Acesso em: 31 set. 2016.

14 Disponivel em: <http://revistagalileu.globo.com/Galileu/0,6993,ECT669583-2680,00.html>. Acesso em: 31
out. 2016.

15 Disponivel em: <http://turing.une.edu.au/~ebowen/Stomachion/NAW2004SCIAMVS.pdf>. Acesso em: 31
set. 2016.


http://4umi.com/play/stomachion/square.php?show=68&m=s
http://revistagalileu.globo.com/Galileu/0,6993,ECT669583-2680,00.html
http://turing.une.edu.au/~ebowen/Stomachion/NAW2004SCIAMVS.pdf

109

“Ha sete casas, cada uma com sete gatos, cada gato mata sete ratos, cada rato teria
comido sete safras de trigo, cada qual teria produzido sete hekat!® de grdos; quantos itens tém
ao todo?”

Com a leitura, percebe tratar-se de uma progressao geométrica de razdo 7 e, no caso,
a resposta é 19.607.

Apesar de problemas de contagem serem encontrados desde o século Il a.C., a teoria
combinatdria so6 surgiu no final do século XVI, com a necessidade de calcular possibilidades
em jogos de azar. A teoria da Analise Combinatoria sé seria formalmente escrita em meados
do século XVII e inicio do século XVIII, pelos matematicos Pascal (1654 e 1665), Leibniz
(em 1666), Kircher (em 1669), Wallis (em 1673) e Bessy (em 1693). Esse estudo deu origem
a Teoria das Probabilidades. Outros pesquisadores matematicos tiveram grande influéncia no
desenvolvimento e na formalizacdo desta parte da Matematica, conforme esta apresentado na

Figura 2.

Figura 2 — Matematicos criadores da Analise Combinatoria
Pierre de Fermat Blaise Pascal
(1601 - 1665) (1623 - 1662)

Niccollo Fontana

Fonte: Elaboragdo do autor (2016).

0.2.2 Primeiros problemas, para despertar a curiosidade:

1) Se Pedro, ao resolver sair para uma festa, para escolher que roupa vai usar, separa
duas calgas e trés camisas, que considera proprias para a ocasido, de quantas maneiras
diferentes ele pode se vestir, escolhendo trés camisas e duas calgas?

A resposta é 2.3 = 6 maneiras e pode ser calculada com raciocinios variados.

2) Acontece, algumas vezes, de caixas eletrbnicos conterem apenas notas de

determinados valores. Imagine um saque no valor de R$ 100,00, num caixa eletrénico s6 com

16 Hekat é uma unidade de medida de gréos utilizada no Egito antigo e que equivale a 4,8 litros.
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notas de R$ 5,00 e R$ 10,00. De quantas formas diferentes a maquina pode disponibilizar o
dinheiro?

A Tabela 1 mostra a solucéo do problema.

Tabela 1 — Solug&o do problema

Casos R$ 10 |R$ 5.00
1° | 1 |18
2° | 2 |16
3° | 3 |14
4° | 4 |12
5 | 5 |10
10°| 10 | N
11°| N | 20

Fonte: Elaboracéo do autor (2016).

3) Haverd um sorteio com dois prémios, dos tipos mostrados na Figura 2, de um
carro, como primeiro prémio e de uma bicicleta como segundo, a ser realizado com 10
participantes. De quantas maneiras distintas essas pessoas podem ganhar este prémio, sendo

que a pessoa que ja ganhou um prémio ndo pode concorrer a outro prémio?

Figura 2 — Prémios do sorteio

Fonte: Sites Google (2016)

Possivel solucdo: 10x9 = 90 maneiras
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4) O setor de emergéncia de um hospital conta, para plantdes noturnos, com 3
pediatras, 4 clinicos gerais e 5 enfermeiros. As equipes de plantdo devem ser constituidas por
1 pediatra, 1 clinico geral e 2 enfermeiros.

a) Quantos pares distintos de enfermeiros podem ser formados?

O problema indica uma combinagéo dos 5 enfermeiros em grupos de 2. Assim, pode-
se ter Cs» = 10 duplas possiveis de enfermeiros.

b) Quantas equipes de plantdo distintas podem ser formadas?

Temos: 3 pediatras, 4 clinicos e 5 enfermeiros.

Cada equipe deve ter: 1 pediatra, 1 clinico e 2 enfermeiros.

Pelo principio da contagem, cada equipe tem 1 de 3 pediatras, 1 de 4 clinicos e uma
de 10 duplas de enfermeiros, resultando em 3 x 4 x Cs2 =3 x 4 x 10 = 120 equipes.

5) Segundo a reportagem extraida da revista Super Abril:

Qual é a ldgica das letras nas placas dos carros?*’

A ordem das letras e nimeros tem a ver com o lugar em que o veiculo é emplacado.
Esse esquema comecou a ser adotado em fevereiro de 1990, quando as placas amarelas (com
duas letras e quatro numeros) foram substituidas pelas cinza (com trés letras). Cada estado
tem suas combinagOes préprias (veja figura abaixo), distribuidas pela frota local em ordem
cronoldgica de licenciamento ou emplacamento. E possivel encontrar placas com cidades e
combinagdes ‘“trocadas”. Isso acontece porque, se um veiculo ¢ emplacado originariamente
em um lugar e o endereco do proprietario muda, troca-se apenas a indicacdo de cidade e
estado. Ou seja, um carro licenciado em Camacari, Bahia, com a combinacdo JOL pode
perfeitamente estar rodando com a indicagdo “Sdo Paulo, SP”. Isso porque o primeiro
emplacamento ocorreu na Bahia. E possivel escolher as letras e os nimeros da chapa do
automovel. Assim, mulheres chamadas Beatriz podem encomendar a combinacdo BIA e
donos de BMW ostentar placas BMW. Mas também ndo € a festa da uva: em S&o Paulo, por
exemplo, s@o proibidas combinagdes que formem palavras consideradas obscenas ou
constrangedoras, como CUS, GAY e CKH.

17 Disponivel em: < http://super.abril.com.br/comportamento/qual-e-a-logica-das-letras-nas-placas-dos-carros>.
Acesso em: 13 set. 2016.


http://super.abril.com.br/comportamento/qual-e-a-logica-das-letras-nas-placas-dos-carros
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Figura 3 — Placas de automdveis 18

v SP. SAO JOSE 00S CAMPOS -

BF 08663 ABE-1234
PEC-2013 [11M-0058

MG - SAD LOURENCO RIO DE JANEIROD

HME: 024a| L PT-4625

A~ CAMACARI ° %5 DISTRITO FEDERAL ¢ |

J506-7436 WAL

SAD PAULD ADM

FOR-1904 | JDR-0312

Fonte: Site de Carrosnors (2016)

Analisando as placas da Figura 3, pode-se perceber que todas s&o compostas por trés
letras e quatro algarismos numeéricos. Sabendo que nosso alfabeto é composto por 26 letras e
nosso sistema de algarismos numéricos é composto pelos nimeros inteiros, que variam de 0 a
9, qual é o nimero total de placas de automoveis que se pode formar, como sdo as placas da
Figura?

26. 26. 26. 10. 10. 10. 10 = 26°.10*

Através destes problemas, sera introduzido o tema de estudo, buscando despertar a
curiosidade dos alunos, podendo-se observar as formas sugeridas de solucéo, visando a pensar
com muita atencdo, propor e testar hipéteses, que sdo componentes do raciocinio matematico,

imprescindiveis para obter as respostas.

0.3 Formacéo das equipes e combinacdes para a DindAmica Combinatoria

— Formar sete equipes e definir nomes (exemplo Equipe Alfa de integrantes Alfa 1,

Alfa 2 e Alfa 3).
— Combinar quem seré o relator, em cada atividade, e responsavel pelos registros no

diario da equipe.

18 Disponivel em: <http://www.carrosnors.com.br/inicio-de-placas-de-veiculos-por-estado/>. Acesso em: 13 set.
2016.


http://www.carrosnors.com.br/inicio-de-placas-de-veiculos-por-estado/
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— Para finalizar cada etapa, os alunos realizardo uma tarefa extraclasse, como tema de
casa, para a resolugéo de exercicios que constam no “livro integrado”, que ¢ a bibliografia
proposta pela escola com forte recomendacéo de ser utilizado.

— No inicio da aula que segue a cada tema de casa, serdo sorteados um exercicio e
um componente de cada equipe, que deve entregar o exercicio para a verificacdo da realizacéo
da tarefa solicitada.

Etapa 1 da Dinamica Combinatdria

A primeira etapa acontece com a realizacdo de trés jogos acessiveis pela internet.
Assim, os alunos serdo encaminhados ao laboratorio de informatica da escola, onde
explorardo trés jogos virtuais que envolvem habilidades l6gicas, para se chegar a solucdo dos
desafios propostos. Esta primeira etapa tera duracdo de uma hora, para a execucao dos trés
jogos e, no final de cada um, para o aluno preencher um questionario, respondendo sobre a
forma que utilizou para solucionar os desafios de cada jogo. Nos minutos finais, sera proposto
um novo desafio, na forma de um problema sobre o principio da contagem, para 0 qual o
aluno deverd apresentar uma solucdo, na forma de uma breve descricdo do que pensou e

realizou. O professor participard, organizando e administrando o tempo da aula.
1.1 Objetivos de aprendizagem:
=>»  criar estratégias, transformando-as em possibilidades para tomar decisdes, bus-
cando solucionar de maneira eficaz situacdes que envolvam problemas de raciocinio 16gico;
=>» identificar e explorar caracteristicas especificas do jogo, como forma de criar
habilidade para solucionar problemas lIdgicos.

1.2 Descricao do Jogo

Jogo 1 — Yellow Out: O jogo do estacionamento, onde ha um determinado carro no

estacionamento que deve ser retirado, com 0 menor nimero possivel de movimentos.
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Figura 4 — Layout do Jogo Yellow Out®®

LEVEL 1
MOVES O

»

Fonte: Site do Terra (2016).

Jogo 2 — Twibik: Desafio de atencdo e raciocinio rapido, no qual deve-se buscar

associacdo entre as pecas que vao sendo disponibilizadas em lugar daquelas que séo retiradas.

Figura 5 — Layout do Jogo Twibik?°

NEW SHAPE
DISCOVERED

Fonte: Site do Terra (2016).

Jogo 3 — Pulo do Sapo: Um jogo de atencdo no qual é preciso criar uma estratégia

para deslocar um grupo de trés sapos para a margem oposta daquela onde se encontram.

19 Disponivel em: <http://www.terra.com.br/webgames/yellowout/yellowout.htm>. Acesso em: ago. 2016.
20 Disponivel em: <http://www.terra.com.br/webgames/yellowout/yellowout.htm>. Acesso em: 15 ago. 2016.


http://www.terra.com.br/webgames/yellowout/yellowout.htm
http://www.terra.com.br/webgames/yellowout/yellowout.htm
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Fonte: Site de Jogos (2016).

Os alunos, no decorrer dos jogos, irdo preencher uma tabela de registro, que segue
em anexo a este documento, na qual buscam analisar pontuacdes, tempo de resolucdo dos
jogos, nivel de desempenho do aluno em relacdo ao jogo e numero de solugdes, conforme o
jogo disputado. O objetivo de os alunos preencherem a tabela estd ligado a verificacdo do

desempenho dos mesmos e servird como subsidio de andlise para a dissertacdo de Mestrado.

1.3 Objetivos do jogo

Jogo 1: O objetivo do jogo Yellow Out é retirar o carro amarelo do estacionamento,
efetuando a menor quantidade de movimentos possivel. Para isso, é preciso mover outros
carros que estdo bloqueando o caminho. Estes, algumas vezes, também tém suas passagens
bloqueadas por outros carros do estacionamento.

Jogo 2: No Twibik, o objetivo é eliminar a maior quantidade de pegas. Para isso,
deve-se clicar em pecas idénticas, que se apresentam numa mesma linha ou coluna. Como
dificultador do desafio, podem ocorrer situacfes em que ndo ha opgdes, decorrendo, entdo,
duas possibilidades: uma, a de remover uma peca aleatoria ou, outra, a de embaralhar as pecgas
até surgirem novas opgoes.

Jogo 3: No Pulo do Sapo, o propdsito € transferir trés sapos de uma margem para a
oposta de onde se encontram. Neste jogo, € acionado, principalmente, o raciocinio légico e é
importante tramar uma estratégia, como capacidade de solucionar problemas, por meio de

atencdo, senso de direcdo, planejamento, organizagdo e coordenagdo motora.

1.4 Orientagdes para os jogadores de como jogar

2 Disponivel em: <http://jogos.testeqi.com.br/o-pulo-do-sapo/>. Acesso em: 15 ago. 2016.
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1.4.1 Jogo Yellow Out

Vocé pode mover 0s carros tantas vezes quantas quiser e em qualquer direcgéo.

Como jogar:

1. espere 0 jogo carregar ¢ clique em “Play”;

2. escolha o nivel em que deseja comecar 0 jogo e clique em “Start Game”;

3. clique no carro que deseja mover e arraste-o0 até a posicao escolhida;

4. cada etapa termina quando o carro amarelo parar em cima das setas que indicam a

saida.

1.4.2 Jogo Twibik

N&o existem regras especiais, basta encontrar e clicar em duas pecas iguais.

Como jogar:

1. espere 0 jogo carregar e clique em “Play Game”;

2. clique em “Normal” para jogar tranquilamente, Sem Se preocupar com o tempo;

3. clique em “Action” para jogar contra o tempo (mais emocionante hehehe);

4. quando o jogo carregar, clique em pares de pecas idénticas, que situam-se numa

mesma linha ou mesma coluna. Todas as pecas entre elas irdo ser removidas do jogo.

1.4.3 Jogo Pulo do Sapo

N&o existem regras especiais a serem descritas, somente devemos passar 0S sapos
machos para o lado direito e os sapos fémeas para o lado esquerdo, podendo atravessar
somente um de cada vez, pois apenas uma pedra esta livre para o pulo. Ndo podemos voltar a
jogada ap0s ser executada, podemos apenas reiniciar um novo jogo, finalizando assim a
jogada anterior.

Como jogar:

Utilize o mouse, clique no sapo para ele pular.

1.4.4 Atividade p0s-jogo

Jeniffer vai participar da promocéo de uma loja de roupas que esta oferecendo um

vale compras de R$ 1.000,00 para o participante que apresentar por primeiro 0 maior nimero
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de combinacdes distintas, a0 menos em uma pega, com o kit de roupas escolhido pela loja. O
kit € composto de: seis blusas, quatro saias e dois pares de sapato. Quantas sdo todas as
maneiras distintas com as quais Jeniffer deverd combinar as pecas do vestuario para ter

chance de concorrer ao prémio?

Etapa 2 da DinAmica Combinatdria

Esta etapa consiste na realizagdo do Jogo do Quadrado?? que foi desenvolvido pelos
professores e pesquisadores Josiane de Carvalho Rezende, José Marcos Lopes e Jodo Vitor
Teodoro, com o intuito de explorar o raciocinio combinatorio e o célculo de probabilidades.
A atividade acontece em equipes de trés componentes, definidos por sorteio pelo professor,
que ira auxiliar o desenvolvimento das atividades, que requerem o tempo de duas horas. O
que se espera com estas atividades € o desenvolvimento da ideia do Principio Fundamental da
Contagem, que serve como principio introdutério, para resolver problemas de Analise
Combinatdria. Os alunos terdo a oportunidade de explorar o jogo e avaliar se 0 mesmo € ou

ndo de azar, respondendo ao questionario pos-jogo.

2.1 Objetivos de aprendizagem:

— com esta atividade visa-se ao aprimoramento de atitudes de cooperativismo, parti-
Iha e respeito, estabelecendo relagdes de boa convivéncia com os integrantes da equipe;

— com 0 jogo, busca-se propiciar que alunos levantem hipéteses e planejem estraté-
gias de jogadas, para construir uma arvore de possibilidades, desenvolvendo, assim, o pensa-
mento multiplicativo;

— almeja-se desenvolver o céalculo mental, como forma de encontrar uma solucgéo ra-

pida para os problemas apresentados na atividade.
1.3 Descrigao do jogo
No Jogo do Quadrado, utiliza-se 0 mesmo tabuleiro do Jogo da Velha, e os

movimentos de captura de pegas possuem algumas semelhancgas com os das pecas peéo e torre

no Jogo de Xadrez.

22 Disponivel em: <http://www.sbmac.org.br/eventos/cnmac/xxxii_cnmac/pdf/372.pdf>. Acesso: 5 out. 2016.
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MATERIAL: Tabuleiro com 3x3 casas e duas pecas distintas, uma para cada

jogador; usa-se este modelo para marcar a posicédo de cada jogada.

Figura 7 — Tabuleiro utilizado
no Jogo do Quadrado

Fonte: Elaborado pelo autor (2016)

2.3 Objetivos do jogo:

— eliminar a peca ou chegar ao ponto de partida de seu adversario, andando apenas
uma casa, na horizontal ou vertical, em cada jogada;
— servir como instrumento pedagdgico para auxilio na resolugdo de problemas com-

binatorios basicos.

2.4 Orientacg0Oes para jogar

INICIO DO JOGO: O jogo é disputado por dois jogadores, cada qual tem apenas
uma peca. O Jogador 1 coloca a sua peca na extremidade esquerda inferior do tabuleiro e o
Jogador 2 coloca a sua pecga na extremidade direita superior do tabuleiro. O jogo inicia com 0
Jogador 1, que € definido por sorteio.

REGRAS:

1%) ndo se pode voltar ao ponto de partida, mesmo podendo voltar para tras;

2%) é permitida a eliminacdo da peca, somente quando estiver em uma diagonal;

3% a eliminacdo da peca adversaria, tal como a ocupacéo do seu ponto de partida, é
obrigatdria quando surgir a ocasiao;

4%) 0 nimero mé&ximo de movimentos permitido para cada peca € de oito. Se, até o

final do oitavo movimento, o jogo néo finalizar, define-se o empate.
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Figura 8 — Posicéo inicial do
Jogo do Quadrado

0

X

Fonte: Elaborado pelo autor (2016)

2.5 Atividade pds-jogo

Apos a realizacdo do jogo, segue-se com um conjunto de problemas, com o objetivo
de desafiar os estudantes a operarem com as ideias basicas de problemas de contagem e a
construirem, para cada situacdo, a arvore das possibilidades de cada jogada. Assim, serdo
formulados alguns problemas sobre o Jogo do Quadrado, em que aparecem essas ideias
quando ao serem resolvidos. Dessa forma, os problemas serdo utilizados para ensinar
matematica, o que é diferente de ensinar matematica para depois resolver problemas. Os
alunos deverdo conjecturar sobre possiveis solucdes em linguagem propria. No final, os
conceitos matematicos aprendidos serdo sistematizados pelos alunos em linguagem propria da
matematica e esses receberdo uma lista extra de exercicios e problemas, selecionados do livro
integrado, para serem realizados em casa e entregues na aula seguinte a do Jogo do Quadrado.

Questionamentos:

1) Seréa que o Jogador 1 sempre vence? Por qué?

2) E possivel ocorrer empate? Por qué? 3) O jogo é de azar ou de estratégia? Se, ao
invés de oito, aumentarmos o ndmero de jogadas para nove, quais 0s possiveis resultados do
jogo?

Problemas:

Um tabuleiro numerado de 1 até 9 pode ser utilizado, com o intuito de facilitar o
registro das jogadas, como esta exemplificado na Figura 9. Com isso, resolva os seguintes

problemas:
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Figura 9 — Tabuleiro com numeracéo

Fonte: Elaborado pelo autor (2016)

Problema 1. Suponha que, apds o quarto movimento, a peca do Jogador 1 esteja no
quadrado 1, a do Jogador 2 esteja no quadrado 9 e que, neste momento, seja a vez do Jogador
1 efetuar o seu movimento. Para garantir a vitoria, esse jogador deve posicionar sua peca em
qual quadrado?

Problema 2. Apds o segundo movimento, o tabuleiro encontra-se conforme esta

mostrado na Figura 10.

Figura 10 — Posicdo das pecas
apos a segunda jogada

Fonte: Elaborado pelo autor (2016)

Que nimero minimo de movimentos finaliza 0 jogo? Quem vence o jogador “x”?

Problema 3. Em seu primeiro movimento, o Jogador 1 pode escolher o quadrado 4 ou
0 quadrado 8. Se esse jogador escolheu o quadrado 4, entdo o Jogador 2 poderd vencer o
jogo? Justifique sua resposta.

Problema 4. Existe uma estratégia vencedora para o Jogador 1? Em caso afirmativo,
descreva-a exemplificando.

Problema 5. Quantos e quais sdo os resultados possiveis do Jogo do Quadrado? Tente

representar todas essas jogadas.
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Etapa 3 da DinAmica Combinatdria

Na terceira etapa da Dindmica Combinatdria, busca-se explorar um novo jogo,
conhecido como Jogo Senha, no qual serdo desenvolvidos alguns conceitos que embasam as
técnicas de contagem: permutacdo e arranjo. Essa etapa acontece no decorrer de duas horas,
durante as quais os alunos trabalhardo em equipes, organizadas pelo professor, que também

tera o papel de esclarecer duvidas e auxiliar os alunos, durante a rotina de sala de aula.
3.1 Objetivos de aprendizagem:

— explorar e associar as atividades do jogo com conceitos de técnicas como as de ar-
ranjo e de permutacdo simples;

— programar estratégias para a resolucdo dos problemas propostos no jogo;

— tomar decisdes adequadas, por meio da andlise antecipada de possiveis jogadas;

— chegar a conclusdes e a solucGes de problemas trabalhando em equipe.

3.2 Descricéo do jogo

O Jogo Sena foi desenvolvido em 1970 pelo israelense Mordechai Meirovitz e o
objetivo com as jogadas é descobrir a sequéncia que compde a senha de quatro cores,

repetidas ou ndo, dentre seis cores distintas.

Figura 11 — Tabuleiro original do jogo?
- ==

-

Fonte: Wikipédia (2016).

O jogo serd adaptado, para a aplicagdo em sala de aula, com o uso de cartelas

(Figuras 12 e 13) e sera utilizado l&pis de cor no lugar das pecas coloridas do jogo.

2 Disponivel em: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Mastermind>. Acesso: 5 out. 2016.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Mastermind
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Figura 13 — Cartela do desafiante

1 2 3 4

—

Fonte: Elaborado pelo autor (2016)

3.3 Objetivo do jogo

No jogo, participam dois jogadores, o desafiante e o desafiado, este com o objetivo
de descobrir a senha proposta pelo desafiador na sua cartela, que a mantém voltada para
baixo. Em cada fileira, uma ap06s outra, compondo jogadas sucessivas, o desafiado propde
uma sequéncia de quatro cores, repetidas ou ndo. O desafiante pinta ao lado, na cartela do
desafiado, circulos com a cor preta, se estiverem corretas a cor e a posicao; deixa circulos em
branco se ha cores corretas, mas em posi¢coes erradas, e marca “x” em tantos circulos quantas
cores ndo correspondem as da senha. O desafiado tem nove oportunidades (até preencher a
nona fileira da cartela), para adivinhar a senha, ou, se tal ndo ocorrer, o desafiador revela a

senha, mostrando sua cartela, que mantinha voltada para baixo.

3.4 Orientac0es para jogar:

— definir desafiante e desafiado;

— 0 desafiante dispde de oito cores, exceto branco e preto;

— 0 desafiante forma uma senha de corres, pintando sua cartela, no sentido da seta;

— 0 desafiado tenta adivinhar a senha do desafiante, pintando uma sequéncia de cores
na primeira fileira;

— ao lado da fileira de cada jogada, o desafiador pinta um circulo preto, a cada cor e
correspondente & posicdo correta; deixa um circulo em branco a cada cor correta, mas em po-
sicdo errada, e marca um “x” a cada cor que ndo pertence a senha. A ordem dos circulos pre-
tos, brancos ou com “x” ndo necessariamente é a da senha;

— 0 desafiado tem nove tentativas para descobrir a senha. Caso ndo acerte a senha, 0

mesmo contabilizara nove pontos;
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- numa segunda rodada, invertem-se os papeis de desafiante e desafiado, vencendo o
jogo aquele que acertar a senha com menor nimero de tentativas (fileiras pintadas).

3.5 Atividade pds-jogo

Ao término do jogo, os alunos, sentados em grupo, responderdo a um questionario,
com situacdes ligadas ao jogo, as quais devem associar conceitos relacionados com arranjos
simples ou permutacfes simples. Apos responder o Questionario 2, 0s mesmos irdo realizar

alguns exercicios extra, que serdo selecionados de seu livro integrado.

Questionario 2

1) Utilizando trés cores, para preencher trés espacos, sem repeticdo, quantas senhas
diferentes podemos formar?

2) Utilizando quatro cores, para preencher quatro espacos de uma senha, sem
repeticdo, quantas senhas diferentes € possivel formar?

3) E se pudéssemos escolher entre cinco cores, quantas senhas diferentes séo
possiveis formar?

4) No caso do jogo, onde formaram senhas escolhendo entre seis cores, qual é o
numero total de senhas possiveis repetindo as cores? Caso ndo haja repeticdo das cores, qual é
0 ndmero total de senhas que podemos formar?

5) Usando seis cores e, fixando a primeira cor, por exemplo amarela, quantas senhas
diferentes podemos formar?

6) Se pudermos escolher entre seis cores para quatro espacos, com repeticdo, quantas
senhas diferentes € possivel formar?

7) Dispondo de quatro cores distintas, de quantos modos diferentes podemos formar

uma senha, sendo que as cores adjacentes ndo podem ser iguais?

Etapa 4 da Dindmica Combinatéria

Nesta etapa da Dinamica Combinatdria, serdo explorados agrupamentos que se
diferenciam pela sua natureza, ou seja, a atividade serd desenvolvida visando & introducdo ao
conceito da técnica de contagem chamada de combinacdo simples. Para explorar este

conceito, serd utilizado o Jogo Bicolorido, criado, inicialmente, para explorar conceitos
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geométricos e que foi readaptado para explorar, também, conceitos combinatorios. A
atividade tera a duracdo média de uma hora e seréd desenvolvida em equipes. O professor sera
0 mediador das atividades, podendo auxiliar a desenvolver dos jogos e do questionario pos-

jogo. No final da atividade, 0 mesmo podera abrir um debate sobre os conceitos estudados.

4.1 Objetivos de aprendizagem:

— explorar o conceito de combinacGes simples associado a constru¢do de segmentos
dispostos através dos vértices de um poligono ja dado;
— desenvolver métodos de resolucdo com estratégias que propiciem a construgdo do

pensamento combinatorio.

4.2 Descric¢éo do jogo

O Jogo Bicolorido original foi proposto na obra de Gardner (1985) e, posteriormente,
Borin (1996) utilizou-o com o intuito de introduzir e desenvolver conceitos de ceviana,
concorréncia de cevianas e pontos notaveis de um tridngulo, que sdo temas importantes da
Geometria Euclidiana para o Ensino Fundamental. Porém, o jogo utilizado para esta atividade
advém de uma pesquisa realizada por Carla Soares Silva, em 2010, que o adaptou para
explorar conceitos de combinacdo simples, numa configuracdo de tabuleiro, como esta

mostrado na Figura 14, que segue:

Figura 14 — Tabuleiro do Jogo Bicolorido

D C .D
L ] L ]
E C
o °
A B
A B
Q @ o °
E D oF
o o
D
tF e
F C
o o
C
eC °
A B
A
o o =

Fonte: Elaborado pelo autor (2016)
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4.3 Objetivo do jogo

No jogo, o0 objetivo é formar triangulos monocromaticos, quer dizer, com vértices de
mesma cor, com 0s pontos dispostos no tabuleiro da Figura 14. O primeiro que conseguir

formar um tridngulo vence o jogo.

4.4 OrientacOes para jogar

4.4.1 Materiais: canetas hidrocor ou lapis de colorir (com, no minimo, duas cores)

4.4.2 Regras do jogo:

— define-se quem inicia o jogo de forma amigavel, como, por exemplo, num “par” ou
“impar”;

— todas as duplas iniciam o jogo no tabuleiro de quatro pontos, passando, gradativa-
mente, para outros, com mais niumero de pontos;

— 0s jogadores, cada qual com uma caneta hidrocor, ou lapis de colorir, com cores
distintas, devem construir, sucessiva e alternadamente, segmentos de reta com extremos nos
pontos do tabuleiro. Esses segmentos podem ser lados ou diagonais do poligono representado,
no tabuleiro, por seus vértices;

— em cada etapa, sera declarado vencedor aquele que fechar, por primeiro, um trian-

gulo monocromatico com a cor de sua caneta.

4.5 Atividade pds-jogo

Apols o0 jogo, sera entregue aos alunos um conjunto de perguntas, com as quais
busca-se explorar conceitos de combinagdo, associados a possiveis construcfes geométricas
relacionadas ao jogo no tabuleiro. Apds responderem as perguntas, 0os alunos desenvolverao
algumas atividades, selecionadas no seu livro integrado.

Perguntas

Responda as perguntas que seguem, considerando os pontos citados como pontos
distintos de uma mesma circunferéncia.

a) Partindo de quatro pontos ndo colineares, A, B, C e D, quantos segmentos de reta

podemos formar?
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b) Com cinco pontos néo colineares , A, B, C, D e E, quantos segmentos podemos
formar?

c) Com seis pontos ndo colineares, A, B, C, D, E e F, quantos segmentos podemos
formar?

d) E, com sete pontos ndo colineares, A, B, C, D, E, F e G, quantos segmentos
podemos formar?

e) Seguindo essa mesma logica, quantos segmentos podemos formar com oito, nove
e com 10 pontos ndo colineares?

f) E com n pontos ndo colineares, quantos segmentos podemos formar?

g) Dos segmentos formados no item a, quantos séo lados e quantos sdo diagonais do
quadrilatero ABCD?

h) Em b, quantos sdo lados e quantos sdo diagonais do pentagono ABCDE?

i) Quantos segmentos sdo lados e quantos sdo diagonais do hexdgono ABCDEF?

j) E os segmentos formados com sete pontos, quantos sdo lados e quantos sdo
diagonais do heptdgono ABCDEFG?

k) E quantos triangulos podemos formar, em cada situacdo informada nos itens A, B,
C,D,EeF?

I) (Desafio) Para um poligono regular de n lados, quantos tridngulos internos ao

poligono conseguimos formar?

Etapa 5 da Dinamica Combinatdria

Nesta etapa, os alunos, organizados em grupos, realizardo a fundamentacdo das
técnicas de contagem, aprofundando seus conhecimentos em fontes de referéncia, como livros
e materiais disponiveis na internet, sobre conceitos que fundamentam as técnicas de contagem
que estruturam a Analise Combinatoria. Os resultados da pesquisa serdo socializados em sala
de aula, mediante apresentacéo de slides, com os demais colegas. Esta etapa tera a duracao de
até 6 horas de aula, para a realizacdo de pesquisas, estudos, organizagdo e apresentagcdes em
sala de aula. Nessa aula, o professor tem papel de grande importancia, pois devera auxiliar 0s
alunos com duvidas referentes aos procedimentos operatorios, indicando quais fontes de

pesquisa deste estudo sdo confiaveis.
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5.1 Objetivos de aprendizagem:

— conhecer os conceitos que fundamentam as técnicas de contagem, caracterizando-
0s, segundo os aspectos que os identificam e os diferenciam;

— desenvolver habilidades relacionadas a uma atividade de pesquisa e ao trabalho em
equipe, no decorrer da construcdo e apresentacdo de um objeto de estudo, que servira de base
tedrica para estudos posteriores;

— reconhecer aplicagdes dos conceitos pesquisados em diversos contextos ou na reso-
lucdo de problemas, por meio de ideias e conceitos expressos, ou ndo, por férmulas que for-
malizam as técnicas de contagem;

— construir habilidades de autonomia, visando a desenvolver a aprendizagem por

meio da pesquisa.

5.2 Descrigéo das atividades

No desenvolvimento desta etapa, os alunos aprofundardo conhecimentos
relacionados com conceitos da Analise Combinatoria.
Os estudantes da classe serdo organizados em sete equipes, para pesquisar sobre os
seguintes temas:
definicdo do conceito de fatorial;
equaces envolvendo o uso do fatorial;
permutacdes simples;
permutacdo com repeticao;
arranjos simples;

combinacges simples;

N o gk~ wDdE

permutacg0es circulares.
As equipes desenvolverdo e apresentardo a pesquisa, orientados pelo professor, em
sala de aula, no laboratério de informatica e na biblioteca, seguindo um roteiro de pesquisa

elaborado pelo professor.

5.3 Roteiro de estudos:

1. estudar os conceitos em, no minimo, trés ou mais fontes;
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2. procurar e explorar outros materiais de apoio, como videoaulas ou softwares, por
exemplo, como apoio para compreender e explicar os conceitos;
esclarecer, com o professor, todas as ddvidas que o grupo ndo conseguir resolver;

4. elaborar um texto explicativo dos conceitos, com exemplos e exercicios de apli-
cacéo;

5. selecionar e preparar trés exercicios de aplicagdo dos conceitos, para apresentar e
resolver com os colegas, em sala de aula;

6. apresentar as referéncias bibliograficas, adequadamente;

7. elaborar o texto escrito nos moldes do Manual da Familia do Colégio;

8. preparar a apresentacdo do trabalho, aos colegas, com, no méaximo, oito slides,

que servirdo de base tedrica na apresentacao.

5.4 Apresentaces dos trabalhos

Os trabalhos serdo apresentados, em sala de aula, tendo cada grupo 20 minutos para
apresentar as ideias e 0s conceitos principais, em linguagem dissertativa, representacdes
geométricas, explicacbes e correspondentes conceitos formalizados em linguagem

matematica.

5.5 Avaliacao

Os trabalhos serdo avaliados segundo os critérios: clareza e criatividade na
apresentacdo dos conceitos, conhecimento do conteldo, diversidade dos tipos e graus de
dificuldade das atividades propostas aos colegas, organizacdo e capricho na elaboracdo do
trabalho escrito, redacdo em linguagem correta, respeito aos colegas nas apresentacdes,
participacao nas atividades que estardo sendo propostas pelos grupos.

Para a definicdo da nota de desempenho no trabalho, segundo os critérios de

avaliacdo, seré considerada a seguinte distribuicdo de um total de 10 pontos:

— trabalho escrito: 4 pontos
— apresentacdo: 6 pontos

— falta de respeito ou de participa¢do na apresentacao de colegas: menos 2 pontos.



130

Etapa 6 da DinAmica Combinatdria

Esta é a etapa da finalizacéo do trabalho, e como atividade em sala de aula, os alunos
estardo envolvidos numa disputa, com diverséo e conhecimento, na realizacdo do Jogo Trilha
Combinatoria planejado para uma aplicacdo descontraida dos conhecimentos relacionados ao
conteido de Andlise Combinatoria. Tal atividade tem previséo de duracdo de uma hora e seré
desenvolvida por meio de desafio para uma disputa entre as equipes que vivenciaram a
Dinamica Combinatoria. O professor deve ser o mediador do funcionamento do jogo,
auxiliando na interpretacdo das regras e nas davidas quanto a solucdo das atividades propostas
pelo jogo; pode-se dizer que ele serd uma espécie de juiz que auxilia em algumas decisbes por

parte da atividade, dizendo o que é valido ou ndo, a partir das regras ja citadas.

6.1 Objetivos da aprendizagem:

— aprimorar e integrar conhecimentos atraves das jogadas do percurso da Trilha
Combinatoria;

— promover a integracdo dos alunos, incentivando o espirito da competigdo saudavel
e respeitosa, sobre conhecimentos relacionados ao contetdo de Andalise Combinatdria;

— avaliar, por meio das solu¢des dos problemas propostos na Trilha, se ha indicios de

que ocorreu aprendizagem.

6.2 Objetivo do jogo

No jogo, tem-se como objetivo, a aplicacdo de conhecimentos de Analise

Combinatdria, resolvendo problemas selecionados, em langamento de dados.

6.3 Materiais do jogo:

— dois dados ndo viciados; cartdes com desafios na forma de exercicios e problemas
que contemplam o contetdo de Analise Combinatoria;
— pedes, que podem ser objetos de marcagdo, como carrinhos de brinquedo, pecas de

um tabuleiro de damas ou de xadrez, entre outros.
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6.4 Regras do jogo:

12 Os participantes sorteardo quem inicia o lancamento dos dados, sendo essa a
equipe que sortear 0 maior numero ao lancar um sé dado. Os demais seguem jogando
conforme a ordem decrescente dos nimeros sorteados;

2% a movimentacdo das pecas, no percurso da trilha, dar-se-a segundo a combinacao

n!

simples (C5 = ) dos numeros dos dados lancados, sendo n 0 maior valor e p 0 menor

plin—p)

valor, considerados os dois dados langados;

3% ap6s a movimentacdo do pedo, tendo ele parado em uma casa azul, vermelha ou
amarela, a equipe resolve o desafio de uma carta, da que esta acima na pilha de cartas, voltada
para baixo, que tem como referéncia a cor da casa em que 0 pedo parou;

48 para avancar, e ter direito a jogar os dados na préxima rodada, a equipe devera
acertar a pergunta da carta; caso erre, devolvera a carta e ficara fora da proxima rodada;

5% no fim da rodada da qual a equipe ficou fora, esta sorteara outra carta de mesma
cor e, se acertar, retornara a trilha. Se errar novamente, fica valida novamente a 42 regra;

62 se a equipe cair na casa com cor preta, estara impedida de retirar qualquer carta e
vai para a cadeia;

7% para sair da cadeia, na jogada seguinte, a equipe devera solucionar o problema da
carta de cima do baralho preto;

7.12 caso a equipe erre o problema da carta do baralho preto, volta para a cadeia e
permanece presa por duas rodadas, e assim por diante, até solucionar o problema contido na
carta;

8% todos saem do marco Inicio e vence 0 jogo aquele que chegar, por primeiro, no

marco Chegada.
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6.5 Tabuleiro do jogo

Figura 15 — Tabuleiro do Jogo Trilha Combinatéria

24

32 m 28@

Fonte: Desenvolvido pelo autor (2016).
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APENDICE F-ARQUIVO DO PRODUTO DA DISSERTACAO

O produto desta dissertacdo esta apresentado a partir da pagina seguinte, na forma

como constara na pagina do Mestrado.
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APRESENTACAO
Caro(a) Professor(a):

O presente trabalho propde uma sequéncia didatica para o conteldo de Analise
Combinatoria, que pode ser aplicada em turmas do Ensino Médio. A sequéncia didatica
proposta é o produto da dissertacdo de mestrado profissional intitulada de JOGOS EM UMA
SEQUENCIA DIDATICA PARA O ENSINO DE ANALISE COMBINATORIA.

A intencdo, ao compartilhar esta proposta de ensino, é colaborar com o que vem se
caracterizando como uma necessidade na Educacdo Matematica, em relacdo ao ensino deste
conteudo, que é comum ter dificuldades para estudantes e, também, para muitos professores.

As atividades que compdem a sequéncia didatica, nomeada de Dinamica
Combinatoria, foram aplicadas em uma turma do 2° ano do Ensino Médio, visando a
construcdo do conhecimento, com fundamentacdo do fazer e compreender (PIAGET, 1978),
por interacdo com jogos de tabuleiro, atividades de raciocinio logico e estudos orientados.

A estruturacdo Dindmica Combinatdria contempla o que Zabala (1998) afirma ser o
mais favoravel para se desenvolver a construcdo do conhecimento, e contém os itens a seguir:

1. apresentacdo de uma situacdo problematica;

2. problemas ou questdes;

3. respostas intuitivas ou suposicoes;

4. fontes de informacao;

5. busca de informacao;

6. elaboracdo de conclusdes;

7. generalizagoes;

8. exercicios de memorizagao;

9. prova ou exame;

10. avaliacdo.

Com este trabalho, busca-se preencher a necessidade de compreenséo dos alunos, por
meio do desenvolvimento dos conceitos, numa visdo construtivista que, para Zabala (1998), é
pessoal de cada ser humano e deve ser incentivado e moderado por alguém que busque o
despertar de quem queira aprender. Na construcdo do conhecimento associada ao fazer e
compreender (PIAGET, 1978), quando o aluno interage diretamente com os meios que lhe

favorece a construcdo dos conceitos, estes acabam se tornando, de certo modo,
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compreendidos de maneira abrangente, concretizando-0s em agdo e em pensamento e nédo
apenas em memorizagao.

A Dinamica Combinatoria é composta de sete etapas, com as quais busca-se explorar
desde a problematica historica até a formalizacdo dos conceitos estudados em sala de aula. O
desenvolvimento da sequéncia integra, também, atividades de avaliacdo, que servem de
orientagdo para o professor analisar se estdo sendo alcancados os objetivos de aprendizagem
em cada etapa. Espera-se, com esta proposta, contribuir para uma aprendizagem com
compreensdo do contetdo de Analise Combinatoria, propiciando aos alunos a construcdo do
conhecimento e nao simplesmente um estudo pautado em meméria e reproducdo de modelos

de resolucédo de problemas e de exercicios de praticas rotineiras.

DINAMICA COMBINATORIA

A Dinamica Combinatéria esta dividida em sete etapas, que buscam contemplar em
sua aplicacdo desde a origem histérica da Analise Combinatéria, com problemas que
motivaram este estudo, até a formalizacédo e aplicacdo das técnicas de contagem. A sequéncia
inicia-se na Etapa 0, que traz o contexto histérico e alguns problemas motivadores para o
estudo deste conteudo, servindo também esta etapa para a organizacao das outras seis.

A Etapa 1 explora o raciocinio logico, por meio de jogos pré-selecionados,
disponiveis na internet, visando identificar e incentivar os alunos para a utilizacdo de
estratégias e para a resolucdo de problemas inspirados nos jogos.

A Etapa 2 contempla a aplicacdo do Jogo Quadrado, que possui, como uma de suas
principais finalidades, desenvolver o conceito da Arvore de Possibilidades, embasando assim
o0 Principio Fundamental da Contagem, por meio de questionamentos sobre jogadas, a serem
simuladas em pensamento, que poderiam ocorrer no jogo. Apds 0s questionarios, é proposto
que o professor abra um espaco para discussdes de duvidas, e outras atividades extras para 0s
alunos praticarem a aplicacdo do Principio Fundamental da Contagem.

A Etapa 3 é desenvolvida a partir do Jogo Senha, que visa explorar o conceito das
Permutacdes Simples e dos Arranjos Simples, por meio de questdes elaboradas, a partir de
possiveis situacdes do jogo. Também aqui € importante que sejam exploradas outras situagdes
para os alunos praticarem as correspondentes técnicas, ou como muitos fazem aplicar o
Principio Fundamental da Contagem.

Na Etapa 4, busca-se propiciar a constru¢cdo da ideia de agrupamento que se

distingue apenas pela natureza dos elementos, ou seja, serdo exploradas situagcdes em que a
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ordem dos elementos ndo provoca diferenca no grupo. O Jogo Bicolorido é utilizado para
fazer a diferenciacdo de segmentos de reta que formam as arestas e as diagonais de um
poligono. Os alunos buscam compreender aqui qual é o principio basico para a aplicacdo da
técnica de Combinacao Simples na formacéao de agrupamentos.

A Etapa 5 é proposta com um estudo orientado, em que os alunos, atuando nas suas
equipes, dedicam-se a um estudo da formalizacdo dos conceitos e das técnicas de contagem.
Os conceitos selecionados pelo professor sdo sorteados entre 0s grupos, para a realizacdo do
estudo e organizacdo de material e dos componentes para uma apresentacdo de trabalhos,
aberta a questionamentos, para os colegas da turma. Na preparacéo da apresentacdo, os alunos
selecionam ou elaboram exercicios, para que os colegas possam resolver e discutir a aplicagdo
de cada técnica de contagem.

A Etapa 6, ultima da Dinamica Combinatoéria, busca, por meio do Jogo Trilha
Combinatoria, de autoria do pesquisador, desafiar os alunos a aplicarem 0s conceitos que
estudaram, jogando e resolvendo os problemas. Esse Jogo pode servir para o professor como
instrumento de avaliacdo da aprendizagem, pois as jogadas implicam solucionar problemas
gue envolvem as técnicas ou o principio da contagem, numa trilha com percurso ludico de

desafios e competitividade.

Etapa 0 da Dindmica Combinatdria

No primeiro momento, visa-se fazer uma introducdo ao trabalho a ser desenvolvido
na Dindmica Combinatéria, com a qual serdo explorados 0s conceitos fundamentais da
Anélise Combinatéria. Com o contexto historico e as questdes desafiadoras, tem-se a inten¢édo
de animar e despertar a curiosidade e o interesse dos alunos para participarem, de maneira
efetiva, do trabalho que sera desenvolvido com eles. Nesse primeiro encontro, acontecem,
também: a organizacao das equipes, a escolha de nomes e instrugdes sobre o preenchimento
do diario de bordo para registros de cada equipe. A Etapa 0 acontece no tempo de uma aula,
com duracdo prevista de uma hora, tendo o professor o papel de provocador e organizador das

acOes gerais e iniciais da sequéncia.

0.1 Objetivos:

— conhecer os pilares que fundamentam a Analise Combinatéria por meio de fatos

histéricos, como estratégia para despertar o interesse pelo estudo;
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— resolver alguns desafios l1dgicos contextualizados, elaborados para sensibilizar
sobre a importancia do raciocinio, como estratégia de resolucdo de problemas neste

conteudo.

0.2 Descricao da Atividade

0.2.1 Historia

Vasquez e Noguti (2010)** acreditam que a Analise Combinatéria tenha sua origem
na Antiguidade, antes mesmo dos registros historicos, e foi, através do matematico grego
Arquimedes, que viveu em Siracusa, na Sicilia, no século Il a.C., que se passou a ter
conhecimento acerca dos problemas de contagem. Ele propés um problema de combinacédo de
pecas em um tabuleiro, que ficou conhecido como Stomachion (Figura 1). Embora ndo se
conheca ao certo o significado dessa palavra, sabe-se que tem a mesma origem da palavra
estdmago. N&o ha registros seguros, também, de que, realmente, tenha sido Arquimedes quem
inventou o jogo ou se ele apenas explorou o problema proposto, em algum manuscrito mais

antigo.

Figura 1 — Jogo Stomachion ?°

Fonte: Pinterest (2016).

Problema proposto no jogo: Saber de quantas formas suas partes menores
poderiam formar o mesmo quadrado.

A resposta, que é 17.152 formas, foi calculada e comprovada em 2004 por Reviel
Netz, um estudioso deste jogo, que propds um problema combinatorio a um grupo de

matematicos. Netz buscou guia-los neste estudo e, com auxilio de alguns computadores,

2VASQUEZ, Cristina Maria Roque; NOGUT], Fabiane Cristina Hopner. Analise combinatéria: alguns aspectos
histdricos e uma abordagem pedagogica. Anais do VIII ENEM, Pernambuco, 2004.
2 Disponivel em: <http://4umi.com/play/stomachion/square.php?show=68&m=s>. Acesso em: 31 set. 2016.
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conseguiram comprovar a resposta, o que envolveu um tempo de seis semanas de trabalho.?
Seu trabalho foi publicado no mesmo ano da comprovagdo da solugdo do problema, com o
titulo Towards a Reconstruction of Archimedes. 2’

Outro problema, segundo Vasquez e Noguti (2010), que envolvia um raciocinio
apurado e conceitos de memorizagdo, pode ser encontrado no papiro egipcio de Rhind (cerca
de 1650 a.C.), conhecido como problema 79, que segue:

“Ha sete casas, cada uma com sete gatos, cada gato mata sete ratos, cada rato teria
comido sete safras de trigo, cada qual teria produzido sete hekat?® de graos; quantos itens tém
ao todo?”

Com a leitura, percebe tratar-se de uma progressao geomeétrica de razéo 7 e, no caso,
a resposta é 19.607.

Apesar de problemas de contagem serem encontrados desde o século Ill a.C., a
Teoria Combinatéria sé surgiu no final do século XVI com a necessidade de se calcular
possibilidades em jogos de azar. A Analise Combinatdria sé seria formalmente escrita em
meados do século XVII e inicio do século XVIII, pelos matematicos Pascal (1654 e 1665),
Leibniz (em 1666), Kircher (em 1669), Wallis (em 1673) e Bessy (em 1693). Esse estudo deu
origem a Teoria das Probabilidades. Outros pesquisadores matematicos tiveram grande
influéncia no desenvolvimento e na formalizacdo desta parte da Matematica, conforme esta

apresentado na Figura 2.

Figura 2 — Matematicos criadores da Analise Combinatoria
Pierre de Fermat Blaise Pascal

.. | l / J ;
il - - ’
(1499 - 1557 (1601 - 1665) (1623 - 1662)

Fonte: Elaboracéo do autor (2016).

% Disponivel em: <http://revistagalileu.globo.com/Galileu/0,6993,ECT669583-2680,00.html>. Acesso em: 31
out. 2016.

27 Disponivel em: <http://turing.une.edu.au/~ebowen/Stomachion/NAW2004SCIAMVS.pdf>. Acesso em: 31
set. 2016.

2Hekat é uma unidade de medida de gréos utilizada no Egito antigo que equivale a 4,8 litros.
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0.2.2 Primeiros problemas para despertar a curiosidade

1) Se Pedro, ao resolver sair para uma festa, para escolher que roupa vai usar, ele
separa duas calcas e trés camisas, que considera préprias para a ocasido, de quantas maneiras
diferentes vocé pode se vestir, escolhendo trés camisas e duas calgas?

A resposta € 2.3 = 6 maneiras e pode ser calculada com raciocinios variados.

2) Acontece, algumas vezes, de caixas eletrbnicos conterem apenas notas de
determinados valores. Imagine um saque no valor de R$ 100,00, num caixa eletrénico s6 com
notas de R$ 5,00 e R$ 10,00. De quantas formas diferentes a maquina pode disponibilizar o
dinheiro?

A Tabela 1 mostra a solucéo do problema.

Tabela 1 — Solugdo do problema

Casos |R$ 10 |R$ 5,00
1° [ 1 | 18
2° | 2 | 16
3° | 3 | 14
4° | 4 | 12
5 | 5 | 10
10°| 10 | N
11°| N | 20

Fonte: Elaborac&o do autor.

3) Haverd um sorteio com dois prémios, dos tipos mostrados na Figura 3, de um
carro, como primeiro prémio e de uma bicicleta como segundo, a ser realizado com 10
participantes. De quantas maneiras distintas essas pessoas podem ganhar este prémio, sendo

gue a pessoa que ja ganhou um prémio ndo pode concorrer a outro prémio?
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Fonte: Sites Google (2016)

Possivel solucdo: 10x9 = 90 maneiras

4) O setor de emergéncia de um hospital conta, para plantdes noturnos, com trés
pediatras, quatro clinicos gerais e cinco enfermeiros. As equipes de plantdo devem ser
constituidas por um pediatra, um clinico geral e dois enfermeiros.

a) Quantos pares distintos de enfermeiros podem ser formados?

O problema indica uma combinacdo dos cinco enfermeiros em grupos de dois.
Assim, pode-se ter Cs» = 10 duplas possiveis de enfermeiros.

b) Quantas equipes de plantdo distintas podem ser formadas?

Temos: trés pediatras, quatro clinicos e cinco enfermeiros.

Cada equipe deve ter: um pediatra, um clinico e dois enfermeiros.

Pelo principio da contagem, cada equipe tem uma de 3 pediatras, uma de 4 clinicos e
uma de 10 duplas de enfermeiros, resultando em 3 x 4 x Cs> =3 x 4 x 10 = 120 equipes.

5) Segundo a reportagem extraida da revista Super Abril ano de 2004:

Qual é a ldgica das letras nas placas dos carros??®

A ordem das letras e dos nimeros tem a ver com o lugar em que o veiculo é
emplacado. Esse esquema comecou a ser adotado em fevereiro de 1990, quando as placas
amarelas (com duas letras e quatro nimeros) foram substituidas pelas cinza (com trés letras).
Cada estado tem suas combinacdes proprias (veja-se Quadro 1), distribuidas pela frota local
em ordem cronoldgica de licenciamento ou emplacamento. E possivel encontrar placas com
cidades e combinacdes “trocadas”. Isso acontece porque, se um veiculo ¢ emplacado
originariamente em um lugar e o endereco do proprietario muda, troca-se apenas a indicagédo

de cidade e estado. Ou seja, um carro licenciado em Camacari, Bahia, com a combinagdo JOL

2 Disponivel em: <http://super.abril.com.br/comportamento/qual-e-a-logica-das-letras-nas-placas-dos-carros>.
Acesso em: 13 set. 2016.
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pode perfeitamente estar rodando com a indicagdo “Sao Paulo, SP”. Isso porque o primeiro
emplacamento ocorreu na Bahia. E possivel escolher as letras e os nlimeros da chapa do
automovel. Assim, mulheres chamadas Beatriz podem encomendar a combinacdo BIA e
donos de BMW ostentar placas BMW. Mas também néo € a festa da uva: em S&o Paulo, por
exemplo, s@o proibidas combinagdes que formem palavras consideradas obscenas ou
constrangedoras, como CUS, GAY e CKH.

Quadro 1 — Placas de automoveis *°

“@%. $p.SAD JOSE 00S CAMPOS -

BF 08663 ABC234

PEC-2013 [11iM-0058,

____NG - SAD LOUR RJ - RIO DE JANEIRO

Hm; 0248 MAFTPE

14K 860

FOR-1904 JDR ix] P

Fonte: Site de Carrosnors (2016)

Analisando as placas do Quadro 1, pode-se perceber que todas sdo compostas por 3
letras e 4 algarismos numeéricos. Sabendo que nosso alfabeto é composto por 26 letras e nosso
sistema de algarismos numéricos € composto pelos nimeros inteiros, que variam de 0 a 9,
qual é o namero total de placas de automéveis que se pode formar, como as placas do
Quadro?

26. 26. 26. 10. 10. 10. 10 = 26°.10*

Através destes problemas, serd introduzido o tema de estudo, buscando despertar a
curiosidade dos alunos; pode-se observar as formas sugeridas de solugfes, visando a pensar
com muita atencdo, propor e testar hipdteses sdo componentes do raciocinio matematico

imprescindiveis para obter as respostas.

% Figura retirada em 13/09/2016, no site: <http://www.carrosnors.com.br/inicio-de-placas-de-veiculos-por-
estado/>.
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http://www.carrosnors.com.br/inicio-de-placas-de-veiculos-por-estado/
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0.3 Formacéo das equipes e combinacdes para a Dinamica Combinatoria

— Formar sete equipes e definir nomes: (exemplo Equipe Alfa de integrantes Alfa 1,
Alfa 2 e Alfa 3).

— Combinar quem sera o relator, em cada atividade, e responsavel pelos registros no
diario da equipe.

— Para finalizar cada etapa, os alunos realizardo uma tarefa extraclasse, como tema de
casa, para a resolucdo de exercicios que constam no “livro integrado”, que ¢é a
bibliografia proposta pela escola com forte recomendacéo de ser utilizado.

— No inicio da aula que segue a cada tema de casa, serdo sorteados um exercicio e
um componente de cada equipe, que deve entregar o exercicio para a verificagdo da

realizacdo da tarefa solicitada.

Etapa 1 da DinAmica Combinatdria

A primeira etapa acontece com a realizacdo de trés jogos acessiveis pela internet.
Assim, os alunos serdo encaminhados ao laboratorio de informatica da escola, onde
explorardo trés jogos virtuais que envolvem habilidades légicas, para se chegar a solucdo dos
desafios propostos. Esta primeira etapa tera a duracdo de uma hora, para a execucao dos trés
jogos e, no final de cada um, para o aluno preencher um questionario, respondendo sobre a
forma que utilizou para solucionar os desafios de cada jogo. Nos minutos finais, sera proposto
um novo desafio; esse na forma de um problema sobre o principio da contagem, para o qual o
aluno devera apresentar uma solucdo, na forma de uma breve descricdo do que pensou e

realizou. O professor participara, organizando e administrando o tempo da aula.

1.1 Objetivos de aprendizagem:

— criar estratégias, transformando-as em possibilidades para tomar decisfes, buscan-
do solucionar de maneira eficaz situa¢fes que envolvam problemas de raciocinio 10-
gico;

— identificar e explorar caracteristicas especificas do jogo, como forma de criar habi-

lidade para solucionar problemas légicos.
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1.2 Descricao do jogo

Jogo 1 — Yellow Out: O jogo do estacionamento, onde hd um determinado carro no

estacionamento que deve ser retirado, com 0 menor numero possivel de movimentos.

Figura 4 — Layout do Jogo Yellow Out %

Fonte: Site do Terra (2016).

Jogo 2 — Twibik: Desafio de atencdo e raciocinio rapido, no qual deve-se buscar

associacdo entre as pecas que vao sendo disponibilizadas em lugar daquelas que s&o retiradas.

Figura 5 — Layout do Jogo Twibik %

NEW SHAPE
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Fonte: Site do Terra (2016).

Jogo 3 — Pulo do Sapo: Um jogo de atencdo no qual é preciso criar uma estratégia

para deslocar um grupo de trés sapos para a margem oposta daquela onde se encontram.

31 Disponivel em: <http://www.terra.com.br/webgames/yellowout/yellowout.htm>. Acesso em: 15 ago. 2016.
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Fonte: Site de Jogos (2016).

Os alunos, no decorrer dos jogos, devem preencher uma tabela de registro, que segue
em anexo a este documento, na qual buscam analisar pontuacgdes, tempo de resolucdo dos
jogos, nivel de desempenho do aluno em relacdo ao jogo e nimero de solugdes, conforme o
jogo disputado. O objetivo dos alunos é preencher a tabela e esta ligado a verificacdo do

desempenho dos mesmos e servira como subsidio de analise para a dissertacdo de Mestrado.

1.3 Objetivos do jogo

Jogo 1: O objetivo do jogo Yellow Out é retirar o carro amarelo do estacionamento,
efetuando a menor quantidade de movimentos possivel. Para isso, € preciso mover outros
carros que estdo blogueando o caminho. Estes, algumas vezes, também tém a passagem
bloqueada por outros carros do estacionamento.

Jogo 2: No Twibik, o objetivo é eliminar a maior quantidade de pecas. Para isso,
deve-se clicar nas pecas idénticas, que se apresentam numa mesma linha ou coluna. Como
dificultador do desafio, podem ocorrer situacfes em que ndo ha opgdes, decorrendo, entdo,
duas possibilidades: uma, a de remover uma peca aleatoria ou, outra, a de embaralhar as pegas
até surgirem novas opgoes.

Jogo 3: No Pulo do Sapo, o propésito é transferir trés sapos para a margem oposta de
onde se encontram. Neste jogo, é acionado, principalmente, o raciocinio Idgico e é importante
tramar uma estratégia, como capacidade de solucionar problemas, por meio de atengdo, senso
de diregdo, planejamento, organizacdo e coordenagdo motora.

%2 Disponivel em: <http://www.terra.com.br/webgames/yellowout/yellowout.htm>. Acesso em: 15 ago. 2016.
33 Disponivel em: <http://jogos.testeqi.com.br/o-pulo-do-sapo/>. Acesso em: 15 ago. 2016.


http://www.terra.com.br/webgames/yellowout/yellowout.htm
http://jogos.testeqi.com.br/o-pulo-do-sapo/
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1.4 Orientagdes para os jogadores de como jogar

1.4.1 Jogo Yellow Out

Vocé pode mover 0s carros tantas vezes quantas quiser e em qualquer direcéo.

Como jogar:

1. espere o jogo carregar e clique em “Play”;

2. escolha o nivel em que deseja comecar 0 jogo e clique em “Start Game”;

3. clique no carro que deseja mover e arraste-o0 até a posicao escolhida;

4. cada etapa termina quando o carro amarelo parar em cima das setas que indicam a

saida.

1.4.2 Jogo Twibik

N&o existem regras especiais, basta encontrar e clicar em duas pecas iguais.

Como jogar:

1. espere o jogo carregar e clique em “Play Game”;

2. clique em “Normal” para jogar tranquilamente, sem se preocupar com o tempo;

3. clique em “Action” para jogar contra o tempo (mais emocionante hehehe);

4. quando o jogo carregar, cligue em pares de pecas idénticas que situam numa

mesma linha ou mesma coluna. Todas as pecas entre elas irdo ser removidas do jogo.

1.4.3 Jogo Pulo do Sapo

N&o existem regras especiais a serem descritas, somente devemos passar 0S sapos
machos para o lado direito e os sapos fémeas para o lado esquerdo, podendo atravessar
somente um de cada vez, pois apenas uma pedra esta livre para o pulo. Nao podemos voltar a
jogada apos ser executada, podemos apenas reiniciar um novo jogo, finalizando assim a
jogada anterior.

Como jogar:

Utilize o mouse, clique no sapo para ele pular.
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1.4.4 Atividade p06s-jogo

Jeniffer vai participar da promocdo de uma loja de roupas que esta oferecendo um
vale-compras de R$ 1.000,00 para o participante que apresentar por primeiro o0 maior nimero
de combinacdes distintas, a0 menos em uma pec¢a, com o kit de roupas escolhido pela loja. O
kit € composto de: seis blusas, quatro saias e dois pares de sapato. Quantas sdo todas as
maneiras distintas com as quais Jeniffer deverd combinar as pecas do vestuario, para ter

chance de concorrer ao prémio?

Etapa 2 da DinAmica Combinatdria

Esta etapa consiste na realizagdo do Jogo do Quadrado,?* que foi desenvolvido pelos
professores e pesquisadores Josiane de Carvalho Rezende, José Marcos Lopes e Jodo Vitor
Teodoro, com o intuito de explorar o raciocinio combinatoério e o célculo de probabilidades.
A atividade acontece em equipes de trés componentes, definidos por sorteio pelo professor,
que ird auxiliar o desenvolvimento das atividades que requerem duas horas. O que se espera
com estas atividades € o desenvolvimento da ideia do Principio Fundamental da Contagem,
que serve como principio introdutério, para resolver problemas de Analise Combinatéria. Os
alunos terdo a oportunidade de explorar o jogo e avaliar se 0 mesmo € ou ndo de azar,

respondendo ao questionario pos-jogo.

2.1 Objetivos de aprendizagem:

— com esta atividade visa-se ao aprimoramento de atitudes de cooperativismo,
partilha e respeito, estabelecendo relacBes de boa convivéncia com os integrantes da
equipe;

— com o0 jogo, busca-se propiciar que alunos levantem hipoteses e planejem
estratégias de jogadas, para construirem uma arvore de possibilidades,
desenvolvendo, assim, o pensamento multiplicativo;

— almeja-se desenvolver o calculo mental, como forma de encontrar uma solucao

rapida para os problemas apresentados na atividade.
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2.2 Descricao do jogo

No Jogo do Quadrado, utiliza-se 0 mesmo tabuleiro do Jogo da Velha, e os
movimentos de captura de pecas possuem algumas semelhancgas com os das pecas pedo e torre
no Jogo de Xadrez.

MATERIAL: Tabuleiro com 3x3 casas e duas pecas distintas, uma para cada
jogador; usa-se este modelo para marcar a posicédo de cada jogada.

Figura7 — Tabuleiro utilizado
no Jogo do Quadrado

Fonte: Elaboragdo do autor.

2.3 Objetivos do jogo:

— eliminar a peca ou chegar ao ponto de partida de seu adversario, andando apenas
uma casa, na horizontal ou vertical, em cada jogada;
— servir como instrumento pedagdgico para auxiliar na resolugdo de problemas

combinatorios basicos.

2.4 Orientacg0Oes para jogar

INICIO DO JOGO: O jogo é disputado por dois jogadores, cada qual tem apenas
uma peca. O Jogador 1 coloca a sua peca na extremidade esquerda inferior do tabuleiro, e 0
Jogador 2 coloca a sua pega na extremidade direita superior do tabuleiro. O jogo inicia com o

Jogador 1, que é definido por sorteio.

3 Disponivel em: <http://www.sbmac.org.br/eventos/cnmac/xxxii_cnmac/pdf/372.pdf>. Acesso: 5 out. 2016.


http://www.sbmac.org.br/eventos/cnmac/xxxii_cnmac/pdf/372.pdf
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REGRAS:

1%) ndo se pode voltar ao ponto de partida, mesmo podendo voltar para tras;

2%) é permitida a eliminacdo da peca, somente quando esta estiver em uma diagonal;

3% a eliminacdo da peca adversaria, tal como a ocupacdo do seu ponto de partida, é
obrigatdria quando surgir a ocasido;

4%) 0 nimero mé&ximo de movimentos permitido para cada peca é de oito. Se, até o

final do oitavo movimento, o jogo néo finalizar, define-se o empate.

Figura 8 — Posicéo inicial do Jogo do Quadrado

Fonte: Elaborag&o do autor.

2.5 Atividade pds-jogo

Ap0s a realizacdo do jogo, segue-se com um conjunto de problemas, com o objetivo
de desafiar os estudantes a operarem com as ideias basicas de problemas de contagem e a
construirem, para cada situacdo, a arvore das possibilidades de cada jogada. Assim, serdo
formulados alguns problemas sobre o Jogo do Quadrado, em que aparecem essas idéias,
quando ao serem resolvidos. Dessa forma, 0s problemas serdo utilizados para ensinar
matematica, o que é diferente de ensinar matematica para, depois, resolver problemas. Os
alunos deverdo conjecturar sobre possiveis solucdes em linguagem prépria. No final, os
conceitos matematicos aprendidos serdo sistematizados pelos alunos em linguagem prépria da
matematica, e esses receberdo uma lista extra de exercicios e problemas, selecionados do livro
integrado, para serem realizados em casa e entregues na aula seguinte a do Jogo do Quadrado.

Questionamentos:

1) Seré que o Jogador 1 sempre vence? Por qué?
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2) E possivel ocorrer empate? Por qué? 3) O jogo é de azar ou de estratégia? Se, ao

invés de oito, aumentarmos 0 numero de jogadas para nove, quais 0S possiveis
resultados do jogo?

Problemas:

Um tabuleiro numerado de 1 até 9 pode ser utilizado, com o intuito de facilitar o

registro das jogadas, como esta exemplificado na Figura 9. Com isso, resolva os seguintes
problemas:

Figura 9 — Tabuleiro com numeracéo

Fonte: Elaboracéo do autor.

Problema 1. Suponha que, ap6s o quarto movimento, a peca do Jogador 1 esteja no
quadrado 1, a do Jogador 2 esteja no quadrado 9 e que, neste momento, seja a vez do Jogador
1 efetuar o seu movimento. Para garantir a vitoria, esse jogador deve posicionar sua peca em
qual quadrado?

Problema 2. Apds o segundo movimento, o tabuleiro encontra-se conforme esta
mostrado na Figura 10.

Figura 10 — Posigao das pecas ap0s a segunda jogada

Fonte: Elaboragéo do autor.

Que niimero minimo de movimentos finaliza o jogo? Quem vence o jogador “x”?
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Problema 3. Em seu primeiro movimento, o Jogador 1 pode escolher o quadrado 4 ou
0 quadrado 8. Se esse jogador escolheu o quadrado 4, entdo o Jogador 2 podera vencer o
jogo? Justifique sua resposta.
Problema 4. Existe uma estratégia vencedora para o Jogador 1? Em caso afirmativo,
descreva-a exemplificando.
Problema 5. Quantos e quais sdo os resultados possiveis do Jogo do Quadrado? Tente

representar todas essas jogadas.

Etapa 3 da Dinamica Combinatdria

Na terceira etapa da Dinamica Combinatéria, busca-se explorar um novo jogo,
conhecido como Jogo Senha, no qual serdo desenvolvidos alguns conceitos que embasam as
técnicas de contagem: permutacdo e arranjo. Essa etapa acontece no decorrer de duas horas,
durante as quais os alunos trabalhardo em equipes, organizadas pelo professor, que também
tera o papel de esclarecer duvidas e auxiliar os alunos, durante a rotina de sala de aula.

3.1 Objetivos de aprendizagem:

— explorar e associar as atividades do jogo com conceitos de técnicas, como as de
arranjo e de permutacdo simples;

— programar estratégias para a resolucédo dos problemas propostos no jogo;

— tomar decisdes adequadas, por meio da analise antecipada de possiveis jogadas;

— chegar a conclusdes e a solucGes de problemas trabalhando em equipe.

3.2 Descricéo do jogo
O Jogo Sena foi desenvolvido em 1970 pelo israelense Mordechai Meirovitz e o

objetivo com as jogadas & descobrir a sequéncia que compde a senha de quatro cores,

repetidas ou ndo, dentre seis cores distintas.
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Figurall — Tabuleiro original do jogo *®

Fonte: Wikipédia (2016).

O jogo serd adaptado, para a aplicagdo em sala de aula, com o uso de cartelas
(Figuras 12 e 13) e sera utilizado lapis de cor no lugar das pecas coloridas do jogo.

Figura 12 — Cartela do desafiado
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Fonte: Elaboragéo do autor.

Figura 13 — Cartela do desafiante
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—
Fonte: Elaborag&o do autor.

% Disponivel em: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Mastermind>. Acesso em: 5 out. 2016.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Mastermind
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3.3 Objetivo do jogo

No jogo, participam dois jogadores, 0 desafiante e o desafiado, este com o objetivo
de descobrir a senha proposta pelo desafiador na sua cartela, que a mantém voltada para
baixo. Em cada fileira, uma ap0s outra, compondo jogadas sucessivas, 0 desafiado propde
uma sequéncia de quatro cores, repetidas ou ndo. O desafiante pinta ao lado, na cartela do
desafiado, circulos com a cor preta, se estiverem corretas a cor e a posicao; deixa circulos em
branco, se ha cores corretas, mas em posi¢des erradas, e marca “x” em tantos circulos quantas
cores ndo correspondem as da senha. O desafiado tem nove oportunidades (até preencher a
nona fileira da cartela), para adivinhar a senha, ou, se tal ndo ocorrer, o desafiador revela a

senha, mostrando a sua cartela, que mantinha voltada para baixo.

3.4 Orientac0es para jogar:

— definir desafiante e desafiado;

— 0 desafiante dispde de oito cores, exceto branco e preto;

— 0 desafiante forma uma senha de corres, pintando sua cartela, no sentido da seta;

— 0 desafiado tenta adivinhar a senha do desafiante, pintando uma sequéncia de cores
na primeira fileira;

— ao lado da fileira de cada jogada, o desafiador pinta um circulo preto, a cada cor e
correspondente a posicdo correta; deixa um circulo em branco a cada cor correta,
mas em posi¢do errada, € marca um “x” a cada cor que ndo pertence a senha. A
ordem dos circulos pretos, brancos ou com “x” nao necessariamente ¢ a da senha;

— 0 desafiado tem nove tentativas para descobrir a senha. Caso ndo acerte a senha, 0
mesmo contabilizara nove pontos;

— numa segunda rodada, invertem-se 0s papéis de desafiante e desafiado, vencendo o

jogo aquele que acertar a senha com menor numero de tentativas (fileiras pintadas).

3.5 Atividade pds-jogo

Ao término do jogo, os alunos, sentados em grupo, responderdo a um questionario,

com situagdes ligadas ao jogo, as quais devem associar conceitos relacionados com arranjos
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simples ou permutacfes simples. Apos responder o Questionario 2, 0s mesmos irdo realizar

alguns exercicios extra, que serdo selecionados de seu livro integrado.

Questionario 2

1) Utilizando trés cores, para preencher trés espacos, sem repeticdo, quantas senhas
diferentes podemos formar?

2) Utilizando quatro cores, para preencher quatro espacos de uma senha, sem
repeticdo, quantas senhas diferentes é possivel formar?

3) E, se pudéssemos escolher entre cinco cores, quantas senhas diferentes € possivel
formar?

4) No caso do jogo, onde formaram senhas escolhendo entre seis cores, qual é o
numero total de senhas possiveis repetindo as cores? Caso ndo haja repeticdo das
cores, qual é o nimero total de senhas que podemos formar?

5) Usando seis cores e, fixando a primeira cor, por exemplo amarela, quantas senhas
diferentes podemos formar?

6) Se pudermos escolher entre seis cores para quatro espacos, com repeticdo, quantas
senhas diferentes é possivel formar?

7) Dispondo de quatro cores distintas, de quantos modos diferentes podemos formar

uma senha, sendo que as cores adjacentes ndo podem ser iguais?

Etapa 4 da Dindmica Combinatdria

Nesta etapa da Dinamica Combinatdria, serdo explorados agrupamentos que se
diferenciam pela sua natureza, ou seja, a atividade serd desenvolvida visando a introducao ao
conceito da técnica de contagem chamada de combinacdo simples. Para explorar este
conceito, serd utilizado o Jogo Bicolorido, criado, inicialmente, para explorar conceitos
geométricos e que foi readaptado para explorar, também, conceitos combinatérios. A
atividade tera a duracdo média de uma hora e serd desenvolvida em equipes. O professor serd
0 mediador das atividades, podendo auxiliar o desenvolvimento dos jogos e do questionario
pos-jogo. No final da atividade, o0 mesmo podera abrir um debate sobre os conceitos

estudados.
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4.1 Objetivos de aprendizagem:

— explorar o conceito de combinagGes simples associado a construcao de segmentos
dispostos através dos vértices de um poligono ja dado;
— desenvolver métodos de resolugdo com estratégias que propiciem a construgdo do

pensamento combinatorio.

4.2 Descricéo do jogo

O Jogo Bicolorido original foi proposto na obra de Gardner (1985) e, posteriormente,
Borin (1996) utilizou-o com o intuito de introduzir e desenvolver conceitos de ceviana,
concorréncia de cevianas e pontos notaveis de um triangulo, que sdo temas importantes da
Geometria Euclidiana para o Ensino Fundamental. Porém, o jogo utilizado para esta atividade
advém de uma pesquisa realizada por Carla Soares Silva, em 2010, que o adaptou para
explorar conceitos de combinagdo simples, numa configuracdo de tabuleiro, como esta

mostrado na Figura 14, que segue:

Figura 14 — Tabuleiro do Jogo Bicolorido
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Fonte: Elaboragdo do autor.
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4.3 Objetivo do jogo

No jogo, o objetivo é formar tridngulos monocromaticos, quer dizer, com vertices de
mesma cor, com 0s pontos dispostos no tabuleiro da Figura 14. O primeiro que conseguir

formar um tridngulo vence o jogo.

4.4 OrientacOes para jogar

4.4.1 Materiais: canetas hidrocor ou lapis de colorir (com, no minimo, duas cores)

4.4.2 Regras do jogo:

— define-se quem inicia o jogo de forma amigavel, como, por exemplo, num “par” ou
“impar”;

— todas as duplas iniciam o jogo no tabuleiro de quatro pontos, passando,
gradativamente, para outros, com mais nimero de pontos;

— 0s jogadores, cada qual com uma caneta hidrocor, ou lapis de colorir, de cores
distintas, devem construir, sucessiva e alternadamente, segmentos de reta com
extremos nos pontos do tabuleiro. Esses segmentos podem ser lados ou diagonais do
poligono representado, no tabuleiro, por seus vértices;

— em cada etapa, sera declarado vencedor aquele que fechar, por primeiro, um

tridngulo monocromatico com a cor de sua caneta.

4.5 Atividade pds-jogo

Apbs 0 jogo, serd entregue aos alunos um conjunto de perguntas, com as quais
busca-se explorar conceitos de combinagédo, associados a possiveis construcbes geométricas
relacionadas ao jogo no tabuleiro. Apos responderem as perguntas, os alunos desenvolverao
algumas atividades, selecionadas no seu livro integrado.

Perguntas

Responda as perguntas que seguem, considerando 0s pontos citados, como pontos

distintos de uma mesma circunferéncia.
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a) Partindo de quatro pontos ndo colineares, A, B, C e D, quantos segmentos de reta
podemos formar?
b) Com cinco pontos nédo colineares, A, B, C, D e E, quantos segmentos podemos
formar?
c) Com seis pontos ndo colineares, A, B, C, D, E e F, quantos segmentos podemos
formar?
d) E, com sete pontos ndo colineares, A, B, C, D, E, F e G, quantos segmentos
podemos formar?
e) Seguindo essa mesma logica, quantos segmentos podemos formar com oito, nove
e com 10 pontos ndo colineares?
f) E com n pontos ndo colineares, quantos segmentos podemos formar?
g) Dos segmentos formados no item a, quantos sdo lados e quantos sdo diagonais do
quadrilatero ABCD?
h) Em b, quantos séo lados e quantos séo diagonais do pentdgono ABCDE?
i) Quantos segmentos sdo lados e quantos sdo diagonais do hexdgono ABCDEF?
j) E os segmentos formados com sete pontos, quantos sdo lados e quantos sao
diagonais do heptagono ABCDEFG?
k) E quantos triangulos podemos formar, em cada situagdo informada nos itens A, B,
C,D,EeF?
I) (Desafio) Para um poligono regular de n lados, quantos tridngulos internos ao

poligono conseguimos formar?

Etapa 5 da Dindmica Combinatdria

Nesta etapa, os alunos, organizados em grupos, realizardo a fundamentacdo das
técnicas de contagem, aprofundando seus conhecimentos em fontes de referéncia, como livros
e materiais disponiveis na internet, sobre conceitos que fundamentam as técnicas de
contagem, que estruturam a Analise Combinatéria. Os resultados da pesquisa serdo
socializados, em sala de aula, mediante apresentacdo de slides, com os demais colegas. Esta
etapa tera a duracdo de até 6 horas-aula, para a realizacdo de pesquisas, estudos, organizacéo,
apresentacdes em sala. Nessa aula, o professor tem papel de grande importancia, pois devera
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auxiliar os alunos com duavidas referentes aos procedimentos operatérios, indicando quais

fontes de pesquisa deste estudo sdo confiaveis.

5.1 Objetivos de aprendizagem:

— conhecer o0s conceitos que fundamentam as técnicas de contagem, caracterizando-
0s, segundo os aspectos que os identificam e os diferenciam;

— desenvolver habilidades relacionadas a uma atividade de pesquisa e ao trabalho em
equipe, no decorrer da construcao e apresentacdo de um objeto de estudo, que servira
de base tedrica para estudos posteriores;

— reconhecer aplicagdes dos conceitos pesquisados em diversos contextos ou na reso-
lucdo de problemas, por meio de ideias e conceitos expressos, ou nao, por férmulas
que formalizam as técnicas de contagem;

— construir habilidades de autonomia, visando a desenvolver a aprendizagem por

meio da pesquisa.

5.2 Descricdo das atividades

No desenvolvimento desta etapa, os alunos aprofundardo conhecimentos
relacionados com conceitos da Analise Combinatoria.
Os estudantes da classe serdo organizados em sete equipes, para pesquisar sobre 0s
seguintes temas:
definic&o do conceito de fatorial,
equacdes envolvendo o uso do fatorial;
permutacdes simples;
permutacdo com repeticao;
arranjos simples;

combinag0es simples;

N o a bk~ Dnd e

permutacdes circulares.
As equipes desenvolverdo e apresentardo a pesquisa, orientados pelo professor, em
sala de aula, no laboratério de informatica e na biblioteca, seguindo um roteiro de pesquisa

elaborado pelo professor.
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5.3 Roteiro para estudos:

1)  estudar os conceitos em, no minimo, trés ou mais fontes;

2)  procurar e explorar outros materiais de apoio, como video-aulas ou softwares,
por exemplo, como apoio para compreender e explicar os conceitos;

3)  esclarecer, com o professor, todas as duvidas que o grupo ndo conseguir resol-
Ver;

4)  elaborar um texto explicativo dos conceitos, com exemplos e exercicios de
aplicacdo;

5)  selecionar e preparar trés exercicios de aplicacdo dos conceitos, para apresentar
e resolver com os colegas, em sala de aula;

6) apresentar as referéncias bibliogréficas, adequadamente;

7)  elaborar o texto escrito nos moldes do Manual da Familia do Colégio;

8)  preparar, para a apresentacdo do trabalho aos colegas, com, no méaximo, oito
slides, que servirdo de base tedrica na apresentacao.

5.4 Apresentacdes dos trabalhos

Os trabalhos serdo apresentados, em sala de aula, tendo cada grupo 20 minutos para
apresentar as ideias e 0s conceitos principais, em linguagem dissertativa, representacdes
geométricas, explicacdes e correspondentes conceitos formalizados em linguagem

matematica.

5.5 Avaliacao

Os trabalhos serdo avaliados segundo os critérios: clareza e criatividade na
apresentacdo dos conceitos, conhecimento do contetdo, diversidade dos tipos e graus de
dificuldade das atividades propostas aos colegas, organizacdo e capricho na elaboracdo do
trabalho escrito, redagdo em linguagem correta, respeito aos colegas nas apresentagoes,
participacao nas atividades que estardo sendo propostas pelos grupos.

Para a definicdo da nota de desempenho no trabalho, segundo os critérios de

avaliacdo, seré considerada a seguinte distribuicdo de um total de 10 pontos:
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— Trabalho escrito: 4 pontos

— Apresentagdo: 6 pontos

— Falta de respeito ou de participacdo na apresentagédo de colegas: menos 2 pontos.

Etapa 6 da Dinamica Combinatdria

Esta € a etapa da finalizagdo do trabalho e, como atividade em sala de aula, os alunos
estardo envolvidos numa disputa, com diversdo e conhecimento, na realizagdo do Jogo Trilha
Combinatoria %, planejado para uma aplicacio descontraida dos conhecimentos relacionados
ao contetdo de Analise Combinatéria. Tal atividade tem previsdo de duracdo de uma hora e
serd desenvolvida por meio de desafio para uma disputa entre as equipes que vivenciaram a
Dindmica Combinatoria. O professor deve ser o mediador do funcionamento do jogo,
auxiliando na interpretacdo das regras e nas duvidas quanto a solucéo das atividades propostas
pelo jogo; pode-se dizer que ele serd uma espécie de juiz que auxiliaria em algumas decisdes

por parte da atividade, dizendo o que é valido ou ndo, a partir das regras ja citadas.

6.1 Objetivos da aprendizagem:

— aprimorar e integrar conhecimentos, através das jogadas do percurso da Trilha
Combinatoria;
— promover a integracdo dos alunos, incentivando o espirito da competicdo saudavel
e respeitosa, sobre conhecimentos relacionados ao conteddo de Anélise
Combinatoria;
—avaliar, por meio das solucGes dos problemas propostos na Trilha, se ha indicios de

que ocorreu aprendizagem.

6.2 Objetivo do jogo

No jogo, tem-se como objetivo a aplicacdo de conhecimentos de Analise

Combinatoria, resolvendo problemas selecionados, em langamento de dados.
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6.3 Materiais do jogo

— dois dados ndo viciados; cartdes com desafios na forma de exercicios e problemas
que contemplam o contetido de Analise Combinatoria;
— pedes, que podem ser objetos de marcagdo, como carrinhos de brinquedo, pecas de

um tabuleiro de damas ou de xadrez, entre outros.

6.4 Regras do jogo:

1° os participantes sorteardo quem inicia o langamento dos dados, sendo essa a
equipe que sortear 0 maior numero ao lancar um s6 dado. Os demais seguem jogando
conforme a ordem decrescente dos nimeros sorteados;

2° a movimentacdo das pecas, no percurso da trilha, dar-se-a4 segundo a combinacéo

n!

simples (C = ) dos nimeros dos dados langados, sendo n o maior valor e p 0 menor

plin—ph

valor, considerados os dois dados langados;

3°apbs a movimentacdo do pedo, tendo ele parado em uma casa azul, vermelha ou
amarela, a equipe resolve o desafio de uma carta, da que est4 acima na pilha de cartas, voltada
para baixo, que tem como referéncia a cor da casa em que 0 pedo parou;

4° para avancar, e ter direito a jogar os dados na proxima rodada, a equipe devera
acertar a pergunta da carta; caso erre, devolvera a carta e ficara fora da proxima rodada;

5° no fim da rodada da qual a equipe ficou fora, esta sorteara outra carta de mesma
cor e, se acertar, retornara a trilha. Se errar novamente, fica valida novamente a 42 regra;

6° se a equipe cair na casa com cor preta, estara impedida de retirar qualquer carta e
vai para a cadeia;

7° para sair da cadeia, na jogada seguinte, a equipe devera solucionar o problema da
carta de cima do baralho preto;

7.1° caso a equipe erre o problema da carta do baralho preto, volta para a cadeia e
permanece presa por duas rodadas, e assim por diante, até solucionar o problema contido na

carta;

3 Jogo elaborado pelo mestrando.



162
8° todos saem do marco Inicio e vence o jogo aquele que chegar, por primeiro, no

marco Chegada.

6.5 Tabuleiro do jogo

Figura 15 — Tabuleiro do Jogo Trilha Combinatéria
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Fonte: Elaborag&o do autor.
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