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RESUMO 
 

O Tungstato de Zircônio (ZrW2O8) é um material que exibe Expansão Térmica Nega-

tiva (ETN), isotrópica em um amplo intervalo de temperatura (0,3 a 1050 K). Apesar de am-

plamente estudado, existem controvérsias acerca dos mecanismos microscópicos responsáveis 

por este comportamento. A fase cúbica deste composto, denominada α-ZrW2O8, já foi motivo 

de estudo através de simulações computacionais utilizando Potenciais Interatômicos (PI) e 

Dinâmica de Rede na Aproximação Quasi-Harmônica (DRQH). Nos dois PI distintos propos-

tos na literatura conseguiu-se reproduzir a ETN da α-ZrW2O8, mas não a dependência com a  

temperatura do tensor de elasticidade. É partindo desta observação que este trabalho pretende 

avaliar o desempenho de PI existentes e de novos PI em simulações computacionais visando a 

descrição da dependência com a temperatura do tensor de elasticidade da α-ZrW2O8 entre 0 e 

300 K. Utilizaram-se dados experimentais, tais como posições atômicas, parâmetros de rede e 

o tensor de elasticidade da α-ZrW2O8 em temperaturas entre 0 e 300 K e, em outra série de 

cálculos, a hipersuperfície de energia ab initio no limite atérmico para obter os parâmetros dos 

PI. Diferentes estratégias foram empregadas na busca pelos parâmetros dos PI incluindo mi-

nimização em linha, Newton-Raphson/BFGS e Algoritmo Genético (AG). Concluiu-se que 

não é possível descrever as propriedades estruturais e elásticas da α-ZrW2O8 em função da 

temperatura com PI simples e que esta incapacidade não está relacionada a qualquer limitação 

da DRQH ou dos parâmetros dos PI, mas à forma analítica dos PI empregados. Isto sugere 

que se deve ter cautela na interpretação de resultados obtidos com estes potencias já disponí-

veis na literatura. Como alternativas para a solução deste problema, pode-se considerar o uso 

de redes neurais para a representação da hipersuperfície de energia ab initio, o uso de PI mais 

sofisticados que levam em consideração a vizinhança atômica (bond order potentials) e, tam-

bém, cálculo ab initio a T > 0, este último a um custo computacional muito mais elevado. 

 

Palavras-Chave: tungstato de zircônio, expansão térmica negativa, simulação compu-

tacional, dinâmica de rede na aproximação quasi-harmônica, tensor de elasticidade, potencias 

interatômicos. 
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ABSTRACT 
 

Zirconium tungstate (ZrW2O8) is a material that exhibits negative thermal expansion 

(NTE), over a wide temperature range (0.3 at 1050 K). Although thoroughly studied, contro-

versies still remain concerning the microscopic mechanisms responsible for this behavior. The 

cubic phase of this compound, denominated α-ZrW2O8, was already the subject of study 

through computer simulations using interatomic potentials (IP) and lattice dynamics in quasi-

harmonic approximation (LDQH). In two different IPs proposed in the literature succeeded in 

reproducing the α-ZrW2O8 NTE, but not the dependence with temperature of the elasticity 

tensor. Starting from this observation, this work intends to evaluate of existent IPs and same 

proposed new IPs in computer simulations aiming the calculation of the tensor of elasticity for 

α-ZrW2O8 between 0 and 300 K. Experimental data (such as atomic positions, lattice parame-

ters and the tensor of elasticity of α-ZrW2O8 at 0 and 300 K) and, in another series of calcula-

tions, the ab initio energy hypersurface in the athermic limit, were used to obtain the parame-

ters of the IPs. Different strategies were used in the search for the parameters of IP, including 

line minimization, Newton-Raphson/BFGS and genetic algorithm (GA). At the end of an ex-

haustive search we were led to conclude that it is not possible to describe the structure and 

elastic properties of α-ZrW2O8 as a function of temperature with simple IPs and that this in-

capacity is not related the any limitation of LDQH or of the parameters of the IPs, but instead 

to the analytical form of the tested IPs. This suggests that same results obtained with IPs al-

ready available in the literature may be unreliable. As alternatives for the solution of this 

problem, it can be considered the use of a neural network for the representation of the ab ini-

tio energy hypersurface, the use of more sophisticated IPs than take into account the atomic 

neighborhood (bond order potentials) and even (with a computational cost much higher) ab 

initio calculations at T > 0. 

 

Keywords: zirconium tungstate, negative thermal expansion, computer simulation, lat-

tice dynamics in quasi-harmonic approximation, tensor of elasticity, interatomic potentials. 
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1 Introdução 

O Tungstato de Zircônio (ZrW2O8) é um material cerâmico de grande interesse que 

vem ocupando lugar de destaque na literatura científica nos últimos anos. Isto se deve ao fato 

deste composto exibir Expansão Térmica Negativa (ETN), isotrópica, em um amplo intervalo 

de temperatura (0,3 a 1050 K). Esta propriedade confere a este composto grande interesse 

quando se pensa em potenciais aplicações tecnológicas envolvendo ETN. Apesar de ampla-

mente estudado, ainda existem controvérsias na literatura científica a respeito dos mecanis-

mos microscópicos responsáveis por este comportamento anômalo. 

A fase cúbica do Tungstato de Zircônio, denominada α-ZrW2O8, já foi motivo de es-

tudo através de simulações computacionais com o uso de Potenciais Interatômicos (PI). Po-

rém, os PI propostos não dão conta, de forma satisfatória, da magnitude da ETN e da variação 

das constantes elásticas em função da temperatura, o que suscita cautela nas conclusões obti-

das com base nestes potenciais. É diante desta incapacidade que este trabalho pretende avaliar 

o desempenho de PI existentes e de novas formas de potenciais em simulações computacio-

nais, na descrição da dependência com a temperatura do tensor de elasticidade da α-ZrW2O8.  

O cálculo das constantes elásticas é potencialmente muito útil, uma vez que o tensor 

de elasticidade é conhecido para uma porcentagem pequena dos sólidos e o procedimento ex-

perimental para sua determinação é relativamente complicado. Com PI adequados, pode-se 

verificar o efeito da pressão sobre as constantes elásticas da α-ZrW2O8 em diferentes tempe-

raturas e avaliar a transferabilidade deste PI para outras fases do ZrW2O8, como a fase ortor-

rômbica (γ-ZrW2O8) e calcular suas constantes elásticas, as quais são desconhecidas. 

As simulações serão realizadas através do método de ‘Dinâmica de Rede na Aproxi-

mação Quasi-Harmônica’ com o uso de PI ajustados a partir de dados experimentais (posições 

atômicas, parâmetros de rede e constantes elásticas), os quais estão disponíveis na literatura 

em diferentes temperaturas, e dados ab initio (ou ‘de primeiros princípios’), calculados no li-

mite atérmico. Far-se-á uso de Algoritmos Genéticos e Minimização em Linha como estraté-
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gias de minimização robustas para o ajuste dos parâmetros dos PI. Para tanto, serão utilizados 

os recursos computacionais do GridUCS1. 

Para melhor contextualização e compreensão dos vários aspectos presentes neste tra-

balho, inicia-se com as Considerações Gerais, no capítulo 2, no qual são apresentados alguns 

métodos computacionais utilizados em ciência dos materiais, suas classificações, particulari-

dades, aplicações e limitações. Ainda no Capítulo 2 será feita uma análise dos tipos de intera-

ções atômicas e os modelos que as representam. O capítulo encerra com uma revisão sobre 

alguns aspectos importantes da ETN e a respeito da α-ZrW2O8. 

No capítulo 3 será descrita a metodologia e os recursos utilizados no cálculo com os PI 

propostos na literatura para a α-ZrW2O8 e na construção de novos PI, que sejam capazes de 

reproduzir resultados experimentais e de primeiros princípios. Também serão detalhados os 

métodos de minimização empregados, como os presentes no programa GULP (General Utility 

Lattice Program – Newton-Raphson/BFGS), Minimização em Linha e Algoritmo Genético. 

O capítulo 4 apresenta os resultados das simulações, particularmente a comparação en-

tre os resultados (parâmetro de rede, posições atômicas e constantes elásticas em função da 

temperatura, no intervalo de 0 e 300 K) obtidos com os potenciais propostos na literatura e 

aqueles  propostos por nós.  Por fim, no capítulo 5, faz-se uma análise dos resultados obtidos 

e discutem-se as alternativas para o cálculo das propriedades elásticas da α-ZrW2O8 em fun-

ção da temperatura. 

 

                                                 

1 O GridUCS é o nome dado ao ambiente computacional que utiliza o tempo ocioso dos computadores da Uni-

versidade de Caxias do Sul (UCS) em simulações computacionais. Fazem parte do GridUCS cerca de 300 com-

putadores. 
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2 Considerações Gerais 

2.1 Métodos Computacionais em Ciência dos Materiais  

Várias áreas de pesquisa utilizam cada vez mais os assim chamados ‘experimentos 

computacionais’, como a Climatologia [1], Farmacologia [2], Geologia [3] e, particularmente, 

a Ciência e Engenharia de Materiais. Os ‘experimentos computacionais’ constituem uma fer-

ramenta poderosa na compreensão dos fenômenos da matéria condensada [4,5] e estão sendo 

aplicados a uma série de problemas nesta área [6,7,8,9]. 

Uma possível classificação dos métodos computacionais utilizados em Ciência dos 

Materiais, proposta por Catlow et al [10,11] para investigação de compostos inorgânicos, re-

laciona-se com a dependência do uso de PI (funções que descrevem a variação da energia de 

um conjunto de átomos em função de suas coordenadas), grupo que receberá a denominação 

de “simulações”; e métodos de estrutura eletrônica que resolvem, por meio de aproximações, 

a equação de Schrödinger para o sistema investigado, os quais serão chamados de ab initio, ou 

de primeiros princípios.  

Outra possível classificação, proposta por Bernholc [4], diferencia os métodos em dois 

grupos: aqueles que não usam informações empíricas e aqueles que o fazem. Os primeiros são 

freqüentemente chamados de métodos ab initio ou de primeiros princípios, enquanto que os 

últimos são chamados de empíricos ou semi-empíricos. Dois organogramas que esquemati-

zam estas classificações dos principais métodos computacionais usados em ciência dos mate-

riais estão presentes na Figura 1. 

Há também um certo número de métodos híbridos [12] e problemas que empregam os 

recursos de vários métodos, dificultando, assim, sua classificação. Como exemplo, pode-se 

citar o caso do ajuste de um PI a partir de uma hipersuperfície de energia obtida ab initio [13]. 

Mesmo que o método faça uso de PI, pode-se classificá-lo como ab initio, pois não se utilizou 

nenhum dado empírico para obtenção dos parâmetros [14]. 
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(a) 

 

(b) 

 

Figura 1: Duas possíveis classificações dos Métodos Computacionais comumente empregados em Ciência dos 
Materiais, uma (a) relacionada com o uso de potenciais interatômicos e outra (b) referente ao uso de resultados 
experimentais. As siglas referem-se a: TFD: Teoria do Funcional da Densidade; HF: Hartree-Fock; DM: Dinâ-
mica Molecular; MC: Monte Carlo; DR: Dinâmica de Rede; DRH: Dinâmica de Rede Harmônica; DRQH: Di-
nâmica de Rede Quasi-Harmônica; ARE: Aproximação de Rede Estática; AV: Aproximação Variacional; EF: 

Elementos Finitos. 

Estudos computacionais requerem um modelo das forças atuantes entre os átomos em 

um sólido. Desde os primórdios da simulação computacional com PI aplicada à Ciência dos 

Materiais [15,16,17], fez-se uso da aproximação de Born-Oppenheimer [18], de acordo com a 

qual os núcleos dos átomos que constituem um material se movem sob a ação da força resul-

tante da interação entre os núcleos e entre estes e os elétrons, descritos pela função de onda do 

estado fundamental. A interação entre os átomos normalmente pode ser modelada por alguma 

função potencial, a qual representa a energia de dois átomos em função da distância entre eles. 

Um exemplo de modelo de interação é o PI de Lennard-Jones, ilustrado na Figura 2.  

Métodos 

Ab initio Simulações 

DM MC DR 

DRH 

AV EF TFD HF 

DRQH ARE 

Métodos 

Não usa resultados experimentais Usa resultados experimentais 

Empíricos ou Semi-Empíricos Ab initio 
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Figura 2: Em (a) temos o potencial de Lennard-Jones, onde V0 é a profundidade do poço de potencial, a é uma 
constante com dimensão de comprimento e r é a distância entre os átomos. Em (b) tem-se um gráfico da energia 
(E) em função da distância entre os átomos (r), onde rmin corresponde à posição de equilíbrio estável. Reproduzi-

do de [48]. 

Com tais funções, é possível calcular as propriedades de um composto e, para tanto, é 

necessário encontrar os parâmetros do potencial que correspondam à configuração de equilí-

brio dos átomos. Os PI são úteis para sistemas relativamente simples e conseguem elucidar 

grande parte das propriedades elétricas e térmicas dos materiais. Não obstante, alguns materi-

ais de interesse, atualmente, apresentam um nível de complexidade que exige intrincados PI 

[19,20].  

O cálculo das propriedades macroscópicas de um sistema a partir do PI dos seus cons-

tituintes é uma tarefa relativamente simples. No entanto, a situação inversa, ou seja, determi-

nar a forma da interação entre os constituintes a partir do conhecimento das propriedades ma-

croscópicas constitui um problema muito mais complexo. Este tipo de problema recebe a de-

nominação de ‘problema inverso’ (inverse problem, na língua inglesa) [21] e constitui uma 

situação comum a várias áreas científicas [22,23,24]. Tipicamente, problemas inversos envol-

vem a estimativa de certos parâmetros baseada em medidas indiretas. Por exemplo, a constitu-

ição do interior da Terra pode ser inferida a partir de estudos sismológicos [23]. É exatamente 

este tipo de ‘problema inverso’ que constitui o cerne deste trabalho.  

Os parâmetros da maioria dos PI atualmente disponíveis na literatura do estado sólido 

têm sido derivados a partir de propriedades experimentais dos materiais, que normalmente 

incluem a estrutura cristalina, constantes dielétricas, constantes elásticas e curvas de dispersão 

de fônons, ou, alternativamente, pelo ajuste a uma superfície de energia obtida ab initio 
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[25,26]. O sucesso da descrição do sistema desejado depende da forma analítica do potencial 

e também dos parâmetros deste potencial que descrevem as interações entre os constituintes. 

Apesar do aumento da aplicabilidade de cálculos ab initio no estado sólido baseados em di-

versos tipos de abordagens, tais como TFD e HF, principalmente em virtude do grande avan-

ço nos últimos tempos na capacidade de processamento dos computadores [27], o custo com-

putacional de tais técnicas continua limitando seu uso para sistemas com muitos átomos (es-

pecialmente aqueles com baixa simetria e com átomos de muitos elétrons) [28,29,30].  

Cálculos “atomísticos” baseados no modelo de Born [36] para uma rede iônica, que 

empregam PI para representar as interações de curto alcance entre os átomos, são rápidos e 

fornecem bons resultados, além de reproduzirem bem as propriedades estáticas e dinâmicas da 

maioria dos materiais. Os PI nestes modelos são constituídos pela interação de Coulomb entre 

os átomos e pela função de curto alcance que descreve as interações não-Coulombianas, tais 

como repulsão de Pauli e as forças atrativas de dispersão em grandes distâncias [31]. 

Experimentos computacionais vêm sendo atualmente realizados com materiais que e-

xibem ETN a partir de cálculos ab initio [117,32] e com uso de PI associados a métodos de 

Minimização da Energia Livre (FEM – Free Energy Minimization, na língua inglesa) na A-

proximação Quasi-Harmônica [33,34], os quais vêm apresentando resultados significativa-

mente próximos dos valores experimentais. Assim, a utilização de PI na aproximação quasi-

harmônica revela-se, em princípio, uma alternativa adequada para o estudo dos mecanismos 

microscópicos responsáveis pelas propriedades da α-ZrW2O8. 

2.2 Interações Atômicas 

2.2.1 Estruturas cristalinas 

Os cálculos aqui realizados partem de uma concepção de sólido cristalino, a qual se 

baseia nos trabalhos de Madelung [35] e Born [36,37,38].  Para estes compostos, utilizou-se 

um modelo constituído por um arranjo periódico de íons esféricos eletricamente carregados. 

Estes, em um cristal, interagem através de forças com todos os outros que constituem a estru-

tura cristalina do material. Uma forma geral de escrever estas n interações é por meio de uma 

série de somatórios 
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onde ( )ijr2Ψ  é a interação do par de íons i e j separados por uma distância r ij, ( )ijkr3Ψ  é a inte-

ração do trio de íons i, j e k, e assim por diante. Com o objetivo de tornar a energia da estrutu-

ra computacionalmente viável de ser estimada, faz-se necessário o truncamento das interações 

entre os íons, considerando apenas interações entre pares, as quais são usualmente dominantes 

em materiais com caráter predominantemente iônico (geralmente de 80 a 90 % da energia 

configuracional, dependendo das características do sistema). As demais interações são negli-

genciadas, constituindo assim a ‘aproximação de potencial de pares’ [39]. A interação de pa-

res de íons, PΨ , pode ser representada por 

( ) ICA
ij

ji
ijP r

qq
r φ

πε
ψ +=

04
 (2) 

onde o primeiro termo representa a energia de interação Coulombiana de longo alcance, sendo 

iq e jq as cargas dos íons i e j, r ij a distância entre os íons e 0ε  a permissividade do vácuo. Já o 

segundo termo representa a energia de Interação de Curto Alcance (ICA). Todas as interações 

na estrutura cristalina podem ser somadas resultando na energia total da estrutura 
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A Figura 3 representa os dois tipos de interação. A seguir iremos ver com detalhes as 

características de cada tipo de interação. 
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Figura 3: Energia de interação entre dois íons de cargas opostas, destacando as contribuições de curto e longo 
alcance. 

2.2.1.1 Interações de longo alcance: somatório de Ewald 

Apesar da aparente simplicidade da contribuição de Coulomb para a energia do siste-

ma, existe uma significativa dificuldade no somatório das forças de Coulomb, pois este tipo 

de somatório é condicionalmente convergente [40]. Por causa desta condicionalidade, a ener-

gia de Coulomb e suas derivadas são avaliadas usando tanto o espaço real como o recíproco 

de acordo com o método de Ewald [41] usado pelo programa GULP (General Utility Pro-

gram) [180]. Para mais detalhes sobre o programa, ver o Apêndice desta dissertação. 

Os detalhes do método Ewald fogem ao escopo deste trabalho. Não obstante, uma ex-

plicação detalhada deste método pode ser obtida no Apêndice B do livro “Introdução à Física 

do Estado Sólido” [72]. Associado ao método de Ewald, há no programa GULP uma aproxi-

mação alternativa para melhorar o desempenho de convergência do somatório da interação 

Coulombiana [42]. 

2.2.1.2 Interações de Curto Alcance 

O somatório de Ewald leva em consideração a interação de Coulomb, a qual descreve 

bem as forças existentes entre átomos separados por distâncias grandes em relação aos seus 
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respectivos raios. Contudo, este somatório não é capaz de descrever o que ocorre quando os 

átomos estão muito próximos uns dos outros. Conforme a (2), existe um termo responsável 

pelas ICA. Para a compreensão de como este termo se origina e as diferentes formas que po-

dem ser adotadas para descrevê-lo, é necessário compreender o que acontece quando átomos 

se aproximam. 

As distribuições de carga de dois átomos adjacentes podem ser sobrepostas se estes es-

tiverem suficientemente próximos um do outro. Isto provoca o aparecimento de uma força 

repulsiva, relacionada com o princípio de exclusão de Pauli [43]. De fato, quando as distribui-

ções de carga de dois átomos se sobrepõem, os elétrons de um átomo tendem a ocupar os es-

tados dos elétrons do outro átomo, e vice-versa (veja Figura 4).  

(a) (b) 

  

Figura 4: (a) Dois átomos inicialmente afastados. (b) As distribuições de carga eletrônica de dois átomos se so-
brepõem quando eles se aproximam. Os círculos representam os núcleos. Reproduzido de [72]. 

 Além da força de repulsão, existe ainda uma força atrativa, conhecida por interação de 

Van der Waals, relativamente fraca, que existe em função do dipolo induzido gerado pela in-

teração entre os elétrons de átomos distintos. 

A forma mais básica de potencial de curto alcance de dois corpos é a interação harmô-

nica 

2
0)(

2
1

rrK ijij −=φ  (4) 

onde r ij  é a distância entre os átomos i e j, r0 é a distância de equilíbrio da ligação entre os á-

tomos i e j e K é uma constante de força harmônica. Este modelo é perfeitamente válido para 

pares de átomos que se desviam ligeiramente do valor de r0 e para os quais as interações po-

dem ser realisticamente confinadas aos pares de íons adjacentes. Para sistemas onde grandes 
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desvios ocorrem, formas alternativas devem ser empregadas, tais como o potencial de Morse 

[44]  

 













−







−= 






 





 −−

11
2
0rijra

ij

m

eDφ  (5) 

onde Dij é a energia de dissociação da ligação e am é um parâmetro que pode ser determinado 

a partir de dados obtidos por espectroscopia. Este tipo de modelo é particularmente eficiente 

em sistemas onde haja ligações de caráter predominantemente covalente. 

 A combinação do termo de Coulomb com o termo repulsivo de curto alcance, ijφ , foi 

proposta primeiramente por Born e Landé [45] 

nij r

b=φ  (6) 

onde b e n são constantes escolhidas para reproduzir a distância de equilíbrio interiônica e r é 

a distância dos íons distintos mais próximos. Este modelo foi posteriormente expandido ao se 

descobrir que, através de cálculos da mecânica quântica, esta relação não estaria rigorosamen-

te correta, apesar de ser uma boa aproximação para casos particulares de compostos com um 

grande caráter iônico, como haletos de metais alcalinos.  

Em uma tentativa de atualização da (6) que correspondesse às novas observações fei-

tas pela mecânica quântica, Born e Mayer [46] introduziram um potencial repulsivo de curto 

alcance da forma 

ρφ
r

ij Ae
_

=  
(7) 

onde A e ρ são parâmetros ajustáveis. Born e Mayer também adicionaram um termo atrativo 

para dar conta das interações de van der Waals. Este termo tem a forma 6rC , onde C é um 

parâmetro ajustável. A combinação do termo repulsivo da (6) com termo atrativo de van der 

Waals, 6rC , tendo n = 12,  resulta no conhecido potencial de Lennard-Jones [47] 

nij r

b

r

C +−=
6

φ  (8) 
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Este potencial é comumente utilizado em cálculos para líquidos e gases, em especial para mo-

léculas diatômicas [48]. Como o presente trabalho trata de um material com caráter predomi-

nantemente iônico, uma alternativa de potencial é a combinação do termo repulsivo de curto 

alcance da (7) combinado com o termo atrativo de van der Waals, formando o chamado Po-

tencial de Buckingham [49]: 

 
6

_

r

C
Ae

r

ij −= ρφ  
(9) 

onde A, ρ e C são parâmetros ajustáveis. Este potencial revelou-se eficiente quando aplicado 

em simulações de materiais cerâmicos [50,51] e outros sólidos iônicos [52,53] e por estas ra-

zões será um dos potenciais utilizados nos cálculos com a α-ZrW2O8. 

2.2.2 Polarizabilidade 

O fenômeno da polarização está relacionado com a redistribuição da densidade de elé-

trons devido à presença de um campo elétrico. A seguir, iremos tratar do modelo utilizado 

nesta dissertação para representar este fenômeno em experimentos computacionais para a α-

ZrW2O8. Para um maior detalhamento deste e de alguns outros modelos de polarizabilidade, 

recomenda-se um artigo de revisão sobre o tema [54]. 

A polarização eletrônica de espécies pode ser determinada usando o modelo Casca-

Caroço2 (Core-Shell Model) [55]. Neste, o íon é descrito tendo uma casca esférica e sem mas-

sa que circunda um caroço central e massivo.  A casca e o caroço estão ligados por uma mola 

harmônica e isotrópica com uma constante de força, k. O caroço representa o núcleo e os elé-

trons mais internos do íon, enquanto que a casca representa a contribuição dos elétrons mais 

externos (elétrons de valência) [56]. Quando um campo elétrico é aplicado ao íon, a casca tem 

a liberdade de se mover em relação ao caroço, de tal modo a desenvolver um dipolo, o qual 

simula a polarizabilidade, conforme é ilustrado na Figura 5. 

                                                 

2 Existem diferenças na literatura sobre o nome dado a este modelo. Não obstante, a expressão ‘Modelo de Dru-

de’ é usada mais freqüentemente em simulações no estado líquido, já a expressão ‘Modelo Casca-Caroço’ é usa-

da mais freqüentemente em simulações no estado sólido.  A partir disso, será utilizada nesta dissertação a ex-

pressão ‘Modelo Casca-Caroço’. 
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Figura 5: Representação esquemática o modelo casca-caroço. Desenho fora de escala (o deslocamento d entre as 
cargas é muito menor que o raio atômico). 

Nomeando-se o caroço e a casca com carga positiva (X.e) e negativa (Y.e), respecti-

vamente, tais que a soma de ambos equivale à carga do íon ((X + Y).e), a polarizabilidade de 

um íon isolado, eα , é dada por 
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onde Y é a carga da casca em unidades eletrônicas de carga, 0ε é a permissibilidade do vácuo. 

eα e k são representadas nas unidades Å3 e eVÅ-2, respectivamente. Entre as aproximações 

feitas neste modelo, pode-se destacar (1) a representação da densidade eletrônica de carga 

com cargas pontuais e/ou dipolos, (2) a suposição de uma polarizabilidade eletrostática iso-

trópica.  

 A carga e a constante de mola determinam a polarizabilidade do átomo e, portanto, 

estes parâmetros são freqüentemente obtidos de valores experimentais, tais como constantes 
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elásticas e dielétricas [54]. O modelo casca-caroço tem sido usado com sucesso em uma am-

pla variedade de sistemas. O grande número de aplicações está relacionado a materiais iônicos 

[57,58,59,60,61], em especial sistemas como haletos alcalinos [62] e óxidos [63,64]. 

2.3 Dinâmica de Rede Quasi-Harmônica 

Os átomos nos sólidos cristalinos estão arranjados em uma configuração ordenada e 

simétrica chamada estrutura cristalina [65]. Estes átomos estão constantemente vibrando com 

freqüências muito altas e com amplitudes relativamente pequenas, mesmo em temperaturas 

próximas a zero Kelvin - uma conseqüência do princípio de incerteza de Heisenberg3, deno-

minada energia de ponto zero [66]. Ao invés de serem independentes umas das outras, as vi-

brações de átomos adjacentes estão conectadas entre si em função das interações entre os á-

tomos [67]. 

Em um sólido não-metálico cristalino ideal, as vibrações dos átomos são as principais 

responsáveis pela condução do calor ao longo do sólido e se propagam com a velocidade (em 

média) do som [68]. Em uma visão clássica, os átomos de um cristal são considerados unidos 

uns aos outros por molas harmônicas (veja Figura 6).  

                                                 

3 A energia cinética de um corpo não pode ser menor que um valor mínimo. A existência desta energia de ponto 

zero é uma conseqüência direta do princípio de Incerteza de Heisenberg. Desde que energia e tempo sejam vari-

áveis conjugadas, nós podemos escrever o princípio de incerteza na forma: 2h≥∆∆ tE , onde t∆ é o intervalo 

de tempo mínimo necessário para mensurar a energia com uma precisão E∆ . 
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Figura 6: Representação de um cristal em que seus átomos estão ligados por molas harmônicas.  

A dinâmica do cristal é analisada em termos de combinações lineares de ‘modos nor-

mais de vibração’. Um modo normal de vibração é expresso como uma onda, de forma 

( )[ ]trqiA ω−⋅exp , onde q mostra a direção de propagação,ω  é a freqüência angular e A é a 

amplitude de vibração da onda.  O número de modos deve ser igual aos graus de liberdade do 

sistema, ou seja, três vezes o número de partículas.  

A energia dos modos normais não pode assumir qualquer valor, ou seja, é quantizada: 

para um modo q a energia é: ( ) )(21 qnq ωh+ , onde K,2,1,0=qn . O quantum de energia 

( )qωh  é associado a uma excitação elementar chamada de ‘fônon’. Então, o fônon pode ser 

considerado um quantum de energia vibracional do cristal. De forma análoga aos fótons nas 

ondas eletromagnéticas, os fônons freqüentemente são considerados os modos normais de vi-

bração na rede com caráter discreto e não contínuo [69].  

Nos cálculos em Dinâmica de Rede, deseja-se encontrar os modos normais dos cris-

tais, ou seja, busca-se calcular as energias (ou freqüências) ω  de fônons que não interagem 

entre si como função de seus vetores de onda q. A relação entre ω  e q, isto é, ( )qωω =  é 

chamada de ‘dispersão de fônon’. Para os cálculos destes, vejamos as aproximações que usu-

almente podem ser feitas. 

Na Dinâmica de Rede Harmônica (DRH), não se considera a interação entre fônons e 

a energia potencial pode ser aproximada a uma parábola. Para entender esta condição, vamos 

assumir que a energia potencial total de um cristal pode ser expressa em termos de PI. Da 



 

 

27 

mesma forma que para metais e gases raros sólidos, PI podem ser razoavelmente bem expres-

sos em termos de pares de interação (ou interações de dois corpos) para cristais fortemente 

ligados (e.g.: em ligações covalentes de semicondutores), considerando-se menos importantes 

que as interações de três ou mais corpos. Estas interações de múltiplos corpos, portanto, po-

dem ser simplificadas pelo somatório das contribuições envolvendo dois corpos apenas [70].  

Considerando-se o termo potencial de dois corpos, )(rU , onde r é a separação intera-

tômica entre o par de átomos, pode-se chegar ao desenho de um potencial interatômico, o qual 

é geralmente semelhante ao presente na Figura 7. 

 
Figura 7: Representação de um potencial interatômico de dois corpos típico. Na figura, r0 é a distância de equi-

líbrio interatômica. A forma de U próxima da distância de equilíbrio pode ser aproximada a uma parábola. 

Contudo, )(rU pode ser expandido em uma série de Taylor, destacando a energia rela-

tiva a pequenos deslocamentos 0rrx −=  perto do mínimo 0r  
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O primeiro termo da (11) é uma constante e não tem importância para problemas dinâmicos. 

O segundo representa a força entre os átomos que tende a se anular na configuração de equilí-

brio. Então, o primeiro termo importante é o termo quadrático no deslocamento x, o que é co-

nhecido como Aproximação Harmônica (AH). Então, a função potencial tem, em regiões pró-

ximas ao equilíbrio, uma forma de parábola (veja Figura 8) e a distância média entre os áto-

mos será independente da temperatura na AH. Embora os átomos estejam mais próximos do 
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equilíbrio em baixas temperaturas e longe dele em temperaturas mais elevadas, o valor médio 

de x, <x> será independente da temperatura. 

 

Figura 8: Representação unidimensional de um potencial harmônico em região próxima ao equilíbrio. 

 Quando a estrutura é aquecida, há um aumento da probabilidade de excitação e surgi-

mento de fônons de alta energia e mais átomos estarão vibrando longe do estado de equilíbrio. 

Se a estrutura fosse perfeitamente harmônica, os fônons levariam o calor perfeitamente, sem 

resistência ao fluxo, e a condutividade térmica seria então infinita. A oscilação harmônica 

também não explica certas propriedades, como a expansão térmica [71]. Portanto, este com-

portamento puramente harmônico, claramente, não está de acordo com as observações expe-

rimentais de sólidos não metálicos. Então, é possível concluir que este descompasso entre teo-

ria e prática é devido à existência de termos anarmônicos na expressão do potencial em fun-

ção dos deslocamentos interatômicos, bem como da existência de colisões entre os fônons 

[72]. 

 Uma melhor representação do potencial interatômico em função de x é  

( ) 432 fxgxcxxU −−=  (12) 

onde c, g e f  > 0. O primeiro termo da (12) representa o potencial harmônico. O segundo a 

assimetria da repulsão mútua e o terceiro o ‘amaciamento’ das vibrações de grande amplitude. 

No segundo termo, <x> é diretamente proporcional à temperatura e, desta forma, em tempera-

turas mais elevadas, a assimetria do potencial conduz a valores maiores da distância de sepa-

ração interatômica. Este aumento em <x> é um dos fatores que explicam a expansão térmica 

nos sólidos [73]. 

Para garantir o caráter harmônico da energia potencial próxima do equilíbrio, os fô-

nons devem ser considerados independentes uns dos outros. Porém, as vibrações em um cris-
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tal real não são puramente harmônicas e um dos motivos para que ocorra esta anarmocidade 

da estrutura é a interação entre fônons, a qual passa a ter maior importância com o aumento da 

temperatura. Nesta AH, portanto, não há interação entre fônons e a energia livre vibracional 

pode ser expressa analiticamente pela freqüência de fônons. Contudo, na medida em que a 

temperatura do sistema aumenta, a AH perde a eficácia, pois mesmo em baixas temperaturas a 

probabilidade de ocorrerem interações entre fônons é muito grande. Surgem então outras a-

proximações alternativas e, dentre as muitas disponíveis, iremos nos deter na Aproximação 

Quasi-Harmônica (AQH), utilizada nos cálculos desta dissertação. 

 De acordo com a termodinâmica, se um sistema é mantido a uma temperatura T e sob 

uma pressão constante P (ou seja, tendo T e P como variáveis independentes), o estado de e-

quilíbrio é aquele que minimiza a energia livre de Gibbs (descrita em detalhes no Apêndice 

desta dissertação) 

( ) ( ) ( )TxFPVxETPxG vib ,,, ++=  (13) 

onde )(xE é a energia potencial obtida pelo somatório dos PI sobre todos os átomos do cristal, 

PV é o produto pressão x volume da cela unitária evibF é a energia livre de Helmholtz vibra-

cional. Para um cristal perfeito, os únicos graus internos de liberdade são as vibrações, ou se-

ja, vibSS =  (a entropia do cristal tem origem puramente vibracional). Esta configuração de 

parâmetros na (13), reunida no vetor de configuração x, contempla todas as informações geo-

métricas relevantes para uma dada estrutura cristalina [74].  

Um cálculo estatístico rigoroso de vibF  requer o conhecimento dos níveis vibracionais 

exatos. A interação intrínseca de fônons é muito complexa e muda com temperatura, o que 

justifica a dificuldade de incluir estas contribuições anarmônicas no cálculo da energia livre. 

Principalmente em função disto, é habitual em simulações computacionais [75,76] com PI 

utilizar o método conhecido como Dinâmica de Rede Quasi-Harmônica (DRQH) [77] 
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onde ),( ωxg é densidade de estados de fônons. 
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A essência da DRQH é que ela pressupõe que as freqüências vibracionais possam ser 

determinadas como se os átomos vibrassem harmonicamente enquanto os parâmetros de rede 

da cela unitária são ajustados para minimizar a energia livre [79,180]. Neste tipo de aproxi-

mação, é assumido que o sólido comporta-se harmonicamente em cada volume, mas as fre-

qüências de fônons dependem do volume. 

A DRQH, como qualquer outro método de simulação computacional, tem limitações. 

A precisão de seus resultados diminui com o aumento da amplitude de vibração, ou seja, em 

altas temperaturas, nas quais os efeitos anarmônicos de vibração já não podem ser mais des-

prezados [78]. Recomenda-se a utilização desta aproximação em simulações computacionais 

para temperaturas de aproximadamente a metade ou dois terços da respectiva temperatura de 

fusão do material estudado [79].  A título de exemplo, em um trabalho de simulação computa-

cional com óxido de magnésio mostrou-se que a AQH é válida até dois terços da temperatura 

de fusão da substância (TFusão MgO = 3100 K) [80].  

Uma vantagem da DRQH é que, para uma dada temperatura, altas pressões correspon-

dem a uma diminuição na distância interatômica. Com isto, as amplitudes de vibração tendem 

a se colapsar na DRQH, o que oferece uma importante aplicação envolvendo o estudo de es-

truturas submetidas a altas pressões [81,82]. 

A α-ZrW2O8 é metaestável e decompõe-se em seus óxidos constituintes (ZrO2 e WO3) 

em temperaturas superiores a 1050 K [97]. Como a faixa de interesse neste trabalho é de 0 K a 

300 K, a mesma encontra-se dentro do valor de temperatura limite válido para a técnica de 

DRQH. 

2.3.1 Minimização da Energia Livre de Gibbs 

No programa GULP encontram-se as derivadas analíticas da energia livre [83] e, com 

isto, há basicamente duas técnicas de minimização da energia livre usando DRQH. A primeira 

é a FFEM (Full Free Energy Minimization ou Minimização da Energia Livre Completa) e a 

segunda é conhecia como Aproximação ZSIZA (Zero Static Internal Stress Approximation ou 

Aproximação de Tensão Interna Estática Zero). O potencial termodinâmico de Gibbs (G) po-

de ser definido como a soma das contribuições estática e vibracional 

vibest GGG +=  (15) 
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e as coordenadas geométricas se dividem em internas, intε (e.g.: posições atômicas), e exter-

nas , extε  (e.g.: parâmetro de rede). No método FFEM a estrutura de equilíbrio é aquele para a 

qual 
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ou seja, ambas as coordenadas, internas e externas, são consideradas no cálculo da energia 

livre. Embora as derivadas da estG  sejam fácies de se calcular analiticamente, o cálculo de 

vibG é bastante custoso [75]. Devido a isto, pode-se optar por outro método, a aproximação 

ZSISA [84], no qual a condição de equilíbrio é 
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ou seja, a energia livre de Gibbs é minimizada em termos dos parâmetros de rede, enquanto 

mantém-se os graus internos de liberdade (posições atômicas) em um mínimo de energia in-

terna. Este método reproduz bons resultados recentemente na investigação de constantes elás-

ticas [85,86] e ETN [33,34]. Como a livre de Gibbs é definida por 

PVFG += , (18) 

para pressões iguais a zero (ou mesmo, de maneira aproximada, à pressão ambiente, condição 

dos cálculos nesta dissertação), a energia livre de Gibbs é igual à energia livre de Helmholtz. 

2.4 Expansão Térmica Negativa 

A expansão térmica é a resposta que o material produz ao sofrer uma variação de tem-

peratura [69]. Normalmente, o comportamento esperado em sólidos, líquidos e gases é de ex-

pansão térmica positiva quando aquecidos. Isto ocorre porque o aumento da temperatura re-

sulta em uma maior amplitude de vibração, que por sua vez conduz a uma maior distância in-

teratômica [87]. Mas há exceções a este modelo, pois existem materiais com expansão térmica 

muito próxima de zero [88,89] e que diminuem de volume quando submetidos a um aumento 

de temperatura, ou seja, exibem Expansão Térmica Negativa (ETN) [90]. Provavelmente o 
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exemplo mais familiar de ETN no cotidiano é a água, que aumenta sua densidade entre 0 a 4 

°C, fenômeno que é crucial para a preservação da vida aquática em ambientes com temperatu-

ras baixas [91]. 

Boa parte da expansão térmica nos materiais é explicada a partir da assimetria do po-

tencial interatômico [92]. Nos materiais cristalinos, ela se apresenta de duas formas: isotrópi-

ca e anisotrópica [93]. Na expansão isotrópica, o material expande ou contrai com a mesma 

magnitude em todas as direções quando aquecido ou resfriado.  O coeficiente volumétrico de 

expansão térmica, Vα , estando o material submetido a uma pressão constante P, é definido 

como: 

P
V T

V

V









∂
∂= 1α   (19) 

onde V é o volume e T é a temperatura. Já a expansão anisotrópica não ocorre igualmente em 

todas as direções, podendo haver contrações ou expansões de diferentes magnitudes e em di-

ferentes direções, ou seja, neste caso a mensuração da expansão térmica deve levar em consi-

deração a direção cristalográfica. 

O coeficiente de expansão térmica linear, Lα , é obtido pela seguinte relação: 

P
L T

L

L
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
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

∂
∂= 1α   (20) 

onde L é a dimensão linear da amostra ao longo de certa direção. Materiais com ETN possu-

em, portanto, valores para Vα ou Lα  negativos, caracterizando materiais como expansão tér-

mica negativa isotrópica e anisotrópica, respectivamente. Uma relação trazendo alguns mate-

riais com seus respectivos Lα  médios em um intervalo de temperatura encontra-se na Tabela 

1. 
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Tabela 1: Coeficientes de expansão térmica de alguns materiais. Note que o valor de Lα é fortemente dependen-

te da temperatura. Reproduzido de [92]. 

Material 
Lα (x 10-6)/K-1 T/K 

Si 2,45 373-223 
Cu 16,64 293 

Gelo -5 45 
Gelo 0 63 
Gelo 55 250 
NaCl 39,6 293 

α-Quartzo 42 223-373 
β-Quartzo 0 575-1000 

Invar 0,07 278-303 
NaTi2(PO4)3 4,2 300-1000 
NbZr(PO4)3 -2,3 300-1000 

ZrW2O8 -9,1 0-300 
ZrV2O7 -7,1 400-500 

Sc2(WO4)3 -2,2 10-450 

Na literatura o termo “anômalo” é comumente utilizado para caracterizar materiais 

com ETN. O fato do material se contrair quando aquecido não pode ser confundido com qual-

quer tipo de violação de algum conjunto de leis da física, mas tão somente um comportamento 

possível e que se revela em maior ou menor grau em alguns materiais [71]. 

 Os materiais que exibem ETN e que são tecnológica/cientificamente importantes po-

dem ser divididos em três famílias: (i) Família ZrW2O8, (ii) Família AM2O7 (A = U, Th, Zr, 

Hf, Sn; M = P, V) e (iii) Zeólitas e similares. Eles exibem esta importância pelo fato de apre-

sentarem ETN geralmente em grandes faixas de temperatura. Sugerimos duas referências com 

detalhes a respeito destas famílias [93,94]. Nesta dissertação, nos deteremos no estudo tungs-

tato de zircônio (ZrW2O8). 

2.4.1 Tungstato de Zircônio 

Descoberto em 1959 quando se tentava estabilizar a estrutura cristalina da zircônia pe-

la adição de cátions, após adicionar o cátion tungstênio na forma WO3 [95] obteve-se pela 

primeira vez o Tungstato de Zircônio, ZrW2O8, material com um grande potencial de utiliza-

ção tecnológica quando se fala em materiais com ETN. Depois de passados quase dez anos de 

sua síntese, em 1968 se descobriu que ele possuía esta propriedade [96]. 

Mais recentemente, em 1996, este composto voltou a chamar a atenção da comunidade 

científica ao se demonstrar que ele possuía ETN, isotrópica, em uma ampla faixa de tempera-
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tura (0,3 a 1050 K) (veja Figura 9) [97]. Em condições ambientes, é um composto cúbico, 

fase denominada α, grupo espacial P213, com um coeficiente de expansão térmica linear de  

-9,1x10-6 K-1 entre 2 e 350 K [142]. Logo depois, em 1998, descobriu-se que ele amorfizava 

quando submetido a pressões entre 1,5 e 3,5 GPa, fase esta que fica retida após alívio da pres-

são [98,99].  

 

Figura 9: Expansão térmica relativa em função da temperatura no ZrW2O8. Os círculos vazios e cheios são pro-
venientes de dados de dilatometria e difração de nêutrons, respectivamente. A mudança de comportamento em 

torno de 400 K deve-se a mudança de fase α → β. Reproduzido de [100]. 

A α-ZrW2O8 (veja Figura 10) é retida metaestavelmente a partir de um resfriamento 

rápido. Sua estabilidade termodinâmica se dá entre 1380 e 1530 K e possui uma barreira rela-

tivamente alta de ativação de decomposição, a qual se inicia em valores de temperatura acima 

de 1050 K [100,101]. 
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Figura 10: Representação esquemática da estrutura da α-ZrW2O8 com octaedros de ZrO6 e tetraedros de WO4 
[97]. 

A α-ZrW2O8 pode ser descrita como um arranjo tridimensional de octaedros de ZrO6 e 

tetraedros WO4 que compartilham os vértices. Em cada tetraedro WO4, um dos átomos de o-

xigênio não está ligado ao átomo de zircônio vizinho, ou seja, um dos vértices do tetraedro 

WO4 não é compartilhado, o que dá a esta estrutura um elevado grau de flexibilidade. O áto-

mo de oxigênio da ligação W-O que não é compartilhado é denominado de oxigênio terminal 

[97]. 

Além da incomum ETN, este material possui um anômalo decréscimo no módulo vo-

lumétrico adiabático quando aquecido (cerca de 40 % de 0 K a 300 K) [102,118], conforme 

mostra a Tabela 2.  

Tabela 2: Constantes elásticas (Cxx) e módulo volumétrio (B) em função da temperatura (T) para a α-ZrW2O8. 
Reproduzido de [118]. 

T (K) C11 (GPa) C12 (GPa) C44 (GPa) B (GPa) 

300 128,4 47,5 27,4 74,5 

0 161,8 75,5 29,4 104,3 

Os valores para o tensor de elasticidade foram obtidos por espectroscopia ressonante 

de ultrasom (Resonant Ultrasound Spectroscopy –RUS na língua inglesa) adiabaticamente, da 

mesma forma que o GULP calcula [103]. 
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Outra anomalia deste composto está relacionada com a recristalização endotérmica na 

transição amorfo → α-ZrW2O8 [104]. Um quadro resumindo as transições das fases do 

ZrW2O8 pode ser visto na Figura 11. 

 

Figura 11: Fases e transições de fase do ZrW2O8. 

Sobre o aspecto da aplicação, uma das potencialidades do ZrW2O8 foi demonstrada re-

centemente através da produção de uma combinação de fases do composto na produção de um 

material com expansão térmica sintonizável apenas pela variação de temperatura à mistura de 

fases [105] e em um compósito [106]. Outra aplicação diz respeito à gravação magnética em 

discos rígidos, onde o composto pode ser utilizado para reduzir a protusão térmica dos pólos 

em gravação magnética [107]. 

A ETN na α-ZrW2O8 tem sido atribuída aos modos vibracionais transversais de baixa 

energia da ligação Zr-O-W [97,100]. A existência de poliedros rígidos de WO4 e ZrO6 ligados 

através de seus vértices faz com que haja vibrações transversais do oxigênio na ligação Zr-O-

W que, com o aumento da amplitude, provoca uma diminuição da distância entre os metais 

[143]. Este tipo de movimento onde os poliedros de primeira coordenação podem rotacionar 

sem distorcer é chamado de ‘Modos de Unidades Rígidas’, MURs (ou RUMs na língua ingle-

sa) [108]. 

No modelo de MURs é assumido que as unidades de estrutura local podem ser tratadas 

como corpos rígidos e as dinâmicas de baixa energia são determinadas por seus movimentos 
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de rotação e translação, condição facilitada por ligações flexíveis entre os vértices dos polie-

dros. Este modelo é apropriado se as energias requeridas para distorcer um poliedro são signi-

ficativamente maiores que aquelas requeridas para girá-los [112]. Para maiores detalhes sobre 

o mecanismo de ETN através do modelo de RUMs sugerimos um artigo de revisão sobre o 

tema [92]. 

Apesar destes estudos a respeito do ZrW2O8, o mecanismo microscópico da ETN ain-

da é motivo de controvérsia na literatura científica. Os aspectos principais da controvérsia re-

ferem-se à compressibilidade poliedros de ZrO6 e WO4, além da relativa rigidez do vínculo 

Zr-O-W [109,110,111,112] bem como diferentes octaedros de ZrO6 e sua relação com a ETN 

[113]. Outra controvérsia está relacionada aos modos de energia que contribuem para a ETN 

[114,115,116].  

Um estudo recente por meio de cálculos ab initio no limite atérmico (0 K) [117] avali-

ou o efeito da pressão sobre a estrutura, a fim de explorar a relativa dureza do vínculo Zr-O-

W bem como a natureza das ligações Zr-O e W-O, aspectos chave na controvérsia a cerca do 

mecanismo de ETN da α-ZrW2O8. Com aplicação de pressão os átomos tendem a se reorga-

nizar seguindo um caminho de mínima energia. Os cálculos ab initio no estudo referido reve-

laram um pronunciado caráter covalente na ligação W-O em comparação a ligação Zr-O, a 

qual demonstrou ser fortemente iônica, conforme já havia sido verificado experimentalmente 

[118]. Esta rigidez está relacionada com a compressibilidade dos poliedros, que é maior nos 

de ZrO6 e menor nos WO4. A dureza relativa das ligações atômicas (e vínculos) pode ser clas-

sificada em relação à compressibilidade das ligações, que decresce de acordo com a seqüência 

W-O > Zr…W > Zr-O.  

Em relação ao vínculo Zr-O-W, os conjuntos Zr-O1-W1 e Zr-O2-W2 possuem ângu-

los diferentes (159° e 175°, respectivamente). Embora o ângulo entre as ligações em Zr-O2-

W2 permaneça praticamente inalterado com o aumento da pressão, o vínculo Zr-O1-W1 cur-

va-se muito mais facilmente. Por fim, os autores sugerem que a controvérsia acerca do meca-

nismo de ETN na α-ZrW2O8 deve-se, pelo menos em parte, ao fato dos dados obtidos por 

XAFS (X-ray Absorption Fine Structure) e por espalhamento total de nêutrons só fornecerem 

informações sobre a média local da estrutura ao redor dos átomos de tungstênio, ou seja, não 

fazem distinção entre W1 e W2, os quais possuem mecanismos de compressão distintos. 
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No que segue, iremos explorar a viabilidade da aplicação de PI no cálculo das proprie-

dades elásticas da α-ZrW2O8 e sua dependência com a temperatura. 
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3 Metodologia 

3.1 Forma dos potenciais interatômicos 

A obtenção de um PI para a reprodução da ETN e propriedades termodinâmicas da α-

ZrW2O8 começa pela determinação da forma do potencial. A ICA entre os metais e o oxigê-

nio, M-O (Zr-O e W-O) a uma distância máxima de 12 Å, foi modelada pelo potencial de 

Buckingham [49] 
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onde os parâmetros A, ρ e C devem ser determinados. Neste tipo de interação M-O, o parâme-

tro C foi definido igual a zero devido ao fato de se poder desprezar a força de Wan der Waals 

entre estes átomos. Como parâmetros iniciais, foram utilizados dados da literatura para as in-

terações Zr-O e W-O [119,120].  Os parâmetros iniciais do potencial de Buckingham para a 

interação O-O a uma distância máxima de 12 Å e a constante de mola para a interação Casca-

Caroço para o oxigênio foram obtidos do artigo de Timothy et al [31], que levaram a ótimos 

resultados na reprodução do parâmetro de rede e constantes elásticas de vários óxidos binários 

e ternários. Utilizou-se um fator de integração da zona de Brillouin igual a 5 em todos os cál-

culos com PI propostos por nós nesta dissertação. 

Para descrever a ICA dos pares W-O mais próximos (até 2,0 Å), em complemento ao 

potencial de Buckingham, foi aplicada a forma analítica do Potencial Covalente Exponencial 

(COVEXP), usada em ligações de caráter covalentes 
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onde os parâmetros D, n e r0 devem ser especificados. O caráter covalente da interação W-O 

em relação à interação Zr-O, tipicamente iônica, já foi evidenciada através de resultados expe-

rimentais [118] e também através de cálculos ab initio [117]. Os valores iniciais dos parâme-

tros D, n e r0 foram obtidos do potencial de Mittal e Chaplot [145].  

Para representar a polarizabilidade do oxigênio foi utilizado o modelo Casca-Caroço 

[55]. As posições iniciais das cascas foram escolhidas, arbitrariamente, coincidindo com as 

posições dos respectivos caroços. Utilizaram-se cargas formais para os metais e no oxigênio 

uma distribuição da carga entre a casca e o caroço. Os potenciais utilizados e os parâmetros de 

partida estão na Figura 12. 

 

Figura 12: Potenciais e parâmetros de partida para obtenção do potencial interatômico do α-ZrW2O8. 

Fez-se uso de potenciais de três corpos intra e interpoliedros, tais como O-Zr-O, O-W-

O (intrapoliedros) e Zr-O1-W1 e Zr-O2-W2 (interpoliedros). No caso dos termos de três cor-

pos intrapoliedros, usou-se a forma harmônica do potencial, e para os interpoliedros, a forma 

anarmônica. Os inter e intrapoliedros referidos podem ser vistos na Figura 13. 

 

Figura 13: Diagrama esquemático da estrutura da α-ZrW2O8. Em (a) temos em destaques poliedros de WO4 e 
ZrO6 e em (b) os ângulos interpoliedros de Zr-O1-W1 e Zr-O2-W2 [112]. 
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O potencial de três corpos harmônico intrapoliedro utilizado foi 

 ( ) [ ]2

02

1 θθθ −= ijkthreeijk
three
ijk kU   (23) 

onde θijk  é o ângulo entre os átomos i, j e k e kthree é a constante de força. O ângulo de equilí-

brio, θ0, para o octaedro de  ZrO6 é de ~90º, já para  tetraedro de WO4 é de ~109,47º. O poten-

cial de três corpos interpoliedros anarmônico utilizado foi 

  ( ) [ ] [ ]3'03

2

0 6

1

2

1 θθθθθ −+−= ijkijkthreeijk
hanarmonic
ijk kkU  (24) 

onde o ângulo de equilíbrio, θ0, é de ~ 154º em Zr-O1-W1 e ~172º em Zr-O2-W2. 

Foram propostos quatro conjuntos de PI com diferentes descrições analíticas das inte-

rações atômicas. Os conjuntos propostos estão descriminados na Tabela 3. 



 

 

42 

Tabela 3: As quatro formas de PI utilizados. 

Conjunto de 
Potenciais 

Buckingham COVEXP 
Cargas  

(Core/Shell) 

Constante de 
mola (modelo 
Core-Shell) 

 

Três corpos  
Harmônico 

Três corpos  
Anarmônico 

A 
Zr-O 
W-O 
O-O 

W-O 

 
Zr Core 
W Core 

O1 Core/Shell 
O2 Core/Shell 
O3 Core/Shell 
O4 Core/Shell  

 

O - - 

B 
Zr-O 
W-O 
O-O 

W1-O1 
W1-O4 
W2-O2 
W2-O3 

 
Zr Core 
W1 Core 
W2 Core 

O1 Core/Shell 
O2 Core/Shell 
O3 Core/Shell 
O4 Core/Shell 

 

O1 
O2 
O3 
O4 

O-Zr-O 
O-W-O 

Zr-O1-W1 
Zr-O2-W2 

C 

Zr-O 
Zr-Zr 
Zr-W 
W-O 
W-W 
O-O 

W1-O1 
W1-O4 
W2-O2 
W2-O3 

 
Zr Core 
W1 Core 
W2 Core 

O1 Core/Shell 
O2 Core/Shell 
O3 Core/Shell 
O4 Core/Shell  

 

O1 
O2 
O3 
O4 

- - 

D 
Zr-O 
W-O 
O-O 

W-O 

 
Zr Core 
W Core 

O1 Core/Shell 
O2 Core/Shell 
O3 Core/Shell 
O4 Core/Shell  

 

O 
O-Zr-O 
O-W-O 

Zr-O1-W1 
Zr-O2-W2 

O conjunto A é o mais simples dos propostos aqui e foi utilizado no procedimento de 

minimização em linha a partir de dados experimentais em conjunto com métodos de minimi-

zação do GULP, como Newton-Raphson/BFGS. O conjunto B possui uma discriminação 

completa entre os átomos de W e O (W1 diferente de W2 e O1 diferente de O2, O3 e O4) no 

potencial COVEXP, nas molas do modelo Core-Shell e nas cargas atômicas. Também foram 

incluídos os termos de três corpos, tanto intrapoliedros como interpoliedros. O potencial de 

Buckingham utilizado foi genérico entre M-O e O-O. 

O conjunto C assemelha-se muito ao B, com exceção da troca dos potenciais de três 

corpos inter e intrapoliedros por potenciais de Buckingham entre metais (Zr-Zr, Zr-W e W-
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W), fazendo do potencial um conjunto que considera exclusivamente interações de dois cor-

pos.  

Por fim, no conjunto D optou-se por formas genéricas de potencias de Buckingham 

(Zr-O, W-O e O-O) e COVEXP (W-O), como também nas molas do modelo Core-Shell e nas 

cargas atômicas (uso de cargas formais), mantendo-se os termos de três corpos inter e intrapo-

liedros. A seguir serão descritos alguns métodos de minimização que, somados com os con-

juntos de PI apresentados constituirão nas estratégias realizadas para obtenção dos parâmetros 

necessários para a reprodução da dependência da temperatura das constantes elásticas da α-

ZrW2O8.  

3.2 Ajuste a partir de dados experimentais com o GU LP 

O ajuste dos parâmetros a dados experimentais é uma técnica amplamente utilizada 

em ciência dos materiais. A partir de propriedades do composto, como constantes elásticas, 

parâmetros de rede e posições atômicas em diferentes temperaturas, é possível ajustar os pa-

râmetros de potenciais a fim de conseguir reproduzir estas propriedades. Fez-se uso desta téc-

nica para a obtenção dos parâmetros com o uso da opção fitting e relax do GULP, as quais 

realizam o ajuste dos parâmetros a partir da minimização do Somatório dos Desvios Quadráti-

cos (SDQ) e relaxamento das tensões atômicas a cada ciclo de minimização, respectivamente. 

Os dados experimentais utilizados estão relacionados na Tabela 4. Mais adiante nesta disser-

tação serão descritos os procedimentos que levaram a obtenção das posições atômicas indica-

das.  
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Tabela 4: Dados experimentais da α-ZrW2O8 a 0 K e 300 K utilizados no ajuste dos parâmetros dos potenciais 
interatômicos. Parâmetro de rede (a), posições atômicas (x,y,z), módulo volumétrico (B) e constantes elásticas 

(Cxx) 

Propriedades 
Experimental 

(0K)a 
Experimental 

(300K)a 
a (Å) 9,1800 9,1553 

Zr(x,x,x) 0,0013 0,0015 
W1(x,x,x) 0,3406 0,3411 
W2(x,x,x) 0,6000 0,6004 

O1(x) 0,2063 0,2065 
O1(y) 0,4393 0,4387 
O1(z) 0,4470 0,4472 
O2(x) 0,7867 0,7871 
O2(y) 0,5681 0,5685 
O2(z) 0,5561 0,5565 

O3(x,x,x) 0,4919 0,4918 
O4(x,x,x) 0,2331 0,2331 

 
Experimental. 

(0K)b 
Experimental 

(300K)b 
B (GPa) 104,3 74,5 

C11 (GPa) 161,8 128,4 
C12 (GPa) 75,5 47,5 
C44 (GPa) 29,4 27,4 

a: Regressão linear a partir da ref. [142]. 
b: Ref. [118]  

O procedimento de fitting consiste na minimização do SDQ, F, o qual é definido por 

 
2)( obscalc

f

ffwF −=∑   (25) 

onde fcalc e fobs são as observáveis calculadas (a partir dos parâmetros obtidos em cada ciclo do 

ajuste) e experimentais (parâmetro de rede e constantes elásticas a 0 K e 300 K), respectiva-

mente, e w é o fator de peso, o qual foi escolhido de tal forma que todas as propriedades tives-

sem o mesmo peso durante a minimização. O GULP usa o método de Newton-Raphson para 

encontrar os parâmetros que minimizem o SDQ, mais especificamente a aproximação BFGS, 

detalhada no Apêndice desta dissertação. 

Durante a minimização do GULP, as mudanças nas estruturas são promovidas pelo ve-

tor gradiente multiplicado pelo inverso da Matriz Hessiana. Em uma combinação onde o gra-

diente é pequeno, mas o inverso da Matriz Hessiana é grande, pode-se evoluir para uma con-

figuração pior. Para resolver isto, fez-se uso da opção relax do programa GULP [209]. Esta 

opção permite que, a cada ciclo de ajuste, a estrutura possa relaxar. Neste procedimento as 

posições das cascas em relação aos respectivos caroços, no modelo de polarizabilidade Core-

Shell, são ajustadas automaticamente a cada ciclo. As propriedades físicas são calculadas, a 
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cada ciclo do ajuste, para a estrutura de equilíbrio. O algoritmo do GULP BFGS procura os 

parâmetros que melhor reproduzam as propriedades experimentais informadas, minimizando 

o SDQ. 

3.3 Minimização em linha 

Os parâmetros de PI simples entre pares de átomos podem assumir valores que variam 

muito de um composto para outro e, desta forma, não há a possibilidade da transferabilidade 

entre substâncias com os mesmos átomos. A Tabela 5 demonstra a variação nos valores pos-

síveis para as interações Zr-O e W-O de vários trabalhos envolvendo potenciais parametriza-

dos, com e sem o uso do modelo Casca-Caroço (Core-Shell). 

Tabela 5: Parâmetros para o Potencial de Buckingham entre Zr-O e W-O. 

Par de átomos A (eV) ρ (Å) C (eV.Å6) Ref. 
Zr core O shell 9000000,0 0,1400 0,0 [143] 
 1822,0 0,2567 0,0 [145] 
Zr core O core 7290,34 0,2610 0,0 [198] 
 8000000,0 0,1400 0,0 [121] 
 1067,0 0,3764 2,0 [122] 
 8769,59 0,2619 4,58 [123] 
 1019,42 0,0374 0,0 [124] 
 1453,80 0,3500 0,0 [124] 
 985,86 0,3760 0,0 [124] 
 8769,59 0,2619 0,0 [125] 
Zr shel O shell 1502,11 0,3477 5,10 [126] 
 1872,50 0,3413 0,0 [127] 
 489,19 0,5311 0,0 [128] 
 3079,84 0,3166 10,5 [129] 
 1479,12 0,3904 110,22 [129] 
 1755,84 0,3879 190,69 [129] 
 1450,94 0,3268 0,0 [130] 
W core O shell 1305,22 0,375 0,0 [143] 
 1822,00 0,2632 0,0 [145] 
 1689,50 0,2728 0,0 [131] 
 1400,82 0,3500 10,0 [132] 
 1765,10 0,3370 0,0 [133] 
W shell O shell 767,43 0,4386 0,0 [134] 
 777,43 0,4386 0,0 [135] 
 807,06 0,4081 0,0 [136] 
W core O core 3307,50 0,2458 0,0 [137] 
     

 

O programa GULP não permite um processamento em paralelo e, caso utilizado em 

apenas um computador, demandaria um tempo impraticável para obtenção dos parâmetros do 
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PI para o α-ZrW2O8 a partir da minimização do SDQ com os métodos de minimização dispo-

níveis no programa GULP. Devido a isto, optou-se pela minimização em linha como uma pri-

meira estratégia de busca por parâmetros para o PI. 

O processo de minimização em linha do SDQ foi realizado através de um programa, 

escrito na linguagem Shell Script [138], que permitiu tanto a paralelização do processamento 

como também a automatização da minimização, constituindo um processo mais robusto de 

busca dos parâmetros do potencial. O programa foi desenvolvido com a colaboração de Vani-

us Gava. O fluxograma da Figura 14 resume o processo de minimização em linha. 

 

Figura 14: Fluxograma da minimização em linha. 

Foram utilizados para os cálculos os clusters Hal (12 computadores Pentium IV do 

Laboratório de Física-UCS) e Polentão (21 computadores Pentium IV do Departamento de 

Informática-UCS), ambos em ambiente Linux. O programa elaborado para minimização em 

linha fez cada parâmetro desejado variar em um certo percentual, gerando um número de pon-

tos de acordo com o número de máquinas disponíveis no cluster. Cada ponto estava associado 

a um arquivo que era executado pelo programa GULP, o qual otimiza a estrutura (minimiza-
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ção da energia livre) e fornece os valores das propriedades consideradas no SDQ. Cada arqui-

vo gerado diferencia-se dos demais apenas no parâmetro que esta sendo variando, caracteri-

zando a minimização em linha. 

Após o cálculo dos pontos, avaliava-se o SDQ para cada arquivo gerado através de a-

tribuição de pesos a cada item da soma. Caso um dos arquivos possuísse um SDQ menor que 

o do parâmetro antigo, avaliava-se preliminarmente se este parâmetro novo era de um extre-

mo. Caso positivo, utilizava-se este como centro de uma segunda variação, até que o ponto de 

mínimo fugisse de um extremo (ou até um número ‘n’ de buscas fosse atingido). Caso o novo 

parâmetro de mínimo encontrado não fosse de extremo, substituía-se o antigo pelo novo e o 

ciclo continuava com o próximo parâmetro do potencial. A Figura 15 irá ajudar a compreen-

der a exploração dos pontos de extremos.  

Valor do Parâmetro

S
D

Q

0

-1

-2-3

+1

+2

+3

S
D

Q

-3

-2

-1

0

ponto mínimo de extremo

+1
+2

+3

(a) (b)

novo ponto de mínimo

Valor do Parâmetro
 

Figura 15: Ilustração do método de exploração de pontos extremos na minimização em linha. 

A título de exemplo, vamos supor que uma determinada função a ser minimizada te-

nha a forma apresentada na Figura 15. Em (a) temos uma primeira variação, em que o ponto 

‘0’ é variado em um determinado intervalo e gera seis pontos, três maiores e três menores que 

o original. Nesta primeira variação, observa-se que o ponto de mínimo é o ‘+3’, um ponto de 

extremo do intervalo. O programa de minimização do SDQ então seleciona este ponto como 

original e refaz a variação, porém agora partindo deste novo ponto. Como pode ser visto em 

(b), a nova variação gerou um ponto melhor, +1, sendo este o mínimo da função de exemplo.  

A quantidade de vezes que o programa explora pontos de extremidade foi variada ao 

longo da minimização, dependendo do nível de rugosidade que a função demonstrava. O per-
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centual era diminuído automaticamente pelo programa quando todos os pontos originais dos 

parâmetros em um ciclo (entende por ciclo a variação de todos os parâmetros do potencial) 

coincidiam com os pontos de mínimo. 

Cada arquivo gerado passa por um procedimento de aquecimento gradual. O GULP 

calcula as propriedades a partir do arquivo com o parâmetro de rede e posições atômicas ge-

rados a 0, 50, 100, 150, 200, 250 e 300 K. As posições atômicas e parâmetros de rede são cal-

culados partindo-se sempre da estrutura anterior. Os parâmetros de rede das seis temperaturas 

referidas e as constantes elásticas das estruturas calculadas a 0 K e 300 K fazem parte do cál-

culo do SDQ.  

Optou-se por não utilizar as posições atômicas como integrante do SDQ, pois as dis-

tâncias interatômicas em função da temperatura se modificam muito pouco na faixa de tempe-

ratura explorada, conforme será visto na seção 4.2 desta dissertação. Os pesos atribuídos a 

cada uma das propriedades foram variados ao longo da minimização. A fim de garantir que o 

potencial reproduzisse a ETN, criou-se penalidades que eram aplicadas quando o conjunto de 

parâmetros propostos levava a expansão térmica positiva em qualquer intervalo de temperatu-

ra de 0 a 300 K. 

Após conseguir um conjunto de parâmetros que razoavelmente descreviam a estrutura 

e propriedades elásticas do α-ZrW2O8 em cada temperatura (0K e 300K), fez-se uso do recur-

so de fitting do programa GULP, o qual usa algoritmos de minimização local (Newton-

Raphson na aproximação BFGS) para encontrar o mínimo de energia. Este último tem uma 

maior eficiência quando próximos de um valor de mínimo. 

3.4 Hipersuperfície de energia a partir de cálculos  ab initio 

A α-ZrW2O8 já foi motivo de estudo a partir de cálculos ab initio [117], os quais já 

produziram resultados muito consistentes com os dados experimentais no limite atérmico. 

Criou-se um número significativamente grande de estruturas diferentes entre si (435 estrutu-

ras), sendo que em cada uma delas foi modificada aleatoriamente a posição de um átomo, em 

um intervalo de ± 0,4 Å nas três direções espaciais, da α-ZrW2O8. Os cálculos foram feitos 

com o programa CRYSTAL03 [139]. Para um maior detalhamento dos cálculos ab initio para 

a α-ZrW2O8, recomenda-se a referência [117]. 
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Com esta superfície de energia constituída por um conjunto de 435 estruturas e suas 

respectivas energias internas ab initio, fez-se o ajuste dos parâmetros dos potenciais via SDQ 

das respectivas energias com as calculadas pelo GULP a 0 K. O que diferencia este procedi-

mento do descrito para os dados experimentais é que neste não está se considerando o efeito 

da temperatura, e por conseqüência não há AQH e eventuais limitações da mesma. Isto servirá 

como forma de apontar ou descartar o efeito desta aproximação na reprodução das proprieda-

des elásticas da α-ZrW2O8. 

3.5 Algoritmos Genéticos 

Fez-se o ajuste dos parâmetros dos potenciais a partir de dados experimentais e ab ini-

tio com a ajuda de um programa escrito em linguagem Phyton que usa Algoritmos Genéticos 

(AG), o qual foi criado em colaboração com Felipe Jornada, aluno de Mestrado do Programa 

de Pós-Graduação em Materiais da UFRGS. Para testar o AG, a função de Shekel de 16 di-

mensões [140] foi gerada com onze mínimos aleatórios, os quais eram de duas a cinco vezes 

menores que o único mínimo global. Cada ciclo de otimização caracterizou-se pela geração de 

duas populações de 256 indivíduos cada. O mínimo global da função de Shekel foi sistemati-

camente encontrado após 100 gerações de indivíduos.  

Foi criada uma função de aptidão para mensurar o quão bem o conjunto de parâmetros 

gerados pelo AG reproduziam a estrutura e as propriedades físicas (ou a energia calculada ab 

initio) da α-ZrW2O8 de cada estrutura. O AG tem como objetivo minimizar esta função de 

aptidão, variando os parâmetros dos PI propostos. 

Cada execução foi realizada com um par de ambientes, cada um com 256 indivíduos. 

Foi implementado o elitismo do código de Gray [141], o qual demonstrou-se eficiente para 

este tipo de abordagem. Definiu-se uma migração a cada 10 gerações, sendo 50 o número de 

indivíduos que migram por geração. Cada parâmetro é codificado nos genes dentro de certos 

intervalos pré-definidos de valores. As cargas dos átomos também fazem parte dos parâme-

tros, tendo a carga do átomo de zircônio como função das outras cargas, de modo a garantir 

um somatório total de cargas igual a zero. Para um maior detalhamento do método AG, reco-

menda-se a leitura do Apêndice desta dissertação. 
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Os cálculos foram realizados no GridUCS, um cluster que usa o tempo ocioso de 

computadores da Universidade de Caxias do Sul para processamento em paralelo de grande 

desempenho. Foram utilizados entre 200 a 250 computadores, número que variou bastante 

durante os processamentos devido à disponibilidade dos computadores. 

A cada ciclo o AG gera um conjunto de parâmetros para os potenciais propostos for-

mando 256 indivíduos por ambiente. Estes indivíduos constituem os arquivos de entrada do 

programa GULP, os quais são submetidos às máquinas do GridUCS. Estes arquivos são pro-

cessados pelo GULP e retornam as propriedades calculadas com o conjunto de parâmetros 

gerados pelo AG. Cada arquivo é submetido a um aquecimento seqüencial, partindo-se do cál-

culo da energia interna a 0 K e, com as posições atômicas geradas deste cálculo, faz-se o cál-

culo da energia livre na aproximação ZSISA para temperaturas superiores a zero, aumentan-

do-se de 50 K em 50 K até 300 K.  Então, o SDQ dos valores calculados e experimentais é 

feita para cada temperatura e avalia-se o escore obtido. No caso do SDQ com energias ab ini-

tio, os cálculos do GULP foram realizados calculando a energia interna a 0 K. 

O AG objetiva minimizar este escore do SDQ, obtendo parâmetros que consigam re-

produzir as propriedades. Entre os valores experimentais e calculados estão os parâmetros de 

rede para todas as temperaturas e as constantes elásticas a 0K e 300K. Os indivíduos com me-

nor soma de quadrados são selecionados para a próxima geração. Atribui-se uma penalidade 

(que consiste na soma de um valor ao escore final) quando os parâmetros geravam estruturas 

com expansão térmica positiva. 

3.6 Estratégias utilizadas  

Pretende-se avaliar a obtenção dos parâmetros dos PI propostos (ver Tabela 3) que re-

produzem o tensor de elasticidade da α-ZrW2O8  a partir do ajuste a dados experimentais e a 

energias ab initio, usando os recursos do ajuste de potenciais do programa GULP, minimiza-

ção em linha e Algoritmos Genéticos.  Na Tabela 6 há um resumo das estratégias de obtenção 

dos parâmetros dos PI propostos. 
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Tabela 6: Relação de estratégias utilizadas na obtenção parâmetros para os PI propostos. 

Estratégia 
Conjunto de  
potenciais 

Dados observáveis Método(s) de Minimização 

1 A Experimentais Minimização em linha + BFGS 

2 B Experimentais Algoritmos Genéticos 

3 C Experimentais Algoritmos Genéticos 

4 D Experimentais Algoritmos Genéticos 

5 B Ab initio Algoritmos Genéticos 

6 C Ab initio Algoritmos Genéticos 

7 D Ab initio Algoritmos Genéticos 

Para cada estratégia utilizou-se um conjunto de potenciais, os quais já foram detalha-

dos na Tabela 3. Os dados observáveis são aqueles que, juntamente com os calculados pelo 

programa GULP, serão utilizados no SDQ. Os observáveis experimentais consistem nos pa-

râmetros de rede e constantes elásticas a 0 e 300K, presentes na Tabela 4. Já os observáveis 

ab initio referem-se ao conjunto de 435 estruturas com suas respectivas energias calculada no 

limite atérmico, conforme já descrito na seção 3.4 desta dissertação. A fim de orientar esta 

minimização, temos como Métodos de Minimização a minimização em linha, BFGS e Algo-

ritmos Genéticos. 
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4 Resultados e Discussão 

4.1 Posições atômicas e parâmetros de rede 

As posições atômicas e os parâmetros de rede da α-ZrW2O8 a 0 K e 300 K utilizadas 

nos cálculos foram obtidos através da extrapolação/interpolação dos dados experimentais (di-

fração de nêutrons) disponíveis na literatura de 2 a 520 K, num intervalo de 2 K [142] por 

meio de regressão linear. Apenas o parâmetro de rede a 0 K foi obtido a partir da simples mé-

dia dos parâmetros de rede no intervalo de 2 a 10 K (Figura 16).  
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Figura 16: Parâmetro de rede da α-ZrW2O8 em função da temperatura num intervalo de 2K a 50 K [142]. 

As posições atômicas da α-ZrW2O8  a 0 K foram obtidas através da extrapolação dos 

dados experimentais disponíveis na literatura Figura 17. 
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Figura 17: Regressão linear para cada posição atômica da α-ZrW2O8 para obtenção dos parâmetros a 0 K. 

O parâmetro de rede a 300 K foi obtido a partir da regressão linear dos dados experi-

mentais, num intervalo de 250K a 350K, conforme pode ser visto na Figura 18. 

9,15

9,151

9,152

9,153

9,154

9,155

9,156

9,157

9,158

9,159

9,16

250 260 270 280 290 300 310 320 330 340 350

Temperatura (K)

P
ar

âm
et

ro
 d

e 
re

de
 (

Å
)

 

Figura 18: Regressão linear para obtenção do parâmetro de rede da α-ZrW2O8 a 300 K. 

As posições atômicas a 300 K também foram obtidas por regressão linear das posições 

atômicas na faixa de 250 e 350 K, conforme é mostrado na Figura 19. 
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Figura 20: Regressão linear para cada posição atômica da α-ZrW2O8 a 300 K. 

Os valores para o parâmetro de rede da α-ZrW2O8 e as posições atômicas dos átomos 

simetricamente independentes a 0 K e 300 K obtidos por regressão linear/interpolação de da-

dos experimentais encontram-se resumidos na Tabela 7. 

Tabela 7: Parâmetro de rede (a) e posições atômicas (x,y,z) do α-ZrW2O8 a 0 K e 300 K. 

Parâmetros 0 K 300 K 
a (Å) 9,1800 9,1553 

Zr (x,x,x) 0,0013 0,0015 
W1 (x,x,x) 0,3406 0,3411 
W2 (x,x,x) 0,6000 0,6004 

O1 (x) 0,2063 0,2065 
O1 (y) 0,4393 0,4387 
O1 (z) 0,4470 0,4472 
O2 (x) 0,7867 0,7871 
O2 (y) 0,5681 0,5685 
O2 (z) 0,5561 0,5565 

O3 (x,x,x) 0,4919 0,4918 
O4 (x,x,x) 0,2331 0,2331 
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4.2 Distâncias e ângulos 

As distâncias interatômicas e os ângulos das estruturas a 0 e 300 K foram verificadas a 

partir das posições atômicas obtidas por regressão/interpolação (veja Tabela 8 e Tabela 9). 

Tabela 8: Distâncias interatômicas da α-ZrW2O8 a 0 K e 300. 

Distância 1-2 (Å)  Átomo 1 Átomo 2 Quantidade 
0K 300K 

Zr O1 3x 2,0448 2,0442 
Zr O2 3x 2,1074 2,0989 
W1 O4 1x 1,7093 1,7129 
W1 O1 3x 1,8152 1,8060 
W1 O3 1x 2,4057 2,3901 
W2 O3 1x 1,7188 1,7224 
W2 O2 3x 1,7848 1,7803 
Zr W1 3x 3,7595 3,7518 
Zr W2 3x 3,8835 3,8703 

 

Tabela 9: Ângulos entre os átomos da α-ZrW2O8 a 0 K e 300 K. 

Ângulo 2,1,3 (º) Átomo 1 Átomo 2 Átomo 3 
0K 300K 

O1 Zr W1 153,747 153,982 
O2 Zr W2 172,297 172,174 
Zr O1 O1 91,232 90,954 

Zr O1 O2 
87,505 
89,270 

87,508 
89,383 

Zr O2 O2 92,002 92,163 
W1 O1 O1 115,842 116,016 
W1 O1 O4 101,930 101,670 
W2 O2 O2 109,714 109,714 
W2 O2 O3 109,227 109,227 

Como se pode perceber, as distâncias interatômicas e os ângulos entre os átomos não 

sofrem variações significativas nesta faixa de temperatura. Ou seja, a estrutura cristalina da α-

ZrW2O8 é pouco influenciada pela variação da temperatura de 0 a 300 K. 

4.3 Potencial Pryde et al. 

A α-ZrW2O8 já foi tema de estudo com o Método DRQH com uso de PI. Pryde e co-

laboradores [143,144] foram os primeiros a fazer esta abordagem com a α-ZrW2O8 e usaram 

o potencial de Buckingham para a interação M-O (Zr-O; W-O) e O-O, modelo casca-caroço 

nos oxigênios e termos de três corpos intrapoliedros O-M-O (O-Zr-O; O-W-O), procurando 
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demonstrar o papel dos MURs na origem microscópica da ETN na α-ZrW2O8. Os parâmetros 

dos potenciais informados no artigo se encontram na Tabela 10.  

Tabela 10: Parâmetros do potencial de Pryde et al [143]. 

 
Potencial de Buckingham  

    
 A (eV) ρ (Å) C (eV.Å6) 

Zr-O 9000000,0 0,140 0,0 
W-O 1305,22 0,375 0,0 
O-O 22764,0 0,149 27,879 

    
Modelo Casca-Caroço para Oxigênio 

 
 (eV.Å-2)   

kO-O 74,92   
    

Cargas atômicas 
 

 Core/Shell Carga (elétrons)  
Zr core +4  
W core +6  
O core 0,84819  
O shell -2,84819  

    
Potencial de três corpos harmônico 

    
(ijk) kijk (eV) θ0 (º)  

O-Zr-O 0,4 90,0  
O-W-O 0,5 109,47  

    

Tanto os cálculos do trabalho referido como a reprodução dos resultados nesta disser-

tação foram realizados com o programa GULP [180]. Algumas informações importantes para 

a reprodução do potencial proposto não foram explicitadas no artigo e tiveram que ser esco-

lhidas de forma a reproduzir os resultados obtidos.  Abaixo seguem algumas considerações: 

- Os valores das posições atômicas e parâmetro de rede da estrutura que servem como 

ponto de partida para a otimização foram escolhidos a partir de resultados experimentais a 

293 K [97], com os quais os resultados calculados são comparados no artigo; 

- As posições das cascas dos quatro átomos de oxigênio simetricamente independentes 

foram determinadas como iguais às dos caroços correspondentes. Tentativas de otimizar as 

cascas previamente antes de executar a minimização da energia livre não mudaram os resulta-

dos, visto que as mesmas são relaxadas durante a minimização; 
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- A temperatura em que as propriedades informadas foram calculadas não é explicita-

da, mas com a proximidade dos resultados obtidos na reprodução, constatou-se a temperatura 

de 0 K. Também devido à proximidade dos resultados reproduzidos, inferiu-se que foram fei-

tos cálculos da energia interna e não de energia livre a 0 K; 

- Os fatores para a integração da Zona de Brillouin não foram informados. Um valor 

de 10 x 10 x 10 foi escolhido por garantir uma constância nas propriedades calculadas; 

- As distâncias de atuação do potencial de Buckingham para a interação Zr-O, W-O e 

O-O não foram especificadas. No entanto, um valor de 20 Å foi escolhido para as três intera-

ções, pois valores maiores que este não modificaram as propriedades calculadas; 

- As distâncias entre os átomos nos potenciais harmônicos de três corpos também não 

foram especificadas. No potencial O-Zr-O, a distância Zr-O foi determinada em 2,3 Å e a dis-

tância O-O em 3,2 Å. Já no potencial O-W-O, a distância W-O foi determinada em 2,0 Å e a 

distância O-O em 3,0 Å. Estas distâncias foram escolhidas para dar conta dos ângulos de 90 º 

e 109,47 º nos poliedros de ZrO6 e WO4, respectivamente. Em ambos os casos, os potenciais 

de três corpos eram baseados na interação entre os caroços dos átomos. 

Os resultados obtidos por Pryde et al, sua reprodução nesta dissertação e os valores 

experimentais referidos para a α-ZrW2O8 estão na Tabela 11. 

Tabela 11: Comparação da estrutura cristalina e propriedades elásticas calculada, experimental e reproduzida 
por nós com o potencial de Pryde et al. Parâmetro de rede (a) e constantes elásticas (Cxx) 

Propriedades Exp. (293K)a Calc. (0K)b Reproduzido por nós (0K) 
a (Å) 9,160 9,099 9,1008 

Zr-O (Å) 3 x 2,042 ; 3 x 2,109 3 x 2,093 ; 3 x 2,118 3 x 2,093 ; 3 x 2,118 
W-O (Å) 1,707 ; 3 x 1,798 1,741 ; 3 x 1,769 1,740 ; 3 x 1,769 
O-O (Å) 1,733, 3 x 1,782 1,721 ; 3 x 1,748 1,721 ; 3 x 1,747 
Cxx (GPa) Exp. (300K)c Calc. (0K) Reproduzido por nós (0K) 

C11 128,4 2,37 243,80 
C12 47,5 1,38 146,61 
C44 27,4 0,22 23,65 

a: Ref [97]; b: Ref [143]; c: Ref [118]  

Apesar deste aspecto não estar explícito no artigo, os autores comparam os resultados 

calculados a 0 K com parâmetro de rede e posições atômicas obtidos experimentalmente para 

a α-ZrW2O8 a 293 K [97]. As constantes elásticas obtidas por Pryde et al destoam muito dos 

valores experimentais hoje disponíveis [118]. Isto se deve a um bug da versão do GULP utili-

zada por Pryde et al, de modo que as constantes elásticas por eles referidas devem ser multi-

plicadas por cem. 
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Em relação à Expansão Térmica, o potencial proposto por Pryde et al reproduz a  ETN 

num intervalo de 0K a 100 K com a FFEM. Acima de 100 K, a Minimização da Energia Livre 

Completa não foi possível, devido a não convergência dos cálculos. Foi utilizada então a a-

proximação ZSISA no intervalo de 0K a 350 K, a qual gerou estruturas que convergiram. O 

coeficiente de expansão térmica calculado pelos autores foi de 16104,9 −−×− K  em um inter-

valo de 5 K a 350 K, valor muito próximo do experimental de 16105,9 −−×− K . Na aproxima-

ção ZSISA, o coeficiente de expansão térmica calculado por nós foi de 16101,9 −−×− K . 

Na temperatura de 0 K foi utilizada a opção ‘static_first’ do GULP, que permite as po-

sições atômicas e parâmetro de rede relaxarem antes do cálculo da energia livre. Esta opção 

foi escolhida para evitar a diferença nos resultados em função das diferentes estruturas de par-

tida. Após esta primeira etapa, os demais cálculos foram realizados variando a temperatura 

num passo de 2 K até 350 K, utilizado sempre como ponto de partida as posições atômicas 

calculadas na temperatura anterior. 

A literatura aponta algumas deficiências deste potencial. Segundo MITTAL e CHA-

PLOT, o módulo volumétrico de 1,7 GPa calculado com o potencial de Pryde et al é cerca de 

quarenta vezes menor que o valor experimental disponível na literatura [145], o qual na época 

da publicação dos resultados não era conhecido. Isto, no entanto, se deve ao bug na versão do 

GULP empregada por Pryde et al, conforme já mencionado. ALLAN et al afirmam que o po-

tencial proposto por Pryde et al conduz a freqüências imaginárias de certos q-vetores, tornan-

do arriscado o uso deste potencial no cálculo de propriedades que dependem da derivada se-

gunda da energia [14]. 

4.4 Potencial Mittal e Chaplot 

Outro trabalho usando DRQH com PI foi realizado por Mittal e Chaplot [145,146] que 

fizeram uso de potenciais exclusivamente de dois corpos do tipo M-M e M-O (Zr-O, Zr-W, 

Zr-Zr, W-O, W-W), através da forma analítica 
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onde ‘r’ é a distância entre os átomos k e k’, o primeiro termo é o potencial atrativo de longo 

alcance de Coulomb, o segundo termo é o potencial de repulsão Born-Mayer e o terceiro é o 

potencial de atração de van der Waals, o qual foi considerado apenas na interação entre oxi-

gênios. Foi utilizado o modelo casca-caroço a fim de dar conta da polarizabilidade do oxigê-

nio. Para descrever a interação entre os átomos de W e O mais próximos, foi utilizado um po-

tencial covalente exponencial (COVEXP) 

( ) ( )







 −−
−=

r

rrn
DrV

2
exp 0  (27) 

em que se pretende dar conta do caráter covalente desta ligação. Os parâmetros dos potenciais 

referidos nas equações (26) e (27) estão disponíveis na Tabela 12. 

Tabela 12: Parâmetros do Potencial de Mitta/Chpalot [145]. 

 
Potencial de Coulomb+Born-Mayer+van der Waals [(26)] 

      
Átomos Z(elétrons) R(Å) a (eV) b C (eV.Å6) 

Zr 2,2 1,130 1822 12,364 - 
W 3,3 1,210 1822 12,364 - 
O -1,1 2,045 1822 12,364 100 

      
Modelo Casca-Caroço para Oxigênio 

 
 k (eV.Å-2)   

kO-O 70,0   
    

Cargas atômicas 
 

 Core/Shell Carga (elétrons)  
Zr core 2,2  
W core 3,3  
O core 0,5  
O shell -1,6  

    
Potencial Covalente Exponencial [(27)] 

    
 D (eV) n(Å-1) r0 (Å) 

W-O 5,0 29,4 1,79 
    

Conforme os autores ressaltam no artigo, as interações de três corpos não são conside-

radas de forma explícita no potencial proposto, mas implicitamente através da interação de 

dois corpos. Os cálculos do referido trabalho foram realizados com um programa desenvolvi-

dos pelos autores, porém, não disponível e nem descrito na literatura (ver [145], ref. 8). A re-
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produção dos resultados foi realizada com o programa GULP a partir da adaptação do poten-

cial da (26) (não disponível no GULP) para o Potencial de Buckingham (disponível no 

GULP). Os parâmetros da adaptação de potenciais estão disponíveis na Tabela 13. 

Tabela 13: Parâmetros do potencial de Mittal e Chaplot adaptados para o potencial de Buckingham. 

Par de átomos A (eV) ρ (Å) C (eV.Å6) 
Zr-Zr 1822 0,18278 0 
Zr-W 1822 0,18925 0 
Zr-O 1822 0,25679 0 
W-W 1822 0,19572 0 
W-O 1822 0,26326 0 
O-O 1822 0,33079 100 

Da mesma maneira que o potencial de Pryde et al, os autores não deixam claro todos 

os aspectos para reprodução dos seus resultados. Listamos a seguir as considerações que fo-

ram realizadas: 

- Os valores das posições atômicas e parâmetro de rede da estrutura que servem como 

ponto de partida para a otimização foram escolhidos a partir de resultados experimentais a 

293 K [97], com os quais os resultados calculados são comparados no artigo; 

- As posições das cascas dos quatro átomos de oxigênio simetricamente independentes 

foram determinadas como iguais as dos caroços correspondentes. Tentativas de otimizar as 

cascas previamente antes de executar a minimização da energia livre não mudaram os resulta-

dos, visto que as mesmas são relaxadas durante a minimização; 

- No artigo referido [145] os autores não deixam claro o valor de temperatura em que 

os cálculos foram realizados, mas em outro artigo [147] os autores explicitam a comparação 

da estrutura e propriedades da α-ZrW2O8 experimentais a 293K com os cálculos a 0 K.  

Os resultados obtidos por Mittal e Chaplot para a α-ZrW2O8, os respectivos valores 

experimentais e os reproduzidos por nós estão apresentados na Tabela 14. 
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Tabela 14: Comparação da estrutura cristalina e propriedades elásticas calculada, experimental e reproduzida 
por nós com o potencial de Mittal e Chaplot. Parâmetro de rede (a), módulo volumétrico (B) e posições atômicas 

(x,y.z). 

Propriedades Exp. (293K)a Calc. (0K)b Reprod.(0K) 
a (Å) 9,1599 9,2188 9,2344 

B (GPa) 72,5 88,4 83,2 
Zr(x,x,x) 0,0003 0,0020 0,0008 
W1(x,x,x) 0,3412 0,3547 0,3532 
W2(x,x,x) 0,6008 0,6018 0,6035 

O1(x) 0,2071 0,2071 0,2056 
O1(y) 0,4378 0,4382 0,4392 
O1(z) 0,4470 0,4475 0,4516 
O2(x) 0,7876 0,7863 0,7922 
O2(y) 0,5694 0,5674 0,5681 
O2(z) 0,5565 0,5599 0,5607 

O3(x,x,x) 0,4916 0,4905 0,4903 
O4(x,x,x) 0,2336 0,2429 0,2380 

a: ref [97]; b: ref [145] 

Em relação à expansão térmica, o potencial proposto por Mittal e Chaplot reproduz a 

ETN num intervalo de 0K a 30K com a FFEM. Acima de 30K, a Minimização da Energia Li-

vre Completa não foi possível, devido a não convergência dos cálculos. Foi utilizada então a 

aproximação ZSISA no intervalo de 0 a 300 K, a qual gerou estruturas que convergiram. 

Na temperatura de 0 K foi utilizada a opção ‘static_first’ do GULP, que permite as po-

sições atômicas e parâmetro de rede relaxem antes do cálculo da energia livre. Esta opção foi 

escolhida para evitar a diferença nos resultados em função de diferentes estruturas de partida. 

Após esta primeira etapa, as demais temperaturas foram calculadas num passo de 2 K até 300 

K, utilizado sempre como ponto de partida a estrutura calculada na temperatura anterior. 

Mesmo a 0 K os valores estimados para as constantes elásticas destoam significativa-

mente dos valores experimentais hoje disponíveis. A falta de clareza na metodologia utilizada 

e as discrepâncias com os valores experimentais hoje disponíveis já foram motivos de comen-

tários na literatura científica [34], inclusive pelos próprios autores [148]. 

4.5 Comparando os PI de Pryde et al e Mittal/Chaplo t  

Ambos os potenciais propostos na literatura e descritos nas seções 4.3 e 4.4 desta dis-

sertação reproduzem a ETN, apesar dos valores dos parâmetros de rede ficarem considera-

velmente acima ou abaixo dos valores experimentais, conforme evidencia a Tabela 15. No 

potencial de Mittal e Chaplot, as diferenças entre as estruturas calculadas a 0 e 300 K encon-

tram-se após a quinta casa decimal. 
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Tabela 15: Comparação entre as propriedades experimentais e os resultados obtidos com os potenciais de Pryde 
et al e Mittal/Chaplot calculados neste trabalho. Foram calculados o parâmetro de rede (a), posições atômicas 

(x,y,z), módulo volumétrico (B) e constantes elásticas (Cxx). 

 
Exp. 
(0K)a 

Exp. 
(300K)a 

Mittal/ 
Chaplot 
(0K)b 

Mittal/ 
Chaplot 
(300K)b 

Pryde 
et al 
(0K)c 

Pryde 
et al 

(300K)c 
a (Å) 9,1800 9,1553 9,2368 9,2356 9,1013 9,0814 

Zr(x,x,x) 0,0013 0,0015 0,0008 0,0008 0,0078 0,0081 
W1(x,x,x) 0,3406 0,3411 0,3532 0,3532 0,3353 0,3351 
W2(x,x,x) 0,6000 0,6004 0,6035 0,6035 0,5914 0,5903 

O1(x) 0,2063 0,2065 0,2056 0,2056 0,2082 0,2081 
O1(y) 0,4393 0,4387 0,4392 0,4392 0,4389 0,4391 
O1(z) 0,4470 0,4472 0,4515 0,4516 0,4397 0,4397 
O2(x) 0,7867 0,7871 0,7921 0,7921 0,7778 0,7769 
O2(y) 0,5681 0,5685 0,5681 0,5681 0,5592 0,5579 
O2(z) 0,5561 0,5565 0,5608 0,5608 0,5581 0,5576 

O3(x,x,x) 0,4919 0,4918 0,4903 0,4903 0,4822 0,4810 
O4(x,x,x) 0,2331 0,2331 0,2380 0,2380 0,2250 0,2244 

 
Exp. 
(0K)d 

Exp. 
(300K)d 

Mittal/ 
Chaplot 
(0K)b 

Mittal/ 
Chaplot 
(300K)b 

Pryde 
et al 
(0K)c 

Pryde 
et al 

(300K)c 

B (GPa) 104,3 74,5 82,7 83,0 178,9 180,6 
C11 (GPa) 161,8 128,4 124,4 124,8 243,8 243,6 
C12 (GPa) 75,5 47,5 61,8 62,1 146,5 149,2 
C44 (GPa) 29,4 27,4 14,2 14,2 23,7 19,7 

a: Regressão linear a partir da ref. [142]; b: Reproduzido a partir dos parâmetros da ref. [145];  c: Reproduzido a partir dos 
parâmetros da ref. [143];  d: ref. [118]  

As constantes elásticas, bem como a redução de 40 % no módulo volumétrico quando 

o material passa de 0 a 300 K não são adequadamente descritas por ambos os potenciais. Esta 

discrepância motivou este trabalho, o qual tem por objetivo principal propor um PI que repro-

duza a dependência da temperatura das constantes elásticas da α-ZrW2O8. 

4.6 Resultados da estratégia 1 

Na primeira estratégia de obtenção dos parâmetros para um PI, utilizou-se a metodo-

logia da minimização em linha seguida do recurso de fitting do programa GULP, descrita na 

seção de Metodologia desta dissertação. Fez-se o ajuste dos parâmetros a partir das posições 

atômicas, parâmetro de rede e constantes elásticas (presentes na Tabela 4) dos parâmetros do 

conjunto de potenciais A, o qual possui apenas termos de dois corpos, conforme descrito na 

Tabela 16. 
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Tabela 16: Parâmetros para os potenciais de Buckingham, Covalente Exponencial, modelo Casca-Caroço e Car-
gas dos átomos ajustados de modo a reproduzir o parâmetro de rede e as constantes elásticas a 0 K ou 300 K. 

 
Potencial de Buckingham  

0K    
 A (eV) ρ (Å) C (eV.Å6) 

Zr-O 695,053 0,4043 0,0 
W-O 530,854 0,4984 0,0 
O-O 1869,976 0,1513 33,190 

    
300K    
 A (eV) ρ (Å) C (eV.Å6) 

Zr-O 747,905 0,4085 0,0 
W-O 659,420 0,4532 0,0 
O-O 1869,976 0,1513 33,190 

 
Potencial Covalente Exponencial 

0K    
 D (eV) n (Å-1) r0(Å) 

W-O 2,0264 37,922 1,725 
    
300K    
 D (eV) n (Å-1) r0(Å) 

W-O 0,6083 39,918 1,835 
    

Modelo Casca-Caroço (0K e 300K) 
 Core Shell  

Zr 4+ -  
W 6+ -  
O -2,04 0,04  

    
Mola do Oxigênio (casca-caroço) a 0K e 300K 

    
k (eV.Å-2) 12,285   

    

 

Os parâmetros em negrito na Tabela 16 são os que foram mantidos idênticos em am-

bas as temperaturas. Já os demais são aplicáveis apenas na temperatura a que estão associa-

dos. As propriedades calculadas com cada conjunto de PI, em cada temperatura, estão reuni-

das na Tabela 17. 
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Tabela 17: Propriedades experimentais (Exp.) comparadas com as calculadas (Calc.) com os dois conjuntos de 
parâmetros obtidos. Parâmetro de rede (a), posições atômicas (x,y,z), módulo volumétrico (B) e constantes elás-

ticas (Cxx). 

Propriedades 
Exp. 
(0K)a 

Exp. 
(300K)a 

Calc. 
 (0K) 

Calc. 
 (300K) 

a (Å) 9,1800 9,1553 9,1794 9,1534 
Zr(x,x,x) 0,0013 0,0015 0,0015 0,0034 
W1(x,x,x) 0,3406 0,3411 0,3425 0,3333 
W2(x,x,x) 0,6000 0,6004 0,6107 0,6031 

O1(x) 0,2063 0,2065 0,2045 0,2070 
O1(y) 0,4393 0,4387 0,4288 0,4274 
O1(z) 0,4470 0,4472 0,4364 0,4318 
O2(x) 0,7867 0,7871 0,7893 0,7805 
O2(y) 0,5681 0,5685 0,5740 0,5712 
O2(z) 0,5561 0,5565 0,5713 0,5667 

O3(x,x,x) 0,4919 0,4918 0,5045 0,5105 
O4(x,x,x) 0,2331 0,2331 0,2378 0,2430 

 
Exp. 
(0K)b 

Exp. 
(300K)b 

Calc. 
 (0K) 

Calc. 
(300K) 

B (GPa) 104,3 74,5 103,8 74,6 
C11 (GPa) 161,8 128,4 161,3 128,0 
C12 (GPa) 75,5 47,5 75,1 47,9 
C44 (GPa) 29,4 27,4 29,1 25,9 

a: Regressão linear a partir da ref. [142]; b: ref. [118]  

Os potenciais propostos conseguem reproduzir satisfatoriamente as posições atômicas, 

parâmetro de rede e constantes elásticas da α-ZrW2O8 em cada temperatura, mas são incapa-

zes de produzir a dependência com a temperatura destas últimas. Fez-se uso do recurso de fit-

ting, presente no programa GULP, para, a partir dos parâmetros de partida tanto a 0 K como a 

300 K, chegar a apenas um conjunto de parâmetros que conseguisse dar conta das proprieda-

des estruturais e elásticas em função da temperatura. Contudo, não foram obtidos resultados 

satisfatórios. Da mesma forma, após uma procedimentos de minimizações em linha, também 

não foi possível encontrar parâmetros para o PI proposto para a α-ZrW2O8 que reproduzissem 

adequadamente a ETN e a dependência com a temperatura das constantes elásticas. 

4.7 Resultados com Algoritmo Genético 

De modo a garantir uma busca exaustiva por parâmetros para os potenciais propostos, 

fez-se uso da metodologia de busca por mínimos globais conhecida por Algoritmos Genéticos 

(AG). Há dois tipos de resultados obtidos através desta metodologia nesta dissertação: aqueles 

associados à busca de parâmetros a partir de dados experimentais (estratégias 2, 3 e 4) e aque-



 

 

67 

les associados à busca de parâmetros que reproduzam as energias calculadas ab initio (estra-

tégias 5, 6 e 7). A seguir iremos descrever os resultados obtidos com as estratégias. 

4.7.1 Resultados das Estratégias 2, 3 e 4 

As estratégias 2, 3 e 4 definidas na Tabela 6 fizeram uso de três formas de potencias 

distintas, para as quais proporcionou-se a busca de parâmetros a partir de propriedades expe-

rimentais da α-ZrW2O8 com AG. Os parâmetros dos potenciais propostos foram gerados pelo 

AG, estiveram dentro de intervalos de valores pré-definidos, conforme a Tabela 18. 

Tabela 18: Limites dos parâmetros (limite superior/limite inferior) utilizados na aplicação do Algoritmo Genéti-
co.  

 
Potencial de Buckingham  

 A (eV) ρ (Å) C (eV.Å6) 
Zr-O 2500/500 0,1/0,4 0 
W-O 2500/500 0,1/0,4 0 
O-O 2500/500 0,1/0,4 5/150 

 
Potencial Covalente Exponencial 

 D (eV) n (Å-1) r0(Å) 
W1-O1 1/10 10/80 1,5/2 
W1-O4 1/10 10/80 1,5/2 
W2-O2 1/10 10/80 1,5/2 
W2-O3 1/10 10/80 1,5/2 

    
Modelo Casca-Caroço 

 Core Shell  
Zr * -  
W1 4-7 -  
W2 4-7 -  
O1 0,1/0,9 -1,4/-2,5  
O2 0,1/0,9 -1,4/-2,5  
O3 0,1/0,9 -1,4/-2,5  
O4 0,1/0,9 -1,4/-2,5  

    
Mola do Oxigênio (casca-caroço) 

 k (eV.Å-2)   
O1 5/100   
O2 5/100   
O3 5/100   
O4 5/100   

    
Potencial de três corpos Harmônico 

(ijk) kijk (eV.rad-2) θ0 (º)  
O-W-O 1/20 107,47/111,47  
O-Zr-O 1/20 88/92  

    
Potencial de três corpos Anarmônico 

(ijk) kijk (eV.rad-2) k3ijk (eV.rad-3) θ0 (º) 
Zr-O1-W1 1/300 1/300 152/156 
Zr-O2-W2 1/300 1/300 170/174 

    

* a carga do Zr é função das outras cargas, de modo a garantir a neutralidade da cela unitária. 
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Os melhores parâmetros obtidos após 200 gerações para a forma B de PI (rever 

Tabela 3 para maiores detalhes do PI) estão apresentados na  Tabela 19. 

Tabela 19: Parâmetros do potencial obtidos pela aplicação do AG. 

 
Potencial de Buckingham  

 A (eV) ρ (Å) C (eV.Å6) 
Zr-O 1938,132 0,28536 0 
W-O 1128,366 0,30904 0 
O-O 1020,485 0,37760 50,021 

 
Potencial Covalente Exponencial  

 D (eV) n (Å-1) r0(Å) 
W1-O1 6,693 20,704 1,506 
W1-O4 9,243 10,148 1,745 
W2-O2 1,761 10,546 1,549 
W2-O3 8,848 77,540 1,686 

    
Modelo Casca-Caroço 

 Core Shell  
Zr 2,9675 -  
W1 4,4475 -  
W2 4,4226 -  
O1 0,4055 -1,9514  
O2 0,7729 -2,3225  
O3 0,4101 -1,4110  
O4 0,1290 -1,6792  

    
Mola do Oxigênio (casca-caroço) 

 k (eV,Å-2)   
O1 32,261   
O2 94,423   
O3 26,584   
O4 88,471   

    
Potencial de três corpos Harmônico 

 (ijk) kijk (eV.rad-2) θ0 (º)  
O-W-O 1,428 109,108  
O-Zr-O 14,435 88,509  

    
Potencial de três corpos Anarmônico 

(ijk) kijk (eV.rad-2) k3ijk (eV.rad-3) θ0 (º) 
Zr-O1-W1 1,191 223,040 152,198 
Zr-O2-W2 46,460 231,558 170,041 

    

Os resultados obtidos com os formatos de PI B, C e D estão dispostos na Tabela 20. 
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Tabela 20: Resultados obtidos a partir dos melhores parâmetros para as formas de PI B, C e D. Parâmetro de 
rede (a) e constantes elásticas (Cxx). 

Propriedade Temp. (K) Exp.a PI (B) PI (C) PI (D) 
a (Å) 0 9,1800 9,1731 9,1774 9,1756 

 50 9,1776 9,1730 9,1762 9,1750 
 100 9,1731 9,1722 9,1733 9,1728 
 150 9,1684 9,1707 9,1696 9,1702 
 200 9,1636 9,1683 9,1655 9,1669 
 250 9,1595 9,1644 9,1607 9,1626 
 300 9,1553 9,1553 9,1550 9,1555 

C11 (GPa) 0 161,8 137,2 145,1 138,3 
 300 128,4 140,4 145,8 140,0 

C12 (GPa) 0 75,5 60,2 61,1 58,7 
 300 47,5 61,0 62,9 59,2 

C44 (GPa) 0 29,4 45,3 22,5 22,2 
 300 27,4 46,0 22,5 21,0 

a: Regressão linear a partir da ref. [142];  

Com as três formas de potencial referidas conseguiu-se reproduzir muito bem os pa-

râmetros de rede em função da temperatura no intervalo de 0 K a 300 K, mas não a dependên-

cia da temperatura das constantes elásticas. O PI C, que usou exclusivamente potenciais de 

dois corpos, passou por 120 ciclos de gerações e não conseguiu reproduzir simultaneamente 

as propriedades estruturais e elásticas da α-ZrW2O8. A forma de PI D, mais simples em rela-

ção a B e C, também reproduziu bem os parâmetros de rede e não conseguiu reproduzir a de-

pendência da temperatura das constantes elásticas, mesmo após 100 ciclos de gerações. Na 

Figura 19 são apresentados os resultados dos parâmetros de rede em função da temperatura 

para os três conjuntos de potenciais, B, C e D. 
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Figura 19: Parâmetro de rede em função da temperatura para os três conjuntos de PI (B, C e D). 

Foi demonstrado que, a partir de uma busca exaustiva de parâmetros para os conjuntos 

de potenciais propostos, não foi possível conseguir valores que reproduzissem a dependência 

com a temperatura das constantes elásticas do material para as formas analíticas de potenciais 

propostos. Os PI usados até aqui reproduziram apenas a estrutura da α-ZrW2O8, que depende 

da posição do mínimo da energia potencial, porém não as propriedades elásticas da α-

ZrW2O8, que dependem das derivadas segundas da energia. 

4.7.2 Resultados das Estratégias 5, 6 e 7 

Conforme foi visto na seção 4.7.1 desta dissertação, o AG não foi capaz de gerar pa-

râmetros que reproduzissem a dependência da temperatura das constantes elásticas, conse-

guindo apenas a dependência da temperatura do parâmetro de rede. Este resultado negativo 

poderia ser, em princípio, decorrente de limitações intrínsecas à Aproximação Quasi-

Harmônica (AQH) e não propriamente uma dificuldade inerente ao PI. A fim de garantir que 

não haja nenhuma limitação da AQH nos cálculos, fez-se a otimização dos parâmetros, atra-
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vés de AG, a partir da SDQ das energias internas das 435 estruturas geradas a partir de cálcu-

los ab initio realizados no limite atérmico em comparação às calculadas pelo GULP a 0 K, 

conforme descrito na seção 3.4 desta dissertação.  

A partir dos três conjuntos de potenciais utilizados na seção 4.7.1 desta dissertação (B, 

C e D), fez-se a SDQ das energias calculadas ab initio a partir do uso de AG. Ambas as estru-

turas ab initio e calculadas pelo GULP estavam no limite atérmico. Como não há a possibili-

dade de calcular a energia livre ab initio que corresponda exatamente a uma calculada por po-

tenciais interatômicos [13], em adição aos demais parâmetros referidos anteriormente, utili-

zou-se o parâmetro denominado shift, do programa GULP, o qual teve seu parâmetro também 

gerado pelo AG. O SDQ para as 435 estruturas consideradas para o conjunto de potenciais B 

esta presente na Figura 20. 
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Figura 20: SDQ para o conjunto de potencias B em função das estruturas utilizadas. 

Mesmo após 640 ciclos4 de geração com o AG, não foi possível reproduzir as energias 

calculadas, mesmo com os cálculos sendo realizados a zero Kelvin, sem a influência da Apro-

ximação Quasi-Harmônica (AQH). Isto demonstra que a incapacidade de reproduzir as pro-

priedades elásticas da α-ZrW2O8 não está relacionada com uma possível imprecisão da AQH. 

                                                 

4 Para se ter uma idéia do número de conjuntos de parâmetros gerados, como cada cálculo era constituído por 

duas populações com 256 indivíduos cada, foram geradas mais de 300.000 combinações de parâmetros somente 

nesta simulação. 
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Outros conjuntos de potenciais foram utilizados na tentativa de reproduzir as energias calcu-

ladas ab initio. O PI C proposto foi constituído por termos exclusivamente de dois corpos com 

150 ciclos de gerações e o PI D, mais simples, com 100 ciclos de gerações. Os resultados da 

SDQ dos PI C e D estão presentes na Figura 21. 
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Figura 21: SDQ para o conjunto de potencias C e D em função das estruturas utilizadas. 

Foi demonstrado com estes últimos cálculos com as energias calculadas ab initio que a 

incapacidade da reprodução das propriedades da α-ZrW2O8 não está relacionada a qualquer 

limitação ou imprecisão da AQH, pois comparando-se energias ab initio com as geradas pelo 
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GULP no limite atérmico, não há influência da temperatura e, conseqüentemente, a AQH não 

tem participação nos resultados. Isto permite inferir que a incapacidade na reprodução das 

constantes elásticas da α-ZrW2O8 deve estar associada à forma dos potenciais. Diferentes for-

mas de PI foram testadas, com interações de dois e três corpos. Independente da discrimina-

ção entre os átomos de W e O (W1, W2, O1, O2, O3 e O4), esta não foi suficiente para des-

crever as energias ab initio. Em suma, o sucesso de potenciais interatômicos depende da for-

ma e dos parâmetros do potencial e foi demonstrado, a partir das estratégias utilizadas, que o 

insucesso na descrição das propriedades elásticas da α-ZrW2O8 não deve-se aos parâmetros 

dos potenciais, mas sim à sua forma analítica. 

Em conseqüência deste insucesso, deve-se ter cautela na interpretação de resultados 

provenientes de PI aplicados ao cálculo das propriedades da α-ZrW2O8. Por exemplo, Ravin-

dram et al [114] propuseram que modos de energia muito maiores que 10 meV também con-

tribuem substancialmente para a ETN na α-ZrW2O8. Mittal e Chaplot, no artigo citado [115] 

contrariam esta idéia, propondo que a expansão térmica quase constante acima de 70 K pode-

ria surgir apenas com modos abaixo de 10 meV, conclusão esta baseada nos cálculos com PI 

descritos nesta dissertação. Pryde et al [143] também obtém conclusões acerca dos mecanis-

mos microscópicos da ETN da α-ZrW2O8 (modelos de MURs) a partir de PI.  

Os dois conjuntos de potencias distintos da literatura [143,145] não dão conta das pro-

priedades elásticas do composto, conforme já demonstrado. Uma reprodução da ETN da α-

ZrW2O8 garante que o potencial reproduz bem a posição do ponto de mínimo, mas a falha no 

cálculo das constantes elásticas demonstra que estes potenciais não descrevem adequadamen-

te o formato deste mínimo, já que as constantes elásticas são obtidas a partir das derivadas 

segundas da energia do ponto de mínimo.   

A descrição das propriedades elásticas em função da temperatura não é um procedi-

mento trivial e dentre as alternativas a serem consideradas para descrição da dependência da 

temperatura do tensor de elasticidade da α-ZrW2O8, destacamos o uso de outros tipos de PI, 

mais sofisticados, denominados Bond Order, potenciais tais como Tersoff [149] e Brenner 

[150], que levam em consideração o ambiente atômico dos átomos de uma ligação, conver-

tendo uma interação aparentemente de dois corpos em uma ligação de múltiplos corpos. Outra 

possibilidade seria o uso de redes neurais [151,152] para a descrição da hipersuperfície de e-

nergia calculada ab initio [153,154,155]. 
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5  Conclusão 

A aplicabilidade de PI no estudo do efeito da temperatura sobre as constantes elásticas 

da α-ZrW2O8 foi avaliada, incluindo potenciais já existentes e novos potenciais, propostos 

neste trabalho. Explorou-se os recursos do programa GULP para ajuste de parâmetros a partir 

de dados experimentais, o método de Minimização em Linha e Algoritmos Genéticos na mi-

nimização de dados experimentais e de uma hipersuperfície de energia calculada ab initio. 

Primeiramente foram verificados os potenciais já existentes para a α-ZrW2O8 e cons-

tatou-se que eles não eram adequados para descrever a dependência com a temperatura das 

constantes elásticas, particularmente o decréscimo de 40 % no módulo volumétrico quando o 

material passa de 0K para 300K. Posteriormente fez-se uso dos recursos de minimização do 

programa GULP associado à minimização em linha, a qual gerou dois conjuntos de parâme-

tros que descrevem, cada um, muito bem as propriedades configuracionais e elásticas a 0 K ou 

a 300 K, mas não foi possível obter um conjunto apenas que descrevesse este comportamento 

em função da temperatura. 

Num segundo momento, fez-se uso de Algoritmos Genéticos para explorar, de forma 

robusta, o espaço de parâmetros possíveis para os PI propostos. Fez-se o ajuste dos parâme-

tros por meio de AG, procedimento que não obteve sucesso no que se refere à dependência 

das constantes elásticas com a temperatura, mas permitindo descrever a variação do parâmetro 

de rede com a temperatura com significativa precisão.  Posteriormente, fez-se uso de uma hi-

persuperfície de energia calculada ab initio no limite atérmico para descartar alguma limita-

ção da Aproximação Quasi-Harmônica, utilizada nos cálculos anteriores. Novamente, não foi 

possível descrever completamente as energias ab initio com as formas de potenciais propos-

tos.  
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A partir destes resultados, pode-se concluir que potenciais parametrizados simples, 

tais como os já empregados na literatura, não permitem reproduzir a dependência com a tem-

peratura das constantes elásticas da α-ZrW2O8. O sucesso de PI depende da forma e dos pa-

râmetros do potencial. Foi demonstrado que o insucesso na descrição das propriedades elásti-

cas da α-ZrW2O8 não deve-se aos parâmetros dos potenciais, mas sim a sua forma. Como al-

ternativas para a solução deste problema pode-se considerar estratégias como o uso de Redes 

Neurais no ajuste de uma hipersuperfície de energia, PI mais sofisticados baseados no concei-

to de Bond Order e cálculos ab initio a T > 0, este último a um custo computacional muito 

mais elevado. 
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Apêndices 

Apêndice A: Potenciais Termodinâmicos 

Potenciais Termodinâmicos (PT) são equações fundamentais que garantem, num esta-

do de equilíbrio termodinâmico, um mínimo global de energia do sistema [156].  A existência 

de vários PT está relacionada com a necessidade de se descrever sistemas através de diferen-

tes variáveis de estado. Esta necessidade está relacionada com o fato que a variação de algu-

mas grandezas extensivas5 não são adequadas para descrever experiências de laboratório, se-

jam estas últimas do modo convencional ou, no caso desta dissertação, “experimentos compu-

tacionais”. Trataremos aqui apenas dos casos bivalentes, ou seja, dos sistemas cujo estado 

termodinâmico pode ser completamente especificado a partir de duas variáveis de estado in-

dependentes. 

Para começarmos a estudar os PT, vamos considerar o da energia interna, U. Seu sig-

nificado está associado ao somatório das energias potencial e cinética de todas as entidades 

que compõem o sistema, sendo que o valor deste somatório conserva-se num sistema isolado. 

Já sua derivada para um sistema aberto monofásico evolvendo apenas o trabalho de P e T e 

mudanças na quantidade de matéria n é dado pela equação fundamental 

∑
=

+−=
N

i
idnPdVTdSdU

1
1µ , (28) 

onde N é o número de espécies, iµ  é o potencial químico da espécie i, in é a quantidade de 

espécie i, T é a temperatura, S é a entropia e V é o volume. Nesta relação, chamada de relação 

                                                 

5 Grandezas extensivas são aquela que possuem um valor proporcional à massa do sistema (e.g.: volume, entro-

pia). Já as grandezas intensivas são independentes da massa do sistema e caracterizam o estado físico deste (e.g.: 

pressão, temperatura). 
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fundamental, T é o chamado fator integrante para o calor ( )TdSQ =δ  e P é o fator integrante 

para o trabalho )( PdVW −=δ . Por meio destes fatores, passa-se de uma descrição de fenô-

menos térmicos com base em função de processo (calor Q e trabalho W) para uma descrição 

com base em funções de estado (entropia S e volume V). 

As propriedades termodinâmicas de um sistema, tais como energia interna U, entropia 

S, temperatura T, pressão P e volume V, têm um comportamento semelhante às funções ma-

temáticas e, conseqüentemente, várias relações entre estas propriedades podem ser obtidas 

pelo uso de operações de cálculo [157]. Essas propriedades são todas aquelas que permitem 

descrever o comportamento do sistema na escala macroscópica, e designam-se habitualmente 

como variáveis de estado, as quais se encontram relacionadas, num estado de equilíbrio ter-

modinâmico, nas denominadas equações de estado. Podemos considerar que U é uma função 

de S, V e { }in , onde { }in  é o conjunto de quantidade de cada espécie.  

Relações matemáticas geram 

{ } { }
i

nVS

N

i inSnV

dn
n

U
dV

V

U
dS

S

U
dU

iii ,,1,,
∑

=









∂
∂+









∂
∂+









∂
∂=  (29) 

onde ij ≠ . As variáveis que são mantidas constantes durante a derivação aparecem indicadas 

como sub-índices. A comparação entre (28) e (29) mostra que: 

{ }inVS

U
T

,










∂
∂=   (30) 

{ }inSV

U
P

,










∂
∂=−  (31) 

jnVSi
i n

U

,,









∂
∂=µ  (32) 

 As variáveis do lado direito nas equações diferenciais em  (30), (31) e (32) têm um 

significado especial e, por isto, são chamadas de variáveis naturais [158]. Elas são importan-

tes porque quando um PT pode ser determinado em função destas variáveis naturais, todas as 

propriedades termodinâmicas de um sistema podem ser calculadas se U é determinada como 
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função de S, V e { }in . Porém, não se podem calcular tais propriedades se U for determinada 

em função de T, P e { }in , ou outro conjunto de variáveis independentes 2+N . Elas também 

têm outra importância relacionada a critérios associados com a espontaneidade e equilíbrio de 

uma dada reação.  

O critério de equilíbrio para um sistema monofásico sem reação química é 

( ) { } 0,, ≤
inVSdU , ou seja, U pode somente decrescer e só pode estar em um mínimo de equilí-

brio. Esta é uma conseqüência do princípio da energia interna mínima que se relaciona intrin-

secamente com o princípio da entropia máxima, os quais derivam por sua vez fundamental-

mente das primeira e segunda leis da termodinâmica. 

 A partir da (29) é possível encontrar relações entre as derivadas, calculando as deriva-

das cruzadas, o que indica algumas relações entre propriedades termodinâmicas do sistema. 

{ } { }ii nVnS S

P

V
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,,
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
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  (33) 
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− µµ
 (36) 

 Estas relações entre as derivadas são chamadas de relações de Maxwell [159]. As ex-

plicitadas na  (33), (34),  (35) e (36) são apenas algumas de muitas outras possibilidades. Há 

inclusive um diagrama mnemônico que ajuda na aplicação das relações de Maxwell [160]. 

 Como S e V são variáveis naturais freqüentemente inconvenientes de um ponto de vis-

ta experimental, em muitas situações é mais adequado controlar a temperatura do que a entro-

pia. É possível escrever a energia interna em função da temperatura, mas fazendo isso não se 

pode usar as relações de Maxwell derivadas da energia interna, nem usar o processo de mini-

mização da energia interna para a determinação do equilíbrio. Precisamos definir outra fun-
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ção, escrita em termos da temperatura, que possa ter o mesmo papel da energia interna, no 

sentido de ser mínima no estado de equilíbrio termodinâmico.  

Uma forma de modificar as variáveis é através das denominadas Transformadas de 

Legendre, as quais constituem uma mudança linear nas variáveis onde um ou mais produtos 

da conjugação de variáveis são subtraídos da energia interna para definir um novo PT [161]. 

Considerando a função ),( yxf , a transformada de Legendre aplicada irá gerar 

uxyxfyug −= ),(),( , com 
yx

f
u 









∂
∂=   (37) 
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 Vamos analisar as Transformadas de Legendre para os principais PT. Iniciaremos com 

a energia interna, que tem como variáveis independentes S e V. Caso desejarmos ter PT com 

as variáveis independentes S e P, podemos gerá-lo a partir do potencial da energia interna 

com a Transformada de Legendre: 

PVUP
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VSUVSU
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 Para as variáveis independentes T e V: 

TSUS
S

U
VSUVSU

V
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∂
∂−→ ),(),(  (40) 

 E para as variáveis independentes T e P: 
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PVTSU
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 (41) 

Os potenciais gerados a partir da introdução de P, T e P + T como variáveis naturais 

são: 

PVUH +=  (42) 

TSUF −=  (43) 

TSPVUG −+=  (44) 

Eles são definidos como Entalpia H, energia livre de Helmholtz F e energia livre de 

Gibbs G [162]. A Tabela 21 resume as principais relações entre os potenciais termodinâmi-

cos.  

Tabela 21: Resumo dos potenciais termodinâmicos e suas variáveis independentes, conjugadas e as relações de 
Maxwell. Reproduzido de [163]. 
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 Para uma situação experimental particular, a condição de equilíbrio pode ser estabele-

cida considerando o próprio PT. Assumindo a energia interna como exemplo, a qual tem S e V 

como variáveis independentes, a energia E deste sistema deriva do próprio potencial. Assim, 
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se todas as variáveis extensivas são mantidas constantes, de forma que 0== dSdV , o siste-

ma pode evoluir espontaneamente para o estado de equilíbrio [163]. Ou seja, esquematica-

mente: 

No equilíbrio: E = mínimo, V = constante, S = constante.  (45) 

O potencial de Gibbs, o qual é o obtido do potencial da energia interna pela Transfor-

mada de Legendre, é o único que garante um valor mínimo de energia tendo como variáveis 

independentes a T e P [164]. 

Apêndice B: Otimização de funções com muitas variáv eis 

Para a Ciência dos Materiais, em especial para os ‘experimentos computacionais’, há 

um interesse na minimização de uma função para encontrar mínimos locais ou globais, os 

quais podem representar a estrutura de menor energia de um dado sistema no estado de equi-

líbrio termodinâmico. Este processo de minimização da energia geralmente é chamado gene-

ricamente por “otimização” [165]. 

A natureza tem muitos exemplos de sistemas otimizados. Apenas para citar alguns, em 

um metal que é previamente aquecido e após resfriado lentamente, os átomos assumem posi-

ções que correspondem ao estado de menor energia, a fim de se acomodarem em celas unitá-

rias. Já uma gota de um líquido num ambiente de gravidade zero tem a forma de uma esfera 

perfeita, pois esta configuração geométrica reproduz a menor área superficial de um dado vo-

lume [166]. 

Máximos e mínimos de uma função, chamados genericamente de “extremos”, são o 

maior valor (máximo) ou o menor valor (mínimo) que uma função resulta num ponto dentro 

de uma dada vizinhança (extremo local) ou no domínio da função em sua totalidade (extremo 

global) (Figura 22). 
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Figura 22: Extremos de uma função em um intervalo entre os pontos X1 e X2. Os pontos A, C, e E são máximos 
locais, mas nenhum corresponde ao máximo global. Os pontos B e F são mínimos locais, mas nenhum corres-
ponde ao mínimo global. Os máximo e mínimo globais ocorrem em G e D, respectivamente. Reproduzido de 

[167]. 

Os métodos de minimização basicamente dividem-se em determinísticos e randômi-

cos. Os determinísticos podem ser subclassificados de acordo com o tipo de função. Para fun-

ções com uma variável apenas utilizam-se métodos de busca unidimensional, como busca de 

Fibonacci, métodos de seção áurea, aproximação polinomial, Newton-Raphson e bisseção. Já 

para funções com várias variáveis utilizam-se métodos de primeira ordem, que são baseados 

no cálculo do gradiente, métodos de segunda ordem que são baseados no cálculo da Matriz 

Hessiana e métodos Quasi-Newton que usam uma matriz pseudo-Hessiana [167].  

Os métodos randômicos são chamados de ordem zero, como Algoritmos Genéticos, 

Simulated Annealing e Redes Neurais. Estes têm como característica o uso de mecanismos 

análogos aos encontrados na natureza e, principalmente por esta razão, são classificados como 

globalmente convergentes [167]. 

Métodos de mínimos locais 

Para se obter uma geometria de equilíbrio de um dado sistema cristalino, a energia de 

rede deve ser minimizada em função do sistema de coordenadas atômicas. Há basicamente 

dois tipos de minimização da energia de rede: a volume ou a pressão constante. A minimiza-

ção a volume constante determina a energia mínima pelas coordenadas atômicas, onde somen-

te as tensões nos átomos individuais são consideradas.  

Na minimização a pressão constante, além das tensões individuais que cada átomo so-

fre, deve-se levar em consideração também às dimensões da cela unitária, que se manifestam 

através dos parâmetros de rede, que dependem por sua vez do tipo de estrutura cristalina que o 

material se apresenta [168]. Como o material de estudo exibe em certas fases expansão térmi-
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ca negativa, os cálculos de minimização realizados nesta dissertação serão realizados a pres-

são constante. 

A energia de rede do sistema pode ser minimizada se as coordenadas são ajustadas in-

terativamente até que as forças de interação nos átomos sejam iguais a zero, tendo então o es-

tado de equilíbrio, matematicamente 

0=
∂
∂

r

U
 (46) 

onde U é a energia de rede e r representa o sistema de coordenadas. 

Um minimizador, ou seja, um algoritmo capaz de minimizar uma função com n  vari-

áveis, deve determinar tanto a direção a ser seguida para um mínimo quanto a distância para o 

mínimo naquela direção. Uma boa direção inicial é simplesmente a inclinação, ou derivada, 

da função na posição atual. Mas a derivada só aponta para uma direção, não necessariamente 

para um mínimo. É neste aspecto que os métodos de minimização agem utilizando informa-

ções de como as derivadas mudam em função de cada coordenada, para determinar a nova 

direção a ser seguida. 

Se pegarmos um ponto na configuração espacial do objeto em análise, a energia inter-

na de um sistema pode ser expressa por uma Série de Taylor 

K+
∂
∂+

∂
∂+=+ 2

2

2
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2
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)()( x
x

U
x

x

U
xUxxU δδδ  

(47) 

Designaremos de vetor gradiente (U∇ ) à derivada de primeira ordem e de Matriz 

Hessiana, ou simplesmente Hessiana (H), à derivada de segunda ordem. Dada uma função 

escalar ( )xU  relacionada com uma variável vetorial ( )nxxx ,...,1= é denotada por U∇ , onde 

∇ denota o operador de vetor diferencial. 
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 Já a H da mesma função com n  variáveis é a matriz quadrada  n x n das derivadas 

parciais de segunda ordem da função. Se todas as variáveis forem contínuas, a H é definida 

por 
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 (49) 

Muitos métodos de minimização de funções estão disponíveis, cada um com seus pon-

tos positivos e negativos. Os fatores que determinam a escolha de um método são o custo 

computacional e a habilidade de evitar mínimos locais e transições de estado, a fim de satisfa-

zer os critérios de minimização expressos simplificadamente na (46). A seguir iremos tratar 

em detalhes sobre como os métodos atuam na minimização das funções. 

Descida mais íngreme 

Os vários algoritmos de minimização interativa de equações lineares são efetivos em 

sistemas como este 

bAx =  (50) 

onde x é um vetor desconhecido, b é um vetor conhecido e A é uma matriz simétrica, positiva 

e definida. Uma aproximação quadrática ao problema pode ser obtida através da função  

( ) cxbAxxxf TT +−=
2
1

 (51) 

onde A é a matriz, x e b são vetores e c é um escalar constante. Se A é simétrica, positiva e 

definida, ( )xf  é minimizado pela solução para bAx = . A título de exemplo, consideremos os 

valores 0,
8

2
,

6
2

2
3 =






−
=




= cbA . Com estes dados foram gerados os gráficos presentes na 

Figura 23.  
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(A) 

 

(B) 

 

(C) 

 

(D) 

 

Figura 23: (A) Simples sistema linear em duas dimensões; (B) Gráfico de uma forma quadrática para uma ma-
triz (a) positiva definida (b) negativa definida (c) indefinida e positiva indefinida e (d) indefinida; (C) Contornos 

da forma quadrática; (D) Gradiente ( )xf ′  de uma função quadrática. Adaptado de [169]. 

A resposta para estes valores é [2,-2]T  (Figura 23, (A)). Devido a A ser positiva defi-

nida, a superfície desenhada por f(x) pode ser comparada a uma parabolóide elíptico [169]. 

Perceba que é uma condição necessária a matriz ser positiva definida. (veja na Figura 23, 

(B)). No método de descida mais íngreme (em inglês: The method of Steepest Descent), ini-

cia-se a procura do mínimo a partir de um ponto arbitrário, 0x , que irá ‘deslizar’ até a base do 

parabolóide. A partir deste ponto, se dará uma série de passos, K,, 21 xx  até que se esteja sufi-

cientemente perto da solução de x. E a cada passo que é dado, deve-se escolher a direção a 

qual f diminui mais rapidamente, que é a direção oposta ao gradiente (veja ilustração do Gra-

diente na Figura 23, (D)). 
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Em muitos casos, um grande número de iterações são necessárias para encontrar o mí-

nimo de uma função. Este método tem um desempenho particularmente ruim quando o míni-

mo da função f(x) possui um valor de mínimo em um ‘vale estreito’. A razão para esta per-

formance insatisfatória para estes casos é que cada vetor de descida mais íngreme é ortogonal 

ao vetor anterior. Se o vetor inicial não estiver colocado em ângulos retos ao longo do eixo do 

vale, sucessivos vetores apontarão para várias direções ao longo do vale, de forma que muitos 

vetores serão necessários para chegar-se ao mínimo da função [170]. Uma possível solução 

para este problema é o método do Gradiente Conjugado.  

Gradiente Conjugado 

O algoritmo de solução numérica para a um sistema particular de equações lineares 

com resolução de forma interativa, conhecido por Método de Gradiente Conjugado (GC), foi 

proposto inicialmente por Fletcher e Reeves [171]. Este pode ser considerado uma melhoria 

ao método de Decida mais íngreme, pois leva em consideração a conjugação dos gradientes 

na escolha da direção para o próximo passo de minimização. Este método pode encontrar um 

valor mínimo para uma função quadrática de n  variáveis em ndireções.  

Muitos métodos numéricos requerem um ponto de partida, o qual aqui chamaremos de 

0x . A partir deste ponto, a direção da otimização 0d é então determinada. Um ‘comprimento 

do passo’ 0α , é então determinado baseado na minimização de f e, o ponto de partida, por sua 

vez, é atualizado como 0001 dxx α+= . Então, o processo de ‘aonde ir’ e ‘o quão distante ir’ é 

repedido por 1x . As escolhas da direção e do comprimento do passo diferem para cada méto-

do de minimização. Vejamos a seguir como o método CG faz estas escolhas. 

Consideremos o problema da minimização da função quadrática 

( ) xcAxxxq TT +=
2
1

min  (52) 

onde Aé uma matriz simétrica definida positiva de ordem n . Definiu-se conjugar direção ou 

direções que são mutuamente conjugadas com respeito a A , como vetores que satisfazem as 

condições de conjugação 

,0=j
T
i Add  ,ji ≠  i≤0  e nj ≤   (53) 
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 A minimização começa com um ponto inicial 0x e um jogo de direções 0d , 1,,1 −ndd
K

. 

Minimiza-se )(xq  ao longo de 0d  para obter 1x . Então, a partir de 1x , minimiza-se )(xq  ao 

longo de 1d  para obter 2x . Por fim, o mínimo da função quadrática é encontrado em nprocu-

ras. Denotemos agora g  como gradiente de q , com ( ) cAxxqg kkk +=∇= . O método CG 

consiste em obter um vetor de direção cAxd kk −= , para cada vetor kx obtido na etapa anteri-

or, e calcular o novo vetor mediante a fórmula 

kkkk dxx α+=+1  (54) 

onde kα é obtido a partir do problema de procura em linha: ( ) ( )kk dxqf αα += .  Consideran-

do 
( )

,0=
α
α

d

dq
retorna 

k
T
k

k
T
k

k Add

gd−=α  (55) 

Também, a linha exata de condição de procura 
( )

,0=
α
α

d

dq
retorna 

01 =+k
T

k gd  (56) 

Podemos escolher 1+kd com a forma 

kkkk dgd β+−= ++ 11   (57) 

Isto representa a ‘deflexão’ de direção de descida íngreme 1+− kg , representada pela 

Figura 24, (b).  
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(a)  (b) 

  

Figura 24: Ilustração esquemática de dois métodos de convergência para o centro de um potencial harmônico 
anisotrópico. Em (a) temos o método de Descida mais Íngreme que requer muitas etapas para a convergência. 

Em (b) temos o método de Gradiente Conjugado permitindo uma convergência em apenas duas etapas. Reprodu-
zido de [170]. 

Seguindo, 1+kd  deve ser conjugada com kd  ou 01 =+ k
T

k Add  gerando 

.01 =++ k
T

kk
T

k AddAdg β   (58) 

Pela (54), ( ) kkkk xxd α−= +1 . Assim, ( ) kkkk ggAd α−= +1 . A  (58) agora fica 

( )
k

T
kk

kk
T

k
k

Add

ggg

α
β −= ++ 11  (59) 

Usando as Equações (56) e  (57) com k substituído por k-1, temos k
T

kk
T

k gggd −= . 

Assim, temos: 

k
T

k

k
T

k
k

Add

gg=α   (60) 

 Substituindo por kα pela condição anterior presente na (59), retorna 

( )
k

T
k

kk
T

k
k

gg

ggg −= ++ 11β   (61) 

A  (61) refere-se ao algoritmo de Polak-Rebière [172]. Se nós considerarmos 
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( )
( )

01

111

1111111

=

+=

=+−=

+

−−+

−+−−−++

k
T

k

k
T

kk
T

kkk
T

k

k
T

kkkkk
T

kk
T

k

gg

dAdggg

dgddggg

αβ

ββ
 

 Obtemos: 

k
T

k

k
T

k
k

gg

gg 11 ++=β  (62) 

que é a versão originalmente proposta por de Fletcher-Reeves. 

Na verdade, não é o gradiente que é conjugado com a direção kd  anterior, mas a dire-

ção atual 1+kd  (que não é necessariamente um gradiente de f ) [173]. Apesar desta aparente 

incongruência, o método é amplamente conhecido como Gradiente Conjugado e manteremos 

a nomenclatura usual. Na Figura 25 temos alguns gráficos que ilustram a convergência do 

método não linear de gradiente conjugado, no caso em especial de funções chamadas de ‘pa-

tológicas’, assim classificadas por possuírem muitos mínimos e/ou máximos locais. 
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Figura 25: (a) Uma função ‘patológica’, com vários máximos e mínimos locais. (b) Convergência do método 

CG usando kβ de Fletcher-Reeves. Diferentemente do CG linear, a convergência não ocorre em duas etapas. (c) 

Corte transversal da superfície correspondente à primeira linha de pesquisa. (d) Convergência do método CG 

usando kβ  de Polak-Ribière. Reproduzido de [169]. 

Método Newton 

O método de Newton (também conhecido por Newton-Raphson [174]) usa as deriva-

das parciais de segunda ordem, chamadas de Matriz Hessiana (H), em contraste com métodos 

como o Gradiente Conjugado, que são de primeira ordem e, por isto, requerem somente as 

derivadas primeiras ou vetor gradiente. Este método, quando converge, o faz a uma velocida-

de mais rápida que os métodos de primeira ordem. 

A idéia do método é construir uma aproximação quadrática da função )(xf e minimi-

zar o quadrático. Assim, a um ponto atual kx , nós construímos a aproximação quadrática 
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))(()(
2
1

)()()()( 2
kk

T
kk

T
kk xxxfxxxxxfxfxq −∇−+−∇+=   (63) 

Assumindo )(2
kxf∇ é definida positiva, o mínimo de )(xq é encontrado fixando 

0=∇q , o qual produz 

)()]([ 2
kkk xfdxf −∇=∇  (64) 

onde kkk xxd −= +1 . Assim, é possível resolver a  (63) para kd e então obter o novo ponto 

kkk dxx +=+1   (65) 

 Então, é recalculado o gradiente e a Hessiana ao novo ponto, e depois se utiliza as E-

quações (64) e  (65) para atualizar o ponto. Assim, dado um ponto de início 0x , é gerada uma 

seqüência de pontos { }kx . O limite destes pontos sucessivos é o ótimo *x onde 0)( * =∇ xf .  

É importante salientar que se a função f é quadrática com uma H positiva definida, en-

tão o Método de Newton gera uma convergência em um único passo. Mas para funções em 

geral, contudo, este método dificilmente converge se o ponto de partida não estiver suficien-

temente perto do ponto de mínimo. Se a função for altamente não linear, então até mesmo 

uma aproximação quadrática pode ser insuficiente, o que é ilustrado na Figura 26. 
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f(x) g(x)

xk+1xk

f(xk+1)

f(xk)

 

Figura 26: Aproximação de uma função altamente não linear. Adaptado de [166]. 

Outro aspecto diz respeito às condições impostas que )( *2 xf∇ . Se não for positiva de-

finida ou for singular, então )(xq não precisa ter um mínimo. A (64), assim, não é solúvel, ou 

solúvel gerando um ponto pior que o anterior. 

Para superar os dois problemas apontados pelo método de Newton, duas modificações 

podem ser feitas. Pode-se introduzir um parâmetro de comprimento de passo, kα , como 

kkkk dxx α+=+1  (66) 

onde kα é obtido pela procura em linha: minimize )( kk dxf α+ , onde kd é a direção de desci-

da à função f a kx . Se kd é a direção de descida, então a procura de linha vai resultar em um 

novo ponto com )()( 1 kk xfxf <+ . Assim, tem-se que assegurar esta condição 

0)( <∇ k
T

k dxf  (67) 

ou, pelo que se nota na (64), pode-se assegurar esta condição 
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0)()]([)( 12 <∇∇∇− −
kk

T
k xfxfxf   (68) 

 Se kd é a direção de descida, então a procura em linha resultará in um novo ponto com 

)()( 1 kk xfxf <+ . Se )(2
kxf∇  é definida positiva, então assim vai seu inverso, e a  (68) será 

satisfeita. Uma estratégia é substituir a Matriz Hessiana do problema por outra, definida posi-

tiva e simétrica, kF , que é definida como 

γ+∇= )(2
kk xfF  (69) 

onde γ é escolhido tal como todos os autovalores de kF são maiores que algum escalar . 

Métodos Quasi-Newton 

O método Quasi-Newton (QN) usa uma Matriz pseudo-Hessiana kF , mas sem calcular 

as derivadas de segunda ordem – isto é, usando informações apenas do gradiente. A atualiza-

ção da fórmula no método QN é: 

)(][ 1
1 kkkkk xfFxx ∇−= −

+ α  (70) 

onde kF  é a aproximação da Matriz Hessiana definida positiva )(2
kxf∇ . Na equação acima 

podemos ver que nós podemos trabalhar diretamente com o inverso de kF . Denotando o in-

verso como kH , podemos escrever a atualização da fórmula desta forma: 

)(1 kkkkk xfHxx ∇−=+ α   (71) 

com o tamanho do passo kα determinado pela minimização )( kk dxf α+ com respeito a α, α > 

0, onde )( kkk xfHd ∇−= . 

Pode-se obter uma aproximação das derivadas segundas usando o gradiente a dois 

pontos. Especificamente, de uma série de Taylor temos: 

Lkkkk xfxfxf δ)]([)()( 2
1 ∇+∇=∇ +  (72) 
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onde kkk xx −= +1δ . Na (72), o primeiro termo é de qualquer maneira zero para uma função 

quadrática, logo, nós podemos retirar este termo e obter 

kkkxf γδ =∇ )]([ 2   (73) 

onde )()( 1 kkk xfxf ∇−∇= +γ . A matriz H, que representa uma aproximação do inverso da 

Hessiana, é atualizada em conformidade com a  (73). Assim 1+kH tem que satisfazer a chamada 

‘condição Quasi-Newton’ 

kkkH δγ =+1  (74) 

 O método conhecido por DFP (Davidon-Fletcher-Powell [175]) é baseado em atuali-

zar H como 

TT
kk bvvauuHH ++=+1   (75) 

 À vista da (74), 

kk
T

k
T

kk bvvauuH δγγγ =++   (76) 

Escolhendo ku δ= e kkHv γ= , nós temos 1=k
Tau γ e 1−=k

Tbv γ que determinam a e b. A 

atualização DFP é agora escrita como: 

γδ
δδ

γγ
γγ

T

T

T

T
k

DFP H

HH
HH +−=+1   (77) 

 Outro atualizador do método QN é conhecido como BFGS que foi sugerido indepen-

dentemente por Broyden, Flecher, Goldfarb e Shanno [176,177,178,179] 

γδ
δδ

γδ
γγ

γδ
γδδγ

T

T

T

T

T

TT
k

BFGS

HHH
HH 








++







 +−=+ 11   (78) 

 O algoritmo BFGS é reconhecido geralmente como mais eficiente que o DFP. Contu-

do, se a pesquisa estiver sendo realizada em uma transição de estado, então o algoritmo DFP é 
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mais indicado devido as diferentes tendências das atualizações no que se refere à segmentação 

da forma definida positiva da Matriz Hessiana [180]. 

Métodos de mínimos globais 

Técnicas clássicas de otimização são confiáveis e possuem aplicações nos mais dife-

rentes campos da engenharia e de outras áreas. Porém, algumas delas podem apresentar difi-

culdades numéricas e problemas de robustez relacionados principalmente a: falta de continui-

dade das funções a serem otimizadas ou de suas restrições; funções não convexas; multimoda-

lidade; existência de ruídos nas funções; necessidade de se trabalhar com valores discretos 

para as variáveis e a existência de muitos mínimos ou máximos locais [181]. 

Assim, os métodos de busca aleatória orientada por critérios probabilísticos 

(re)surgem nos últimos anos como uma ferramenta eficaz em problemas de otimização. Isso 

se deve principalmente ao avanço dos recursos computacionais [182], pois um dos fatores li-

mitantes destes métodos sempre foi a necessidade de um número elevado de avaliações da 

função objetivo. Dos vários métodos existentes, iremos nos concentrar nos métodos mais am-

plamente utilizados: Simulated Annelaing e Algoritmos Genéticos e suas respectivas aborda-

gens clássicas. 

Simulated annealing 

O método metaheurístico conhecido por Simulated Annealing (recozimento simulado) 

é um algoritmo derivado a partir de processos de recozimento de sólidos desenvolvido por 

Metropolis [183]. A existência de uma profunda e útil ligação entre mecânica estatística (o 

comportamento de sistemas com vários graus de liberdade em equilíbrio térmico a uma tem-

peratura finita) e a otimização combinatória (que visa encontrar um mínimo de uma dada fun-

ção dependendo de vários parâmetros) foi proposta por Kirkpatrick et al [184]. 

O princípio de funcionamento do Simulated Annealing – SA – parte de uma analogia 

com a termodinâmica, mais especificamente com a maneira que líquidos resfriam e solidifi-

cam [185]. Em altas temperaturas, as moléculas de um líquido movem-se livremente em rela-

ção às demais. Se o líquido é resfriado lentamente, os átomos são freqüentemente capazes de 

se alinhar em uma estrutura cristalina específica para a formação de um cristal, o que é ilus-

trado na Figura 27. Este é o estado de menor energia do sistema, pois quando o mesmo é res-

friado lentamente, a “natureza” é capaz de encontrar o estado de menor energia. Se um líquido 
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é resfriado rapidamente, não atinge este estado de mínima energia, mas sim estados freqüen-

temente mais energéticos, como estruturas policristalinas ou amorfas. Portanto, a essência do 

processo é um resfriamento lento, permitindo um amplo intervalo de tempo para a redistribui-

ção dos átomos na medida em que estes perdem mobilidade [167]. 

(a) (b) 

  
Figura 27: Representação da transição dos átomos de (a) uma estrutura desordenada submetida a uma alta tem-
peratura para (b) uma estrutura ordenada com baixa temperatura. Este processo é obtido resfriando-se o sistema 

lentamente. 

A “natureza” parece ter um algoritmo que garante a possibilidade de encontrarmos um 

mínimo global de uma função. Este algoritmo tem como fundamento a probabilidade (P) de 

distribuição de Boltzmann 








 ∆−∆
Tk

E
EP

b

exp~)(   (79) 

que expressa a idéia de que um sistema, em equilíbrio térmico, a uma temperatura T, tem a 

sua energia distribuída probabilisticamente entre os diferentes estados de energia E. Mesmo 

em baixas temperaturas, existe uma chance, ainda que pequena, do sistema estar em um esta-

do de alta energia. Portanto, existe uma chance grande do sistema correspondente sair de um 

mínimo local em favor de encontrar um melhor, mais global.  O termo kb (constante de 

Boltzmann6) da  (79) é uma constante da natureza que relaciona a temperatura com a energia. 

[193]. 

No SA, os parâmetros do algoritmo são: a função custo (que representa a energia do 

sistema); as variáveis do projeto (que descrevem a configuração) e a temperatura (que é o pa-

                                                 

6 O valor da constante de Boltzmann é de 1,3806504(24) x 10-23 J/K. 
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râmetro de controle). Podemos acompanhar a relação entre os parâmetros através da Figura 

28. 

 

Figura 28: Fluxograma do AS. Adaptado de [194]. 

Os parâmetros de controle para iniciar o procedimento são: a função objetivo F(X), as 

variáveis de projeto iniciais (X), o número de variáveis de projeto, a temperatura inicial Ti, a 

temperatura final Tf, o número de iterações para cada temperatura, o número de temperaturas 

ntemp, o número de avaliações da função objetivo (que deve ser grande para uma aproximação 

global) e o critério de parada [194]. A configuração inicial das variáveis de decisão é adotada 

como centro. O valor inicial da função objetivo adotado como o melhor valor. 
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Em cada passo do algoritmo, é dado um deslocamento aleatório a um átomo, o que 

implica em uma nova energia do sistema, ∆E. Uma configuração com energia E1 pode ter seu 

nível de energia aumentado para E2, com uma probabilidade igual a descrita na  (79). 

No início da busca, a temperatura T é alta e movimentos de subida e descida são acei-

tos quase com a mesma probabilidade. Como durante a busca a temperatura é reduzida, perto 

do seu fim há maior probabilidade de movimentos de descida em relação aos de subida. 

Gera-se um número randômico r, uniformemente distribuído no intervalo [0,1]. Se es-

te número for menor ou igual à função probabilidade, a nova configuração é aceita. Após al-

gumas tentativas, o melhor valor da função é chamado de centro, em torno do qual ocorrem as 

perturbações na próxima temperatura. Esta por sua vez é então reduzia e novas tentativas são 

executadas.  

No próximo passo, gera-se um número randômico r e as variáveis de projeto são mo-

dificadas (procedimento chamado de ‘agitar’) 

rTcentrox *+=  (80) 

O algoritmo geralmente inicia com valor de temperatura alto, o qual é reduzido lenta-

mente, até que o sistema “resfrie”. Esta redução é feita utilizando um fator r t: 

,* trTT =   10 << tr  

Sendo: 1

ln

−










= temp

i

f

n

T

T

t er  

 (81) 

Este procedimento ocorre de forma contínua até escaparmos de um mínimo local. Ao 

final do processo é possível que se obtenha um mínimo global.  

O SA possui vantagens distintas como abordagem de otimização global. É um algo-

ritmo relativamente simples de representar em linguagem computacional e possui um número 

pequeno de parâmetros de controle. Teoricamente, o SA garante encontrar o mínimo global 

depois de um infinito número de passos de temperatura. Porém, na prática, o mínimo global 

muitas vezes pode ser localizado em um finito número de etapas, embora a convergência seja 

geralmente lenta para sistemas com um número grande de componentes [186]. Alternativas a 

este problema estão relacionadas com o processamento paralelo do algoritmo, que permite a 
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aplicação do método a sistemas complexos [187]. Destaca-se também a combinação do méto-

do com outros, tais como simplex, utilizado para ajustar parâmetros de potenciais simples a 

partir de uma superfície de energia [188]. 

Algoritmos Genéticos 

Algoritmos Genéticos – AG – são métodos de otimização inspirados nos mecanismos 

de evolução de populações de seres vivos – evolução Darwiniana [189]. A linguagem dos AG 

é ‘emprestada’ da genética biológica e os conceitos são, até certo ponto, muito parecidos (veja 

Figura 29). 

 

Figura 29: Representação dos termos ‘emprestados’ da genética biológica num AG binário 

Uma analogia simples que evidencia a essência do processo de otimização a partir de 

AG é o ajuste da imagem de uma televisão. Ao mexer na antena, a qual tem a função de cap-

tar o sinal da programação, o telespectador procura aleatoriamente a melhor posição que cor-

responde a melhor imagem. Num processo interativo, depois de algumas alterações de posi-

ção, acha-se a configuração que corresponde a melhor imagem.  

O surgimento dos AG deu-se por volta de 1950 quando vários biólogos usavam técni-

cas computacionais para a simulação de sistemas biológicos. Entre 1960 e 1970, na Universi-

dade de Michigan, sob a direção de John Holland [190], iniciou-se o estudo de AG como os 

conhecidos atualmente. David Goldberg apresentou, na década de 80, a solução de complexos 

problemas de engenharia usando AG, o que ajudou o método a se tornar popular entre os pes-

quisadores [191]. 

Cada cromossomo no AG é composto de unidades ou elementos, e cada um por sua 

vez equivale a um gene, disposto em uma seqüência linear e binária, conforme a Figura 29 

ilustra. Por exemplo, sendo n o número de variáveis (genes) e cada gene com um comprimen-
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to m, então, uma função de duas variáveis f(x,y), n = 2, será representada através de um cro-

mossomo com dois genes. Seja m = 7, tem-se o cromossomo representado na Figura 30: 

 

Figura 30: Representação de um cromossomo com n = 2 e m = 7. 

O primeiro passo de um AG típico é a geração de uma população inicial de cromos-

somos, que é formada por conjuntos aleatórios que representam possíveis soluções do pro-

blema a ser resolvido. A partir da população inicial, desenvolve-se nova população mediante a 

execução de operadores, dos quais podemos destacar a adaptabilidade (reprodução), cruza-

mento e mutação [192]. Podemos acompanhar este mecanismo por meio do fluxograma apre-

sentado na Figura 31. 

 

Figura 31: Fluxograma do AG – adaptado de [194]. 

A reprodução, também chamada de adaptabilidade, é um processo que será atribuí-

do às cadeias que possuem maior valor objetivo e, portanto, uma probabilidade mais elevada 

de contribuir à geração seguinte, criando pelo menos um descendente. Quanto maior for o va-
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lor da função objetivo, maiores serão as chances do indivíduo ‘sobreviver’ no ambiente e ‘re-

produzir-se’ passando parte de seu ‘material genético’ a gerações posteriores. 

O cruzamento (crossover) no AG de otimização pode ocorrer de diversas maneiras. 

Vejamos uma delas. Considerando um ponto k que define a posição de cruzamento na cadeia 

de bits de cada cromossomo escolhido aleatoriamente. A quantidade de cromossomos a ser 

submetida ao processo de cruzamento é definida através da probabilidade de cruzamento (pc), 

especificada no algoritmo pelo usuário. Cada cadeia é partida neste ponto k e todas as infor-

mações do cromossomo C1, a partir do ponto escolhido, são copiadas para o cromossomo C2, 

e vice-versa, conforme ilustrado na Figura 32. 

 

Figura 32: Exemplo do mecanismo de cruzamento em um AG. 

Por fim, temos o mecanismo de mutação que é uma modificação aleatória do valor de 

um alelo da cadeia. Caso o alelo escolhido seja zero, este passa a ser um e vice-versa, con-

forme esquematizado na Figura 33. 

 

Figura 33: Exemplo de mecanismo de mutação em um AG. 

Recapitulando, cada iteração do AG, denominada de geração, é composta pela execu-

ção dos operadores (reprodução, cruzamento e mutação).  Após algumas gerações, uma gera-

ção (ou um conjunto de gerações) satisfatória surgirá como mais bem adaptada, ou seja, são 

escolhidos os pontos do espaço de trabalho que correspondem ao maior (ou menor) valor da 

função objetivo [193,194].  

Os AG são aplicados a uma gama grande de problemas, como a proposição de confi-

gurações moleculares de macromoléculas, tais como proteínas [195]. Destacamos alguns su-

cessos com aplicações de AG em Ciências dos Materiais, em especial na simulação computa-

cional [196], principalmente no que diz respeito à otimização da geometria molecular [197], 

previsão de novas fases [198,199] e na busca de parâmetros de potenciais interatômicos [200]. 
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Comparando SA com AG 

Ambos os algoritmos, SA e AG, têm como característica em comum a similaridade 

com processos da natureza. Devido ao grande número de análises da função objetivo, forne-

cem uma grande probabilidade de encontro de um ponto de grande proximidade com o de mí-

nimo global da função, fugindo de mínimos locais. Apesar de lentos, produzem solução para 

problemas difíceis, o que é compensador, pois, em casos complexos, algoritmos de outras na-

turezas (de primeira e segunda ordem, por exemplo) muitas vezes falham. Esta lentidão, não 

obstante, pode ser superada pela implementação dos algoritmos em cluster de computadores 

diminuindo o tempo de resposta. 

Apesar de algumas comparações existentes terem sido feitas entre aplicações dos algo-

ritmos em problemas particulares, o que dificulta a análise [186], além do fato dos algoritmos 

serem similares, é possível apontar distinções gerais. Destacam-se primeiramente as vanta-

gens do SA sobre o GA. A maior delas está relacionada com a convergência, em que o SA 

apresenta uma prova formal que convergiu, o que não acontece com o AG, que apresenta ge-

ralmente um conjunto de possíveis soluções ótimas. Outro aspecto importante é que SA aceita 

conformações apararentemente piores de acordo com uma probabilidade de distribuição de 

energia. Isto contrasta com do AG, em que novas conformações são sempre aceitas, sendo que 

esta característica pode levar a ‘perda’ e ‘danificação’ de boas conformações [201]. 

Já em relação às vantagens do AG sobre SA, podemos apontar que o AG mantém uma 

população de candidatos para a solução do problema, ao passo que o SA gera apenas uma so-

lução. A forma como o AG gera os seus candidatos à solução do problema leva em considera-

ção componentes críticos de soluções anteriores para a geração de novas soluções, as quais 

podem ser combinadas através de cruzamentos, o que pode gerar soluções de ótima qualidade, 

enquanto do SA conserva apenas uma solução para o espaço explorado e esta é limitada à vi-

zinhança imediata. [201] 

Outro aspecto é a paralelização em cluster de computadores para diminuir do tempo 

de processamento. O AG possui uma boa adaptabilidade ao processamento em paralelo, en-

quanto que o SA trabalha melhor em processamento serial, e quando processado em paralelo 

não gera significativas melhoras no tempo de processamento [202]. Testes comparando SA e 

AG em paralelo para vários problemas clássicos, como o do Caixeiro Viajante [203], por e-

xemplo, geraram resultados melhores com o AG [204]. Por fim, destacam-se algumas propos-
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tas de algoritmos híbridos (que combinam características de SA e AG) aplicados a sistemas 

computacionais em paralelo [205,206]. 

Apêndice C: GULP 

O programa GULP (General Utility Lattice Program) é um código escrito em lingua-

gem Fortran 90 pelo Dr. Julian D. Gale, professor de Química Computacional no Instituto de 

Pesquisas Nanoquímicas da Universidade de Curtin, Austrália [207]. Seu uso é autorizado 

pelo autor para fins acadêmicos, mediante solicitação via e-mail.  

O programa originalmente compilado para ser executado no sistema operacional Li-

nux e atualmente encontra-se na versão 3.1 [180]. O GULP vem sendo utilizado em uma série 

de aplicações em simulação computacional envolvendo o estado sólido [208,209,210], das 

quais destacamos os trabalhos relacionados a materiais com ETN [33,34]. No website da Ac-

celrys está disponível uma relação completa de artigos publicados que fizeram referencia ao 

programa [211].  

Seu código original foi escrito para facilitar o ajuste de PI a partir de hipersuperfície 

de energia e/ou dados experimentais. Porém, hoje constitui uma poderosa ferramenta para so-

lução de problemas de matéria condensada. Seu funcionamento baseia-se na geração de um 

arquivo de entrada com informações a respeito do material (parâmetros de rede, posições a-

tômicas e grupo espacial, por exemplo), potenciais interatômicos descrevendo a interação en-

tre dois, três e mais corpos (atualmente é possível descrever a interação de até seis corpos) e 

palavras-chave associadas a comandos do programa e seus respectivos parâmetros. Na Figura 

34 temos um exemplo da estrutura de um arquivo de entrada do programa GULP para o cál-

culo das propriedades da alumina (α-Al 2O3) [212]. 
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Figura 34: Exemplo de um arquivo de entrada do programa GULP para o cálculo das propriedades da Alumina 
(α-Al 2O3).  

Depois de constituído o arquivo de entrada, basta executar o programa fornecendo os 

nomes dos arquivos de entrada e saída. No arquivo de saída constam as informações solicita-

das no arquivo de entrada. O conjunto de potenciais propostos reproduz satisfatoriamente os 

parâmetros de rede, posições atômicas e constantes elásticas da α-Al 2O3 [213]. 

Apesar de sua ampla utilização e capacidade já demonstrada nos inúmeros artigos ci-

entíficos que fizeram uso deste programa, o ajuste de parâmetros dos PI através do GULP pa-

ra o α-ZrW2O8 torna-se inviável, pois este procedimento está implementado no programa para 

ser executado apenas em um computador, não estando, portanto, preparado para ser executado 

em paralelo, por uma série de computadores constituindo um cluster, o que se torna necessá-

rio para compostos com muitos átomos, como o α-ZrW2O8, que nesta fase possui 44 átomos 

por cela unitária.  Devido a isto, o GULP foi utilizado apenas para a otimização da estrutura e 

cálculo das propriedades e o processo de ajuste dos parâmetros foi realizado com outro pro-

grama, através de um método de minimização em linha, o descrito na seção 3.3 desta disserta-

ção. 

Apêndice D: Lei de Hooke generalizada 

A relação entre a deformação de um corpo tridimensional e a tensão a qual este é 

submetido é dada denominada Lei de Hooke generalizada [214]: 
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klijklij c εσ =  (82) 

onde σ é o tensor de tensão, c é o tensor de elasticidade e ε é a deformação. Em princípio, são 

necessários 81 componentes para descrever por completo o comportamento elástico de um 

corpo, porém, por relações de simetria, estes componentes podem ser reduzidos a 36, agrupa-

dos em uma matriz 6x6. Aplicando-se a notação de Voigt, temos: 

 

Figura 35: Componentes do tensor de tensão. 

Escrevendo a (82) em uma matriz, temos: 
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  (83) 

Para um sistema cúbico, por relações de simetria, há apenas três constantes elásticas 

independentes. C11, C12, e C44.  
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As constantes elásticas podem ser calculadas como as derivadas segundas da densida-

de de energia relativa a uma deformação, ε [215]: 

Xji
ij

U

V
C 














∂∂
∂=

εε

21
, (84) 

em que pode-se calculá-la a temperatura constante( isotérmica, X= T) ou a entropia constante 

(adiabática, X = S). Nossos cálculos foram feitos em condições adiabáticas.  
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