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RESUMO

Esta dissertagao desenvolve uma abordagem capaz de melhorar a qualidade de ima-
gens oriundas de tomdgrafos por impedancia elétrica. Para tanto, propde-se a apli-
cacdo do método de Minimos Quadrados Ponderados, alternativamente a solucdo
via Minimos Quadrados, largamente utilizada pela literatura. A solu¢do proposta
utiliza um modelo de pesos variante no espaco, no qual os valores de impedéancia
estimados, de cada elemento da malha de elementos finitos, é fungdo da distancia
entre o elemento e o eletrodo de medicao. Esse modelo se baseia nas linhas de campo
elétrico no plano tomografico para ponderar o erro de medigao realizado por um ele-
trodo/canal de medicao. Os resultados obtidos com simulagbes permitem concluir
que a abordagem proposta é capaz de aproximar a forma e a posi¢do dos objetos
de interesse. Obteve-se melhoras nao sé na resolucio espacial das imagens, mas, de
forma geral, no erro de posicionamento, deformagao de forma e oscilagao; em com-
paracdo a solucdo de Minimos Quadrados. Portanto, em relacdo a baixa resolucao
das imagens, que é um dos principais problemas da técnica de Tomografia por Impe-
dancia Elétrica, a abordagem proposta neste trabalho é promissora na reconstrugdo
de imagens.

Palavras-chaves: Problema Inverso. Tomografia por Impedancia Elétrica. Mini-
mos Quadrados Ponderados. Modelo de pesos.



ABSTRACT

This dissertation develops an approach able to improve the quality of least squares
image reconstructions from electrical impedance tomography. Thereupon, it is pro-
posed the application of the weighted least squares method, alternatively to the least
squares solution, widely used in the literature. The proposed solution uses a spacial
variant weights model in which the estimated impedance values of each element from
the finite element mesh is a function of the distance between the element and the
measuring electrode. This model predicts the electric field lines in the tomographic
plane to weight the measurement error performed by an electrode/measurement
channel. The results obtained with simulations allow to conclude that the proposed
approach is able to approximate the shape and position of the objects of interest.
Improvements were obtained not only in the spatial resolution of the images, but,
in general, in the positioning error, shape deformation and oscillation; in compari-
son to the least squares solution. Therefore, in relation to the low resolution of the
images, which is one of the main problems of the technique of electrical impedance
tomography, the proposed approach is promising for image reconstruction.

Key-words: Inverse Problem. Electrical Impedance Tomography. Weighted Least
Square. Weights model.
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1 INTRODUCAO

Vérios tipos de tomografias evoluiram desde a década de 1980 (LYTLE; DINES,
1978), (BATES; MCKINNON; SEAGAR, 1980), (DINES; LYTLE, 1981) com o objetivo
de fornecer solugoes alternativas de baixo custo em aplicacoes clinicas, geofisicas e indus-
triais. Dentre essas técnicas, se destacou a Tomografia por Impedéncia Elétrica — TIE (do
inglés, Electrical Impedance Tomography) (WANG, 2005), (WILKINSON et al., 2005) que
permite uma instrumentacao segura e de baixo custo.

A TIE é uma técnica, nao invasiva, de imageamento das propriedades elétricas de
estruturas internas de um corpo. O objetivo é obter a distribuicdo de impedéancia (ou
admitancia) no dominio de interesse, que pode ser estimada pela injecao de correntes
elétricas ou pela aplicacao de potenciais elétricos no dominio e pela medig¢ao de potenciais
ou correntes por meio de varios eletrodos que sao alocados no contorno do dominio.

Em um sistema tipico, o conjunto de medi¢ées de potencial elétrico é obtido a
partir da superficie de um volume condutivo (Figura 1), enquanto ele é submetido a
uma sequéncia de padrdes de corrente de baixa frequéncia (menor que 100 kHz). Os
niveis de corrente elétrica sao limitados por motivos de seguranca e definidos pela norma
IEC60601-1:2015 (IEC60601-1, 2015). A injegao do sinal de excitagao é realizada por um
determinado par de eletrodos na superficie do volume condutor, ao passo que a resposta ao
estimulo é adquirida por outros pares de eletrodos. Por fim, as respostas sdo processadas
por um algoritmo de reconstrucgao, gerando uma imagem de um plano tomografico baseada
na distribui¢do de impedancia da secao transversal do volume condutor circundado pelo
plano dos eletrodos (WANG et al., 2012).

Por simplicidade, o termo “admitividade” é usado para descrever a propriedade
elétrica complexa de um volume condutivo, cujas partes real e imaginaria sao, respecti-
vamente, medidas de condutividade e susceptibilidade em um determinado ponto dentro
do volume. Em TIE, foi convencionado o termo “impedancia”, ainda que, de fato, o que
¢é estimado pelo método é a distribuicao de admitancia dentro do volume.

A Tomografia por Impedancia Elétrica pertence a uma familia de modalidades de

imagens eletromagnéticas, juntamente com técnicas como: Tomografia por Capacitancia
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Elétrica (HUANG et al., 1992), (XIE et al., 1992) e Tomografia por Inducao Eletromag-
nética (GRIFFITHS, 2001), (NORTON; BOWLER, 1993). Os conceitos praticos da TIE
foram apresentados em aplicagoes geofisicas em 1911 (ALLAUD; MARTIN, 1977), quando
a técnica inicialmente foi chamada de Tomografia por Resisténcia Elétrica (TRE). Ima-
gens geradas por TRE indicavam a presenca de minérios e movimento de liquidos (dguas
subterraneas e lixivia¢ao).

Figura 1 — Sistema de Tomografia por Impedéancia Elétrica tipico.

Medicoes

j:>:

Aquisicdo de Dados
&
Sistema de Controle

o .
Sinais de
: Controle 4 -‘l

Imagens Reconstruidas

Eletrodos

Fonte: Adaptado de WANG et al. (2012).

O interesse clinico na técnica de TIE comegou no final da década de 1970 (HEN-
DERSON; WEBSTER, 1978) e focou-se em obter imagens do abdémen, cérebro e mama.
A primeira técnica clinica de imagens por impedancia elétrica foi proposta por Hender-
son, Webster e Swanson (1976) e por Henderson e Webster (1978) que projetaram o que
chamaram de “camera de impedancia”, baseada no principio da tomografia por raios X,
no entanto, a resolucao espacial foi menor do que a de raios X.

Brown, Barber e Freeston (1983) propuseram uma nova estratégia de medigao para
a TIE e a refinaram em (BROWN; BARBER, 1985), que ficou conhecida como “eletrodo
adjacente” ou par vizinho, e é utilizada até hoje. O primeiro tomdgrafo por impedancia
elétrica comercial para pesquisa médica surgiu em 1987 e ficou conhecido como sistema
Sheffield APT (Applied Potential Tomography) (BROWN; SEAGAR, 1987). Dez anos

depois, em 1997, foi langado o primeiro tomégrafo comercial para processos industriais
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que foi chamado de sistema Manchester (WANG; DICKIN; BECK, 1993).

Diversos sistemas (Tabela 1) foram desenvolvidos nas tltimas trés décadas por gru-
pos de pesquisas e foram disponibilizados comercialmente, principalmente, para atender
demandas de uso clinico e industrial.

Tabela 1 — Histérico dos principais tomdgrafos por impedancia elétrica.

Autores Instituicao Projeto Area
Brown e Seagar (1987) Universidade de Sheffield MARK I Biomédica
Brown et al. (1994) Universidade de Sheffield MARK III  Biomédica
Wilson et al. (2001) Universidade de Sheffield MARK III.5  Biomédica

Lidgey et al. (1992)  Universidade de Oxford Brookes ~OXPACT-II  Biomédica
Zhu et al. (1994) Universidade de Oxford Brookes OXPACT-III Biomédica

Newell et al. (1988),
Gisser et al. (1991) e  Instituto Politécnico Rensselaer ACT-III Biomédica
Cook et al. (1994)

Lima et al. (2007) Universidade de Sao Paulo TIMPEL  Biomédica
Wang et al. (1993) Universidade de Manchester MARK I-b  Industrial
Ma et al. (2003),
Wang et al. (2005) e Universidade de Leeds FICA Industrial
Schlaberg et al. (2008)
Jia et al. (2010) Universidade de Leeds ERT Industrial
Cilliers et al. (2001) e  Universidade de Manchester e - Industrial

Wilkinson et al. (2005) Universidade de Cape Town

Fonte: Adaptado de BOONE; BARBER; BROWN (1997).

As técnicas de tomografia sdo comumente divididas em de campo macio (tradu-
¢ao livre do inglés, soft field), como a Tomografia por Impedancia Elétrica, e de campo
duro (hard field), como, por exemplo, a Tomografia Computadorizada (TC) de raios X
amplamente estabelecida no campo de imagens de alta resolucao.

Na TC, feixes paralelos sao guiados para o corpo a partir de uma fonte de raios
X, enquanto detectores dispostos no outro extremo do corpo (Figura 2-(a)) medem os
feixes atenuados a medida que esses transpassam diferentes meios. Este procedimento é
repetido, girando-se fonte e detector ao redor do corpo sob analise. Em sequéncia, imagens

da distribuicao do feixe atenuado dentro do corpo sao geradas utilizando algoritmos de
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reconstrucao.

Nos métodos de campo duro, os raios X se propagam em linha reta através do corpo,
e a absorc¢ao de um ponto do corpo pode ser completamente independente da absorcao em
outro ponto. O arranjo geométrico da TC de raios X permite medir a atenuagao ao longo
de cada diregao do feixe colimado. Isso reduz a reconstrucao de imagens a um problema

linear com matrizes de sensibilidade esparsas e bem condicionadas (RADON;, 1917).

Figura 2 — Diferenca entre campo duro e campo macio.

(a) Campo duro. (b) Campo macio.
o, l:___h-. r x‘\‘ -:__h'-
|'Ilj —y L_‘ B -,
raio x 4 p— detector - —
T ol . o
P - 4 B | v 2y v,
e, eletrodo (\ \ eletrodo
Sy -

Fonte: Adaptado de MENIN (2009).

Por outro lado, na TIE, ou em qualquer radiacao eletromagnética de baixa frequén-
cia, tem-se um comprimento de onda tao longo que uma representacao eletrostatica é mais
apropriada para descrever o campo em todo o corpo. E inerente & abordagem do campo
macio que a intensidade do campo em qualquer ponto seja uma funcao da distribuicao
das propriedades elétricas em todo o corpo (Figura 2-(b)). Como o campo é modificado
em todo o corpo, os valores dos potenciais elétricos medidos em um determinado local de
fronteira sob um dado padrao de excitagao é uma func¢do nao linear da distribuicao dos
parametros elétricos em todo o corpo. Isso torna o problema de reconstrugao associado
menos facil de ser resolvido se comparado com técnicas que utilizam hard field e isso pode

ser visto como uma desvantagem.
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1.1 MOTIVACAO DO TRABALHO

O interesse no assunto pode ser constatado pela acentuada taxa de publicagoes
em TIE apoés os anos 2000. Numerosos artigos de revisao foram publicados em diversos
aspectos: revisoes com foco no problema matemético (BORCEA, 2002), (UHLMANN,
2009), (ADLER; GABURRO; LIONHEART, 2016); aspectos clinicos (DIJKSTRA et al.,
1993) e revisoes gerais (BROWN, 2003), (HOLDER, 2004), (ADLER; BOYLE, 2017).

Atualmente, a capacidade de se obter uma imagem do interior de um objeto torna
a TIE uma ferramenta com importantes aplicacoes em diferentes areas. Na area clinica,
apresenta possibilidades: no monitoramento de érgaos como pulmao (HAHN et al., 1995),
atividade cardiaca (VONK-NOORDEGRAAF et al., 2000), cérebro (ABBOUD et al.,
1995), fungdo gastrointestinal (MANGNALL et al., 1987) e na geragdo de imagens para
deteccao de cancer (ASSENHEIMER et al., 2001), (CHEREPENIN et al., 2001), (BOR-
SIC et al., 2009). Na geologia, pode ser uma ferramenta de prospecgao de novos depésitos
subterraneos de jazidas incrustadas em diversas formacoes rochosas e na extracao de
petréleo (BRADY et al., 2009).

Na engenharia, a técnica pode ser utilizada para monitorar o fluxo de gases, liqui-
dos ou bolhas no interior de dutos (XIE; ATKINSON; LENN, 2007), na determinacao de
reagentes em solugoes liquidas armazenadas em recipientes fechados (KANTARCI; BO-
RAK; ULGEN, 2005) e em testes ndo destrutivos em materiais, como na detecgao de
corrosao e pequenas fissuras em metais (VILHUNEN, 2002).

Com um custo aproximado de apenas uma fragdo do preco de um scanner de
tomografia computadorizada moderno (MENIN, 2009), um equipamento de TIE é uma
ferramenta de imagem portétil que cabe facilmente em uma linha de producao industrial
para controle de processo ou em uma sala de operagao para monitoramento de pacientes
em tempo real.

No entanto, a precisao é severamente afetada pela nao linearidade no problema
de reconstrucao da imagem, no sentido de que mesmo grandes melhorias nas medig¢oes
geram pequenas melhoras na qualidade das imagens (BORCEA, 2002). De modo anélogo,

a imagem reconstruida pode ser vista como uma fonte de informacao que visa responder
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a certas questoes sobre as propriedades elétricas internas de um determinado volume.
Neste contexto, uma imagem de uma resolucdo razoavelmente baixa é, portanto, uma
fonte limitada de informacao.

Uma das principais dificuldades na reconstrucao de imagens de TIE consiste na
solugdo de um problema inverso mal posto (HANSEN, 1998), ou seja, ndo ha uma tnica
distribuicao de admitividade para um determinado conjunto de potenciais elétricos em
eletrodos de superficie e o resultado é altamente dependente dos dados de entrada. Esse
desenvolvimento matematico do problema inverso em TIE data de meados de 1980 (CAL-
DERON, 1980).

A maioria dos algoritmos numéricos existentes de TIE, requer o calculo de uma
matriz de sensibilidade que relaciona as perturbacoes da admitancia no interior do domi-
nio com as perturbagoes nos dados de contorno, mas entre eles ha uma grande diversidade
quanto a forma como essa matriz é manuseada. Em geral, a matriz de sensibilidade (Ja-
cobiano) é fortemente mal condicionada com relagdo & inversao e, como tal, necessita
de algoritmos que imponham restricoes de regularizacao e de informacoes prévias para
preservar a exclusividade e a estabilidade da solugao. Os algoritmos mais atuais, segundo

Vallejo (2013), podem ser classificados como:

e Métodos por linearizagao — supoe-se que a perturbacao da admitividade tem uma
pequena variagao em relacao a distribuicao de admitividade homogénea do dominio
(POLYDORIDES, 2002). Exemplos: Matriz de Sensibilidade (BAGSHAW et al.,
2003), método Backprojection (CHEREPENIN et al., 2002) e o NOSER (Newton’s
One-Step Error Reconstructor) (CHENEY et al., 1990);

e Métodos iterativos — o problema inverso é tratado como um problema de mini-
mizacao, que estima uma distribuicao de admitividade, ao minimizar a diferenca
entre os potenciais elétricos simulados e os potenciais medidos no contorno do corpo
(DOBSON, 1992). Esse método utiliza técnicas de regularizacdo para reduzir as
oscilagoes na solu¢do (ADLER; GUARDO, 1996), como a regularizagao Tikhonov-
Phillips (VAUHKONEN et al., 1998) e Total Variation (BORSIC; MCLEOD; LIO-
NHEART, 2001). Exemplo: método Newton-Raphson (KALLMAN; BERRYMAN,
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1992), (EDIC et al., 1998);

e Inversdo (Bayesiano) — a ideia é formular o problema inverso de admitividade como
um problema estatico, no qual os potenciais elétricos e a distribuicao de admitivi-
dade sao modelados como varidveis randomicas (NISSINEN; HEIKKINEN; KAI-
PIO, 2008). Exemplo: método Simulated Annealing (MARTINS et al., 2012) e algo-
ritmos genéticos (ROLNIK; SELECHIM, 2006);

e Layer Stripping — a admitividade é determinada perto do contorno por meio dos
dados coletados na fronteira e para um ntumero finito de camadas, que discretizam o
dominio. Os dados no contorno sao recalculados para a camada proxima ao contorno
do dominio utilizando a equagdo de Ricatti. O processo ¢é repetido, estimando a

admitividade camada por camada, reconstruindo as camadas do contorno para o

interior do corpo (SOMERSALO et al., 1991);

e Método D-bar — caracteriza-se por encontrar a solu¢ao do problema inverso por meio
das Complex Geometrical Optics Solutions (CGO) e da teoria Inverse Scattering.
O método permite a reconstrucao nao linear em um sé passo e sem estimar ad-
mitividades intermedidrias (ISAACSON et al., 2004), (DEANGELO; MUELLER,
2010).

Os sistemas mais antigos utilizavam o método Backprojection (BROWN; SEA-
GAR, 1987), que é baseado nos métodos por linearizagdo e a maioria dos trabalhos ex-
perimentais anteriores a esta década basearam-se neste algoritmo e no método Layer
Stripping. Atualmente, segundo Adler e Boyle (2017) a abordagem de reconstrugao por
métodos iterativos, com alguma regularizacao, ¢ a técnica mais comum na literatura.

Por fim, apesar de todos os avangos em software e hardware, ainda a qualidade
das imagens reconstruidas pela tomografia por impedancia ¢é inferior aos demais méto-
dos de imageamento ja estabelecidos, tais como a ressonancia magnética e a tomografia

computadorizada por raios X (ADLER; BOYLE, 2017).
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1.2 CONTRIBUICAO DO TRABALHO

Nesta dissertacao, com vistas a obter imagens de TIE com melhor qualidade, é
aplicada a abordagem de Minimos Quadrados Ponderados com Regularizagao (do inglés,
Regularized Weighted Least Square - RWLS) para estimar a distribui¢do de admitividade
dentro do dominio. Ainda que outros trabalhos sugiram o emprego desse método em pro-
blemas de TIE (KALLMAN; BERRYMAN, 1992), (KIM et al., 2000), (LEI et al., 2008),
(GREGOR; FESSLER, 2015), (MAMATJAN et al., 2013), (CHITTURI; FARRUKH,
2017), dentro da revisao bibliografica apresentada neste trabalho nao é possivel encontrar
a efetiva aplicacdo do método®.

Neste trabalho, é proposto um modelo de pesos espacialmente variante como pon-
deracao do erro quadratico. Pressupoe-se que medigoes realizadas proximas aos pares de
eletrodos sdo mais confiaveis em relacao a medidas realizadas longe da fonte. Em ou-
tras palavras, atribui-se pesos aos possiveis erros de medidas realizadas por cada par de
eletrodo. A dissertagdo inova no modo de construc¢ao da matriz de pesos ao propor que
valores de impedancia estimados, para cada elemento da malha de elementos finitos, se-
jam uma fung¢ao da distancia entre o elemento e o canal de medicao, seguindo um modelo
deterministico de pesos variante no espaco que prediz as linhas de campo elétrico no plano

tomografico.

1.3 OBJETIVOS

O objetivo principal desse trabalho é desenvolver um algoritmo capaz de melhorar
a qualidade de imagens oriundas de tomégrafos por impedancia elétrica em relagdo ao

estado-da-arte. Como objetivos secundarios da pesquisa proposta, menciona-se:

O1. Obter um método de reconstrucao de imagens com custo computacional compativel

com os existentes;

02. Avancgar a ezpertise do Grupo de Pesquisas em que este trabalho se insere sobre

Tomografia por Impedéancia Elétrica.

L Note-se que o trabalho de Kallman e Berryman (1992) ndo apresenta, sequer, uma se¢io de resultados.
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1.4 ORGANIZACAO DO TEXTO

O trabalho esta organizado em quatro capitulos. No Capitulo 2, é apresentada a
formulacao matematica, problema direito e o problema inverso da Tomografia por Im-
pedancia Elétrica. Na Secao 2.1, sdo descritos os padroes de excitacdo e medigao, apre-
sentados os principais componentes de um tomégrafo tipico de TIE, e caracterizadas as
estratégias de medigoes mais utilizadas. Na Secao 2.2, é descrito o problema direto, modelo
matematico classico a partir das equagoes derivadas de Maxwell, descreve-se a metodolo-
gia do método de elementos finitos, o Jacobiano e sao indicados os principais algoritmos
aplicdveis. Na Se¢ao 2.3 é apresentado o problema inverso (reconstrucao), problema in-
verso mal posto, da TIE e algoritmos que resolvem esse tipo de problema, em especial o
método de Gauss-Newton. Na Secao 2.4, é descrita a métrica de avaliacdo proposta em
(ADLER et al., 2009). Sugere-se ao publico familiarizado com a técnica de Tomografia
por Impedéncia Elétrica a leitura das Segoes 2.3 e 2.4, sendo essa tultima opcional para
quem ji leu o artigo (ADLER et al., 2009). Leitores com alguma noc¢ao de problema
inverso mal posto, mas que nao tiveram contato com a TIE, podem ler as Secoes 2.1,
2.2 e 2.4 (opcional). Para as demais pessoas, recomenda-se a leitura do Capitulo 2 por
inteiro. No Capitulo 3, é descrita a abordagem proposta. No Capitulo 4, sdo apresentados
resultados de simulagdo com imagens sintéticas e medigoes reais. Por fim, no Capitulo 5,

é apresentada uma discussao final seguida da proposta de trabalho futuro.
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2 REVISAO DA LITERATURA

A Tomografia por Impedéncia Elétrica (TIE) pode ser vista como um problema de
estimacao de parametros que representam um dominio de distribuicoes elétricas, supondo
que os padroes de excitagao e as medicoes sejam conhecidas. Em geral, a literatura separa

o problema da TIE em dois:

e Problema Direto — define a distribui¢ao das propriedades elétricas no dominio, a

partir dos padroes de excitacao, para calcular as respostas elétricas nos eletrodos;

e Problema Inverso (ou reconstrucao) — conhecido o sinal de resposta nos eletrodos e

o padrao de excitagao, procura-se a distribuicao elétrica interna do dominio.

Esta revisao descreve desde o principio fisico até a avaliagao das imagens em TIE. O
roteiro da Figura 3 mostra os principais passos pelos quais um sistema classico interpreta
as medidas das propriedades de interesse e esclarece como os componentes do sistema se
relacionam entre si.

Figura 3 — Roteiro de geracao de imagens em TIE.

Problema Problema Inverso
Direto (Reconstrucao) Imagens

Excitacao e

Medigao

Fonte: Autor (2019).

2.1 PADROES DE EXCITACAO E MEDICAO

A Figura 4 mostra um diagrama de blocos do sistema de hardware envolvido em
um sistema tipico de TIE. Uma forma de onda é criada por um oscilador, que modula
uma fonte varidavel (em amplitude e frequéncia) com uma saida de alta impedancia. Esse
sinal ¢ multiplexado para os eletrodos no contorno do objeto. No objeto, os eletrodos
de medicao sao conectados a um amplificador de instrumentacao, e em seguida a saida

amplificada é demodulada e convertida em valores digitais para posterior processamento.
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Figura 4 — Diagrama em blocos do hardware da TIE.

— [ Oscilador ] <«— Padrio de Excitacéo
D/A
[ Fonte ] [ Multiplexador Excitagao Eletrodos
Objeto
Amplificador . .
[ P ] [Demultlp lexador } [ Medigao Eletrodos
A/D
_,[ Demodulador ’ ——* Medigdes

Fonte: Adaptado de ADLER; BOYLE (2017).

Na Figura 5, estdao representadas duas possiveis configuracoes de excitagdo por
corrente elétrica, multiportas e multiterminais, bem como um esboc¢o do comportamento
das linhas de campo elétrico e equipotenciais (pontos dentro de um campo elétrico que
apresentam o mesmo potencial elétrico) no plano tomografico. Alguns sistemas aplicam
um potencial elétrico ao corpo em vez de corrente, o que é tecnicamente mais simples,

mas mais sensivel a ruido:

e Multiportas — uma corrente elétrica de excitagao é aplicada a um par de eletrodos
(porta) e as diferencas de potenciais elétricos resultantes sao medidas nos outros
pares de eletrodos (Figura 5-(a)). Esse tipo de medigao reduz o ruido eletromagnético

quando este ocorre simultaneamente nos dois condutores ligados aos eletrodos;

e Multiterminais — a corrente elétrica de excitacao ¢ injetada em um eletrodo (termi-
nal) e as correntes elétricas de transferéncia sao medidas nos demais eletrodos em

relagdo a um referencial fixo, usualmente a “terra” (Figura 5-(b)).

A configuracgdo mais comum é a multiportas com injecao de correntes aos pares nao

se utilizando pares de eletrodos adjacentes para medicao ou injecao; o chamado padrao
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Figura 5 — Plano resistivo: as linhas de campo estao representadas por linhas cheias e as
equipotenciais por linhas tracejadas.

(a) Configuracao multiportas. (b) Configuragao multiterminais.

Fonte: Adaptado de GARCIA; SOUZA; PINO (2013).

pula-m (MALMIVUO; PLONSEY, 1995). Nesse padrao, o par de eletrodos ativos, que
injetam corrente elétrica, é separado por m eletrodos (passivos) e a forma de onda é
geralmente sinusoidal (utilizando um oscilador ou sintetizador digital) ou aproximada por
uma onda quadrada.

Por exemplo, no padrao pula-3 a injecdo de corrente ¢é feita por dois eletrodos
separados por trés outros eletrodos. Mantém-se a inje¢ao de corrente nos eletrodos ativos
e mede-se os potenciais elétricos entre os outros pares de eletrodos, também separados
por trés eletrodos. Feitas estas medigoes, desloca-se o par de injecao em uma unidade e
os potenciais elétricos sao novamente medidos, e assim por diante.

Os outros padroes pula-m utilizados para injetar corrente e medir potenciais elé-
tricos diferem do método descrito somente no niimero de eletrodos que sao pulados, tanto
para injetar corrente quanto para medir potencial.

O caso em que m = 0, chamado padrao de eletrodos adjacentes, tem a desvantagem
de concentrar a maior parte da corrente elétrica na vizinhanca do par de injecao. Isso
torna as medidas de potencial menos sensiveis a variagoes de admitividade. Comparando

os dois métodos, pula-0 e pula-3, pode-se dizer que no padrao pula-0 a distancia entre os
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eletrodos de injecao é menor, o que permite obter uma maior densidade de corrente perto
da borda, que por sua vez se reflete numa maior resolucao da imagem perto da borda e
menor no centro do dominio, distante do par de injecao.

Ao considerar as caracteristicas elétricas do contato do eletrodo com a superficie
do dominio, existe um parametro relevante a ser considerado nas medicoes, a chamada im-
pedancia de contato do eletrodo. Essa impedancia representa a resisténcia a ser superada
pela fonte de corrente elétrica (HARTINGER; GAGNON; GUARDO, 2007).

Uma estratégia de medicao adjacente (ou pula-0) fornece L? medicdes, em que L
¢ o numero de eletrodos. No entanto, para evitar o problema da impedéancia de contato
desconhecida, o potencial ndo é medido no eletrodo de injecao de corrente, assim, o nimero
de medigoes é reduzido para L (L — 3). Isso é muitas vezes referido como o esquema de
medicao de quatro eletrodos ou tetra polar (CLAY; FEREE, 2002).

O teorema da reciprocidade (LORENTZ, 1986), (GESELOWITZ, 1971) afirma que
a sensibilidade nao é alterada se os pares de injegao e medigao forem trocados (impedancia
mitua). Com base nisso, apenas L(L—1)/2 das medi¢oes sao independentes. Por exemplo,

um sistema com 16 eletrodos ira produzir 208 medigoes, das quais 120 sao independentes.

2.2 PROBLEMA DIRETO

Para uma determinada distribuicao de admitividade dentro do corpo, a previsao
dos valores medidos nos eletrodos, dado um padrao de excitagao, é o chamado “problema
direto”, que também inclui a analise da sensibilidade destes valores as mudancas na ad-
mitividade (CHENEY; ISAACSON; NEWELL, 1999).

Um modelo matemaético do problema é derivado das equagoes de Maxwell (ADLER,
1995), que governam a interagdo entre a eletricidade e o magnetismo em um problema
fisico. Um meio arbitrario 2 C R% com d > 2, submetido & estimulacdo elétrica, tem
propriedades elétricas que variam em func¢ao da posicao e do tempo. Essas propriedades

sao representadas pela funcao admitancia v(x,w) definida em um ponto x € €2 para uma
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certa frequéncia angular w:

y(x,w) = o(x) + we(x), (2.1)

onde o(x) é a condutividade elétrica, e(x) é a permissividade elétrica relativa, para um
vetor posigdo X = [z1,2,...,24 em d dimensoes, e ¢ é a unidade imagindria. Fora do
dominio 2 nao ha fluxo de corrente, pois ¢ assumida condutividade nula. Por definicao,
a impedancia elétrica é a inversa da admitancia, ou seja, mede a razao entre o potencial
e a corrente elétrica em um ponto x € 2.

Quando a energia é aplicada ao contorno do dominio, na forma de injecao de
corrente, se estabelece uma distribuigdo de potencial elétrico u(x) e um padrao de fluxo
de corrente J(x) no dominio. O potencial elétrico no meio condutivo pode ser expresso por
uma equacao diferencial parcial eliptica conhecida como equacao de Laplace, apresentada

em (2.2), por simplicidade de notagao, omitindo-se a dependéncia das variaveis:

V(eVu) =0em €, (2.2)

onde u = [ug, us, ..., uq), & = [01,09,...,04] € V é o vetor gradiente.
A densidade de corrente (J) e campo elétrico (E) no corpo sao relacionados pela

lei de Ohm (2.3):

J=0E, (2.3)

onde a densidade de corrente J = J, + Jg é a soma das correntes 6hmicas J, com as
fontes de corrente internas Js. Contudo, em TIE, nao hé fontes ou sorvedores de corrente
elétrica no volume (Js = 0) o que resulta em uma densidade de corrente (J = J,) com

propriedades resistivas e capacitivas (CHENEY; ISAACSON; NEWELL, 1999).
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Usualmente, a literatura utiliza uma aproximacao quase-estatica! que assume a
derivada do campo magnético, isto é, a variagao do campo magnético sobre o campo

elétrico (inducdo magnética) é nula:

E=——B=0 2.4

onde B é o campo magnético. Essa suposi¢ao ¢ valida quando as escalas de comprimento
de interesse sdo muito menores que o comprimento de onda eletromagnética (LARSSON,
2007), (NUNEZ; SRINIVASAN, 2006).

Nesse caso, o campo elétrico (E) é obtido da fun¢do potencial escalar ao calcular
o negativo do gradiente de u, isto é, existe um potencial elétrico cujo gradiente é igual ao

vetor campo elétrico:

E=—-Vu (2.5)

Assume-se neste trabalho apenas o caso em que os materiais no dominio, incluindo
o objeto de interesse, possuem uma condutividade linear e isotrépica?, no qual a condu-
tividade independe da direcao de avaliacao. Deste modo, no interior da regiao nao sao
descritas fontes de corrente elétrica e o campo elétrico é invariante no tempo, ou seja, o

gradiente da densidade de corrente J ¢ nulo no dominio:

VI =o. (2.6)

Uma outra simplificacdo realizada neste trabalho é a desconsideracao do efeito

capacitivo do meio. Esse efeito pode ser desprezado se a razao entre as corrente capacitiva

e resistiva for pequena < 1 (NUNEZ; SRINIVASAN, 2006).

1

Chama-se de processo quase-estatico quando o sistema se encontra, em qualquer instante de tempo,
em um estado de equilibrio ou em um estado muito préximo ao equilibrio.

Isotropia é a propriedade que caracteriza os materiais que possuem as mesmas propriedades fisicas
independentemente da direcdo considerada.
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Substituindo (2.5) em (2.3), tem-se:

J=-0oVu (2.7)

Contudo, o gradiente da densidade de corrente é nulo no dominio, conforme (2.6).
Entéo, ao substituir (2.7) em (2.6) resulta em (2.2): V (Vu) = 0 em ©. O Nabla (V)
mais interno indica a direcao do gradiente do potencial, na qual os elétrons tendem a fluir.
Em um circuito elétrico, a condutancia de um fio multiplicada pela mudanca na tensao
elétrica resulta na densidade de corrente elétrica que passa pelo fio. Ao passo que em TIE
0 objeto de interesse age como um resistor elétrico, entao o mesmo principio se aplica:
o multiplicado pelo gradiente de u representa a corrente no ponto x. E o Nabla mais
externo calcula o gradiente da corrente, isto é, sua tendéncia de fluir para dentro ou para
fora de um ponto (CHENEY; ISAACSON; NEWELL, 1999)

Para restringir a solu¢ao de (2.2), adiciona-se as condigdes de contorno, que para
o problema de valor de contorno do tomégrafo por impedancia elétrica correspondem aos
valores elétricos injetados. As condigoes de contorno em I', o contorno de €2, sdo formadas
pela fixacao da corrente normal (J;) em cada ponto de I':

Ju

A= 0= em r, (2.8)

J
onde n é o vetor normal a I'. A presenca dos eletrodos é considerada por meio das
condigdes de contorno apropriadas, que aparecerao como modificagoes na equagao (2.8).

As equagoes (2.2) e (2.8) compreendem o problema direto em TIE e sdo usadas para
encontrar a distribuigdo de potencial elétrico dentro do dominio. A resolucao analitica do
problema direto somente é possivel, na maioria dos casos, para dominios com geometrias
regulares e condi¢oes de contorno simples. Métodos analiticos que usam séries foram
utilizados para resolver o problema direto de modelos simplificados em (ISAACSON,
1986) e (CHEN; PAOLONI, 1992), para um tnico contraste em um dominio circular.

No entanto, a solucao de problemas realisticos com geometrias arbitrarias requer
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técnicas numéricas de discretizacao: Método das Diferencas Finitas (MDF) (MARTINS,
2012), Método dos Elementos Finitos (MEF) ou Método dos Elementos de Contorno
(MEC) (ANG, 2007). Com tais métodos, o problema continuo (2.2) e (2.8) é convertido
em um problema discreto que pode ser resolvido com auxilio de um computador.

Cada uma dessas técnicas de discretizacao apresenta vantagens e desvantagens
conforme as condig¢des de contorno do problema. O Método dos Elementos Finitos tem sido
a abordagem de escolha predominante da comunidade de TIE, pois permite refinamento

numérico em regioes de alta densidade de corrente elétrica, como a area proxima aos

eletrodos (GRYCHTOL; ADLER, 2013).

2.2.1 Meétodo dos elementos finitos

Devido a sua capacidade de modelar geometrias arbitrarias e varias condigoes de
contorno, o Método dos Elementos Finitos (MEF) é o método mais comum atualmente
utilizado para a solugdo numérica em TIE (MURAL KAGAWA, 1985), (PILKINGTON;
MORROW:; STANLEY, 1985). A ideia do MEF é reduzir um problema continuo de di-
mensao infinita para um problema discreto de dimensao finita, no qual os valores nodais
da variavel do campo, isto é, o potencial elétrico para o problema de TIE, e as fun¢oes
de interpolacao para os elementos definem completamente o comportamento da variavel
do campo dentro dos elementos. Ainda, os elementos individuais definem coletivamente o
comportamento do campo no dominio de interesse.

Em um problema continuo, a varidavel de campo, como o potencial elétrico para
TIE, é definida sobre um niimero infinito de valores, porque é uma funcao de um ntmero
infinito de pontos no corpo. O MEF discretiza o dominio em andlise em um nimero finito
de elementos coletivamente chamados de malha de elementos finitos. Dentro de cada
elemento, a variavel de campo é aproximada por fungoes simples que sao definidas apenas
dentro do elemento individual. Os elementos finitos utilizados na discretizacao do dominio
do problema sao conectados entre si por meio de determinados pontos, denominados nos
ou pontos nodais.

As fungoes de aproximagao (ou fungoes de interpolagao) sao definidas em termos

dos valores das variaveis de campo nos pontos nodais. A comunidade de TIE tem tradici-



31

onalmente utilizado formas lineares de primeira ordem, nas quais todos os pontos nodais

estao nos limites do elemento onde os elementos adjacentes estao conectados.

A metodologia de solucao de um problema continuo pelo MEF segue a sequéncia

de operagoes (GRAHAM, 2007):

1.

1i.

iii.

iv.

vi.

Discretizar — consiste em discretizar o dominio espacial em um niimero de elementos
nao uniformes (tridngulos, retdngulos, tetraedros, hexaedros ou uma mistura dessas),

nao sobrepostos e conectados entre si por meio de noés;

Selecionar fungoes de interpolagao — aproxima-se a variavel de campo, dentro de cada
elemento, por uma funcao de interpolacdo que é definida pelos valores da varidvel
de campo nos pontos nodais do elemento. As fungoes de interpolacao podem ser

qualquer funcao polinomial por partes, definida em um nimero de nés;

Calcular as propriedades de cada elemento — calcular uma matriz local para cada

elemento da malha;

Agrupar as propriedades do sistema — para obter as equagoes do sistema, combinam-

se as matrizes locais dos elementos em uma tnica matriz, a matriz global;

Impor as condigbes de contorno — fixas (Tipo I, Dirichlet ou condiges de contorno
essenciais), derivadas (Tipo II, Neumann ou condi¢oes de contorno natural) ou uma
combinagao de ambas (Tipo III ou mista). Para condigoes de contorno Tipo I (Diri-
chlet) o valor da variavel de campo é prescrito para os nés do contorno. Para o Tipo
IT (Neumann) o valor da derivada da varidvel de campo é prescrita para os nés do

contorno;

Resolver o sistema de equagdes — resolver, por meio de software matemaético, o

sistema algébrico.

Segundo Graham (2007), as trés abordagens mais utilizadas pela comunidade de

TIE para formular problemas com o MEF sao: abordagem direta, abordagem variacional

e método dos residuos ponderados. A abordagem direta é assim chamada por causa de
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sua origem no método de rigidez para analises estruturais. O método é limitado, mas é o
mais intuitivo, por isso o leitor é convidado a ler o Apéndice A.

A abordagem variacional se baseia no calculo de variagoes e envolve a extragao de
um funcional. Essa abordagem é necessaria para estender o método dos elementos finitos
a uma classe de problemas que nao podem ser tratados pelo método direto. Por exemplo,
problemas envolvendo elementos com condutividade nao constante, para problemas que
usam funcgoes de interpolagao de ordem superior e para formas de elementos que nao sejam
tridngulos e tetraedros. Em Hua et al. (1993), é desenvolvida a abordagem variacional para
o caso da TIE.

Nesse trabalho, utilizou-se o método dos residuos ponderados que é a abordagem
mais versatil em comparagdao com as outras duas. O método inicia nas equagoes gover-
nantes do problema e segue sem depender de uma declaracao variacional. Inclusive, esse
método é amplamente utilizado para aplicagoes nao estruturais, como transferéncia de

calor e mecanica dos fluidos.

2.2.1.1 M¢étodo dos residuos ponderados

O método dos residuos ponderados pode ser desenvolvido utilizando diferentes
metodologias (SILVESTER; FERRARI, 1996), (HOLDER, 2004): método de colocagao,
método dos momentos, método dos subdominios e método Galerkin. Utiliza-se aqui o
método Galerkin, que segundo Adler e Boyle (2017) é a metodologia mais amplamente
utilizada para a TIE. O método Galerkin comega com uma discretizagdo na qual a varidvel
de campo (potencial elétrico) é representada como uma combinagao linear de fungoes de

interpolacao polinomial por partes:

N
1=1

onde

1, no vértice 17,
O; = (2.10)

0, caso contrario,
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sao as fungoes de interpolagao para N nos da malha. Como @ representa uma aproximacao
finita do potencial, a equacao de Laplace nao é, em geral, igual a zero devido ao erro
introduzido pelo uso das fun¢oes de aproximacao.

No método dos residuos ponderados, multiplica-se a equac¢ao governante (2.2) por

uma fungao de teste arbitraria v e as integra sobre o dominio €2:

/Q v [V (oVi)] dS2 = 0. (2.11)

O método Galerkin difere dos outros métodos de residuos ponderados na escolha
dessa funcao de ponderacgao. A funcao v tem a mesma forma que a funcdo u, na medida

em que utiliza as mesmas fungoes de interpolacao ¢;:
N
v i, (2.12)
i=1

onde 1; sdo os coeficientes que ponderam as fungoes de interpolacao ¢;. Assim sendo, o
problema é encontrar u;, em (2.9), que resolve a equagao (2.11).
Aplicando a identidade do calculo vetorial, regra do produto (MARSDEN;, 1976),

em (2.11), tem-se:

V (voVu) = oVuVu 4+ vV (oVa) . (2.13)

Teorema 2.2.1 (Teorema da Divergéncia) Supondo que o espaco G C R"™ é uma
fungdo definida por partes nas suas arestas formadoras A, isto é, 0G = A. E se P é um

campo vetorial continuo e diferenciavel definido na vizinhanga de G, tem-se:

/G// VP dG :i PdA.
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Substituindo (2.13) em (2.11):
/ IV (0oVid) — oVave] dQ = 0 <= / V (voVa) d = / oVaVU A (2.14)
Q Q Q

O Teorema 2.2.1 (Teorema da Divergéncia), permite introduzir as condigoes de

contorno em (2.14):

/ oViVo dQ = ¢ voVan dr, (2.15)
Q o

onde Vun = 0u/on. Reescrevendo (2.15):

/ oYV A = ¢ voll dr. (2.16)
Q o On

Para um tnico elemento triangular “e” o lado esquerdo de (2.16) é definido por:

/ VIV d} == / o VaVo dQ,. (2.17)
Q Qe

Substituindo-se as defini¢oes de % e v em (2.17), chega-se em:
3 3
| oV woiV Y ve; d.. (2.18)
e i=1 j=1

Se a condutividade o, for constante sobre o elemento, entdo os potenciais nodais
u;, os coeficientes para as fungoes peso 1; e as somatoérias podem ser movidas para fora

da integral:

3 3
oSy /ﬂ ViV, dd.. (2.19)

i=1  j=1
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Definindo:

S = [ V6iVe; df. (2.20)

¢ possivel reescrever (2.19) conforme
3 3
ooy Uiy ;S5 (2.21)
=1 j=1

Assim, cada elemento triangular da malha produz uma matriz quadrada de ordem
trés. O lado direito de (2.15) representa as condigdes de contorno. E em termos das fungoes

de interpolacdo, as condig¢oes de contorno sao:

Q On

aa 3 3
72 voll ir = o, ; uij;zpj ffim $i Vo7 d. (2.22)

A capacidade de formular solu¢oes para elementos individuais antes de coloca-los
juntos para representar todo o problema é uma vantagem importante do método dos

elementos finitos. Para um tnico elemento da malha, (2.15) torna-se:
3 3

3 3
oo > w08 = o> wd by § i V,n dr. (2.23)
=1 j=1 =1 j=1 /o0

Ambos os lados podem ser divididos pelos coeficientes da fungao peso 1; para

produzir:
3 3 3 3
O'QZUZ‘ZS% = O'EZUZ‘Zf gzﬁZqujﬁ dr'. (224)
i=1 =1 =1 j=—170%

Em termos de todo o dominio, o lado esquerdo de (2.15) sera:

E N N
[ ovaveaa =Y 0.3 3 usy. (2.25)

e=1 i=1j5=1
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Portanto, a integral de contorno no lado direito de (2.15) é calculada para os ele-
mentos do contorno, aqueles ligados aos eletrodos. J& a integral no lado esquerdo de (2.15)

¢é aplicada a toda malha.

Construcao das fungoes interpolagao

O potencial elétrico dentro de um elemento triangular pode ser aproximado por
uma funcao linear, onde a distribuicao do potencial elétrico continuo sobre o plano zy é

modelada por uma fun¢ao planar u(z,y):

a

u(r,y) =a+br+cy=|1 = y| |b|- (2.26)

c

Para cada nd, o potencial elétrico deve assumir valores fixos (uy, us, ug para os trés
nos de um elemento triangular), logo os coeficientes a, b e ¢ sdo encontrados substituindo
cada um desses trés potenciais e suas posigoes geométricas nodais na equagao (2.26), na

forma matricial:

Uy I 21 wyif |a a Iz Uy
us| = |1 a9 Yo b| == |b| = |1 =z9 Y2 Usg | - (227)
us Lz ys| |c c I 3 ys us

Define-se o inverso da matriz de coeficientes por =:

TolYysz — T3Y2 Y13 — T1Ys T1Y2 — Y122

-1 Y2 — Y3 Ys — Y1 Y1 — Y2
1 =1 w»n
T3 — T2 T — T3 To —T1
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onde o determinante det(Z), para um elemento triangular, é igual a duas vezes a area do
tridngulo; isto é, det(E) = zoys — T3ys — T1Y3 + T3y1 + T1Y2 — T2y = 2A.. Substituindo

(2.28) em (2.27), tem-se a fungdo potencial sobre o elemento:

a §11 12 &3] |wa
ﬁ(flﬂy) = [1 s /y:| b = |:1 X y:| 621 522 523 Ug | » (229)
c §31 &2 33| |us

onde ;; sao os elementos de E. De forma compacta:

u(z,y) = Eui@(x, y), (2.30)

onde ¢;(z,y) sdo as fungoes de interpolagao dadas por

¢i = C1i + 2T + C3iy. (2.31)
Na forma explicita:
1
¢ = ﬂ{(@yi’) — x3Y2) + (y2 — y3)7 + (23 — 22y}, (2.32)
1
P2 = o W@syr — 2ays) + (ys — yo)z + (21 — 3)y ), (2.33)
1
¢3 = ﬂ{(fﬁlyz — oY1) + (Y1 — y2)7 + (T2 — 21)y}- (2.34)

A fungdo ¢; é zero em todos os vértices, exceto:

Gi(wi, yi) = (2.35)
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A equac@o (2.30) define completamente o potencial elétrico dentro do elemento

como uma func¢ao dos valores do potencial elétrico nos trés ponto nodais do elemento.

Célculo das matrizes locais

O gradiente de potencial elétrico dentro do elemento pode ser encontrado nas

equagoes de interpolagao linear (2.30) como:

3
=1

Aplicando o operador divergente em (2.36):
3 3
VVE =3y u; § VeV, dr. (2.37)
=1 j=1

A equacao (2.37) pode ser escrita, utilizando a defini¢do (2.20) dos elementos da

matriz (de rigidez) local, em forma quadratica de matriz como:

VVu = Su, (2.38)
onde e identifica o elemento. O gradiente das fungdes de interpolagao linear (2.32), (2.33)
e (2.34), torna-se o vetor:

1
Vo, = 2A, (y2 — Y3, T3 — $2)7 (2-39)

que, em termos da matriz local para um elemento, é o mesmo que as matrizes derivadas
da abordagem direta do Apéndice A: S;; = Y;;.
2.2.1.2 Condigoes de contorno

As condigoes de contorno especificam a corrente normal (J;;) nos eletrodos, de-

pendendo do padrao de excitagdo e medi¢do. Alguns modelos de fluxo de corrente em
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eletrodos foram desenvolvidos, os mais simples sao os modelos gap e continuo que assu-
mem fluxos de corrente com magnitude uniforme em cada eletrodo, mas, também existem

outros dois modelos utilizados: shunt e modelo completo de eletrodo.

Modelo gap
As condigoes de contorno do modelo gap estdao analiticamente contidas no lado

direito de (2.16):

fg vo 2L ar. (2.40)

Essa condi¢ao de contorno é valida longe dos eletrodos onde nao ha corrente fluindo:
Ou/0n = 0. Esse problema de valor de contorno é bem posto e as correntes resultantes
sa0: i) = [, 00u/On dI'. Em um modelo gap, a corrente é injetada entre dois nés da malha

e as condigoes de contorno sao:

i
7{ va—g dl’ = ugiy + upiy, (2.41)
o On

onde i, e i, sdo as correntes injetadas, u, e u, sa0 0s potenciais nos eletrodos ativos (os

que estao injetando corrente elétrica).

Modelo continuo

O modelo continuo pressupde que nao ha eletrodos e a corrente injetada (i) é

continua no contorno do dominio e fungao do dngulo (), isto é:

i(0) = Qcos(h), (2.42)

onde () é uma constante. Com dados experimentais, foi provado que este modelo subes-

tima as condutividades em até 25%, devido ao fato de que a presenca de eletrodos é

ignorada (VAUHKONEN;, 1997).



40

Modelo shunt
O modelo de eletrodo shunt (HOLDER, 2004) é um refinamento do modelo gap,
no qual o efeito da conducao perfeita de eletrodos de comprimento finito é adicionado.

Essa modelagem segue as seguintes condig¢oes de contorno:

0
/ a—?j dl =i, paral=1,...,L, (2.43)
r, on
0
a% —0em I, (2.44)
u=wu; em T, (2.45)

onde T’} é a porcao de I' que corresponde ao eletrodo [, I' = I e IV = 0Q2 —T'. A
equagao (2.43) afirma que o fluxo liquido da densidade de corrente através da superficie
de contato do eletrodo é igual a corrente injetada. A equagao (2.44) significa que, longe
dos eletrodos, nenhuma corrente flui. A equagao (2.45) significa que o potencial elétrico

em cada eletrodo (u;) é constante nos eletrodos.

Modelo completo de eletrodo

Em aplicagoes reais, existe uma camada de impedéancia de contato entre a superficie
do dominio e o eletrodo, isso gera um efeito no qual o potencial elétrico no eletrodo
nao ¢ mais constante, existe uma variacdo de potencial associada a uma impedancia de
contato. A impedéancia de contato (z;) pode variar sob a area do eletrodo, mas geralmente
¢é assumida como constante.

Esta impedancia de contato eletrodo-superficie é alta para as frequéncias usadas
na TIE, assim, a diferenga de potencial na impedéancia de contato é grande (HUA; WOO;
WEBSTER, 1991). Ignorar essa diferenga de potencial introduz um expressivo erro de
modelagem, que resulta em erros na admitividade reconstruida. O modelo completo de
eletrodo inclui o efeito da impedancia de contato e é, portanto, a descricdo mais precisa

da situacao fisica (VAUHKONEN, 1997).
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O modelo completo de eletrodo é definido pela equagdo de Laplace (2.2) e as

seguintes condigoes de contorno (HOLDER, 2004):

0
U—Qj dll =y paral=1,...,L, (2.46)
r, on
ou L
— =0 dI’ r 2.47
Oaﬁ em ‘ ZL:Jl I8 ( )
0
u—i—zm—%zul emIy, l=1,...,L, (2.48)
on

onde i; é a corrente injetada pelo eletrodo [ e u; é o potencial constante no eletrodo [, para
L eletrodos, T'y é a por¢ao de I' que corresponde ao eletrodo [. A equagao (2.46) diz que a
integral da densidade de corrente elétrica sobre o eletrodo ¢ igual a corrente elétrica total
que flui para aquele eletrodo. A equagao (2.47) significa que nao ha corrente entrando ou
saindo do contorno onde nao ha eletrodo (ou seja, no espago entre os eletrodos). Final-
mente, a equagao (2.48) considera que o potencial elétrico medido consiste no potencial
elétrico do contorno mais o potencial elétrico devido a impedancia de contato do eletrodo
(21)-

O modelo completo de eletrodo consiste nas equagoes (2.2) e (2.46)-(2.48), junta-
mente com as condigoes para a conservagao da carga (2.49) e uma escolha arbitraria de

uma referéncia (2.50):

(2.49)

=
L

I
=

N
I
—_

(2.50)

B
IS

Il

o

X
I

O modelo das equagoes (2.46)-(2.48) pode ser formado numericamente como (HOL-

DER, 2004), (POLYDORIDES; LIONHEART, 2002) e (VAUHKONEN et al., 1998):

Yu =i, (2.51)
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onde Y € CIVHEIX(N*L) ¢ 4 matriz de admitancia (ou rigidez) global, i € RWHE)X1 contém

N+L)x1

as correntes elétricas injetadas e u € C( é o vetor de potenciais elétricos em cada

n6 da malha, para N nés da malha e L eletrodos. Expandindo as matrizes de (2.51):

Ycl + Yc2 Ye
Y = , (2.52)
Y.” Y4
Ue N L
u= ,u. € CYueC, (2.53)
u
0 N L
i= ,0 e RY i, € R, (2.54)
ic

onde [Yeilij = [o V@V, dQ2 representa a equagdo (2.2). O efeito da impedéancia de

contato ¢ adicionado aos nés situados abaixo dos eletrodos por Ygo € RV*V:
=N |
Yooy =5 = / ¢i; dT. (2.55)
=1 %j /I

O efeito da impedancia de contato é adicionado aos elementos situados sob os

eletrodos por Y, € RV*E .

[Ye]wz_i (bld:[‘ 221,,N8j:1,,L (256)

A componente Yq € RY*F liga a camada de contato ao eletrodo:

|I‘1|$, parai,j=1,...,L,
[Yalij = ! (2.57)

0, caso contrario,

onde || é o comprimento do eletrodo.
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A matriz Y é construida como se estivesse resolvendo as condig¢oes de contorno do
modelo de eletrodo de gap ou shunt e aumentada pelos blocos Y e Yq para o modelo de

eletrodo completo.

2.2.2 Matriz de sensibilidade

O Jacobiano J, ou matriz de sensibilidade, representa a sensibilidade de cada
medi¢ao para uma mudanca de admitividade em cada regiao do dominio 2. Para uma
distribuigao de admitividade conhecida -, onde F'(vy,) sdo as medidas de potencial elé-

trico no contorno em resposta a 7,, o Jacobiano J, ¢ dado por:

T+,(Y =) =V = F(v,), (2.58)
onde v é a distribuicao de admitividade e V as medidas de potencial elétrico no contorno

em respeito a .

Defini¢ao 2.2.1 (Derivada de Fréchet) Se X eY sdo espagos lineares normados, que
permite o mapeamento nao linear F: X — Y: para o qual §F(x + h) = Gh para um h
suficientemente pequeno, dado o operador linear limitado G : X — Y e dF(x+h) €Y
¢ linear e continuo em h. Além disso, se B(X,Y) for o espaco linear normalizado de
operadores lineares limitados de X para Y, entdo a melhor aproximacdo de primeira
ordem do mapeamento ndo linear DF : X — B(X,Y) satisfaz:
. || F(x+h)— F(z) — DF(z)h || _

lim

0.
hvo0 7]

O mapeamento DF € referido como a Derivada de Fréchet do mapeamento F. Se I ¢é

considerado o operador integral direto, entdo a matriz de sensibilidade é a forma discreta

da Derivada de Fréchet de F'.

Portanto, segundo a Defini¢ao 2.2.1, a matriz de sensibilidade ¢ a derivada discreta

(Derivada de Fréchet) da fungao nao linear que mapeia as perturbagoes na solugao para
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perturbagoes nos dados de contorno (sob um espago de Hilbert, ou seja, nao restrito a um
nimero finito de dimensoes), isto é:

DF:Avy| — AV

Q

: (2.59)
o0

onde

Vih = [Vaid) v ... V(L)) € RE, (2.60)

¢ o vetor com L medidas dos eletrodos de contorno correspondentes a K padroes de

correntes elétricas injetadas. Assim, a matriz de sensibilidade J € RY*K tem a forma:

[ ov (i) oV (id) |
om T oK
_ | ov(g v (id)
j 6’)/13 o .. W; ) (2'61>
oV (id) oV (id)
| I Ok |

sendo K o ntmero de graus de liberdade do modelo.

Cada linha da matriz corresponde a distribuicao de sensibilidade dentro do modelo
com relagdo a medida especifica e ao padrao de corrente injetado no momento. Em geral,
a sensibilidade é maior perto do par de medigao, mas seu valor real aumenta quando os
pares de medicao e direcao estao proximos uns dos outros.

O Jacobiano é um operador linear, autoadjunto® e positivo em espacos de Hilbert de
dimensao infinita. Além disso, sendo um operador compacto, ele tem um inverso ilimitado
(descontinuo), fazendo com que J ~! seja instével em relacdo a variacdes nos dados.

Antigamente, quando a maioria dos modelos eram grosseiros, o Jacobiano era cal-
culado utilizando sua defini¢do (2.61). No entanto, para modelos de elementos finitos
com um grande nimero de graus de liberdade, esse método é extremamente ineficiente
(POLYDORIDES; LIONHEART, 2002).

Atualmente, duas abordagens para o calculo de J tém sido utilizadas: diferen-

ciagdo direta da formulagdo matricial (pelo MEF) do sistema (YORKEY; WEBSTER,;

3

Um operador autoadjunto ou operador Hermitiano é um operador linear em um espaco vetorial com
produto interno que é o adjunto de si mesmo.
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TOMPKINS, 1987) e método do campo adjunto, nos quais o produto (interno) de campos
produzidos por padroes de excitacao e medigao sao integrados sobre cada um dos elemen-
tos da malha; descricdo detalhada em (POLYDORIDES; LIONHEART, 2002). Também
é possivel aproximar J fazendo pequenas mudancas em cada regiao da imagem e calcu-
lando o que se chama de “perturbagao do Jacobiano” descrita em (YORKEY; WEBSTER,;
TOMPKINS, 1987).

2.2.3 Algoritmos para o problema direto

Dada uma malha de elementos finitos com distribuicao de admitividades Y conhe-
cida e um conjunto de padrdes de correntes elétricas injetadas i, os potenciais elétricos u
nos pontos nodais do modelo e dos eletrodos no contorno pode ser calculado a partir de

(2.51), reescrita abaixo:

Yu =i, (2.62)

onde u = [u, u]f € CW+HEx1 ¢ i = [0 i) € RV*+Dx1 para N nés da malha e L
eletrodos. Isolando-se u, tem-se:

u=7Y ' (2.63)

No sistema (2.63), para o modelo completo de eletrodo, a matriz de admitancia Y

possui dimensao (N + L) x (N 4 L) e tem as seguintes caracteristicas:

e Esparsa, portanto mais facil de armazenar e manipular, se usados os algoritmos

adequados;
e Quadrada e de posto completo, portanto a solucao é tnica;

e Simétrica e positiva-definida o que permite a decomposicdo em fatores menores.

Dependendo se a matriz Y ¢é real ou complexa, diferentes algoritmos podem ser

empregados para o calculo. Em geral, o problema direto pode ser resolvido diretamente

ou iterativamente (HOLDER, 2004), (VAUHKONEN et al., 2001) (ver Tabela 2).
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Tabela 2 — Algoritmos para o problema direto.

Admitividade ‘ Algoritmos diretos ‘ Algoritmos iterativos
Real ‘ fatoragao de Cholesky (Apéndice B) ‘ Gradiente Conjugado
Compleza ‘ fatoracao LU ‘ Gradiente Bi-Conjugado

Fonte: Adaptado de POLYDORIDES; LIONHEART (2002).

Os algoritmos diretos (para o problema direto) obtém inicialmente o inverso
da matriz de coeficientes Y~! que sdo entdo multiplicados pelos padroes de corrente
para produzir a solugdo desejada. Em termos computacionais, a tarefa mais complexa é o
calculo do inverso da matriz Y com um nivel de tolerancia baixo, na ordem de tol < 1072,
Esse processo domina a complexidade dos métodos diretos (HOLDER, 2004), desafiando
as calculadoras numéricas a encontrar um inverso “quase exato”, um processo que exige
calculos de refinamento intensos e demorados para refinar o inverso ao valor da tolerancia.

Para sistemas grandes, malhas grandes, algoritmos diretos podem ser caros, com-
putacionalmente, e algoritmos iterativos podem ser necessarios. Em geral, um método
iterativo procura um minimo do funcional, tomando a dire¢do de busca para cada passo
de iteragao, e requer apenas o calculo do gradiente, em vez da segunda derivada completa

(HOLDER, 2004).

2.3 RECONSTRUCAO

Reconstrucao de imagem em TIE é por definicdo um problema inverso que calcula
uma estimativa da distribuicao das propriedades internas do dominio, que seja consistente
com as medidas obtidas no contorno. Hadamard (HANSEN, 1998) classificou todos os
problemas matematicos como bem postos ou mal postos. Para que um problema seja bem
posto, uma solucao deve existir, a solugdo deve ser tinica e pequenas alteragoes nos dados
nao devem resultar em uma grande alteracao na solugao. Entao, um problema é mal posto

se pelo menos uma das trés condi¢oes nao for satisfeita:

i. Existéncia da solucao — a violagao da existéncia de uma solugao nao é uma preocupa-

¢do pratica, pois pode-se for¢ar uma solugao aproximada, por meio de regularizacao;
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ii. Unicidade da solucao — a violacao da exclusividade da solucao é preocupante no sen-
tido que a existéncia de varias solugoes requer alguns outros critérios para selecionar

uma das solucoes;

iii. Solucao continuamente dependente das condi¢Oes iniciais e de contorno — um pro-
blema cuja solu¢ao nao depende continuamente dos dados levara a uma solugao
numérica instavel, em termos da TIE isso significa que a solugao inversa serd domi-

nada pelo ruido, a menos que condic¢oes adicionais sejam impostas.

Matematicamente, problemas mal postos s6 podem existir no dominio continuo e
que, sob a suposicao de aritmética de precisao infinita, o problema discreto nunca é mal
posto. Entretanto, com aritmética de precisao finita, a discretizacao de um problema mal
posto leva a um problema numérico que é mal condicionado, os chamados problemas mal
postos discretos (KAIPIO; SOMERSALO, 2004), (HANSEN, 1998), (HANSEN, 2008).

O mal condicionamento de um problema ¢ definido pelo numero de condigcao de
sua matriz e esse comportamento pode ser visualizado utilizando a decomposi¢ao em
valores singulares (do inglés, Singular Value Decomposition - SVD) de uma matriz. A
decomposi¢ao em valores singulares é uma forma de fatorar uma matriz que nao requer
que a matriz seja simétrica ou tenha posto (rank) completo (HANKE, 1995).

Seja H € R“*M yma matriz retangular com C' > M. Entdo a SVD de H é uma

decomposi¢ao da forma:

M
T T
H=pwv' =) pwuy;, (2.64)
i=1
onde p = [p1,...,pm| e v = [v1,..., vy sd0 vetores com colunas ortonormais em seus
espagos e w = diag(wn,...,wy) tem elementos diagonais nao negativos que, por con-

vengao, sao organizados em ordem nao crescente tal que wy; > --- > @y > 0.
Os niimeros w; sao os valores singulares de H enquanto que p e v sdo, respectiva-
mente, os vetores singulares esquerdos e direitos de H. O numero de condi¢io da matriz

H é igual a razao wi/wyy.
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O niamero de condicao de uma matriz é relativo, pois esta relacionado ao nivel de
precisao dos célculos e é uma fungao do tamanho do problema (CHENEY; ISAACSON,
1995). Um problema com um baixo nimero de condigio é considerado bem condicio-
nado, enquanto um problema com um alto nimero de condi¢ao é considerado como sendo
mal condicionado. Hansen (1997) discute observagoes a respeito dos valores singulares de

matrizes mal condicionadas oriundas de aplicacoes praticas:

e Os valores singulares w; decaem gradualmente para zero sem lacunas no espectro;
e O aumento das dimensoes de H aumentara o nimero de pequenos valores singulares;

e Os vetores singulares p e v tendem a ter mais mudancgas de sinais em seus elementos

p; e v; a medida que o indice ¢ aumenta, isto é, quando w; diminui.

Para visualizar como o SVD d4 uma indicacao do mal condicionamento da matriz

H, considere as seguintes relagoes (HANKE, 1995):

Hl/i = W;pPi, izl,...,M,
(2.65)

||HV2H2 = wy, 2217,M

Um pequeno valor singular w;, comparado a || Hy; ||o= w@;, significa que existe
uma certa combinacao linear das colunas de H, caracterizada pelos elementos v; do vetor
singular da direita, tal que || Hy; || é pequeno. Em outras palavras, a existéncia de um ou
mais valores pequenos de w; implica que a matriz H é quase classificada como incompleta
e os vetores v; associados ao pequeno w; sao vetores que mapeiam o espaco nulo de H.

A partir disso, é possivel concluir que a matriz H em um problema mal posto
discreto é sempre altamente mal condicionada e seu espago nulo é medido por vetores
com muitas mudancas de sinais. A medida que w; diminui, os vetores singulares p e v

contém componentes p; e v; de frequéncia cada vez mais altos. Seja o vetor arbitrario z:

M
z=> vz, (2.66)
i=1
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o mapeamento Hz usando o SVD é

Hz =Y w;(vz)p;. (2.67)

i=1

Isso mostra que, devido & multiplicacdo com w;, os componentes de alta frequéncia
de z sao mais amortecidos no Hz que os componentes de baixa frequéncia. O problema

inverso de z na forma de Hz = b tem a solucao:

M ( Tw\.,
2=H'b=) loib)vi. (2.68)

=1 Wi
o que mostra que as oscilagoes de alta frequéncia em b serao amplificadas pelos pequenos
valores singulares ;.

Em termos de reconstrucao em TIE, o ruido nos dados serda amplificado pela in-
versao dos pequenos valores singulares. Consequentemente, a solugdo do problema inverso
sera contaminada pelo ruido no sinal. Para superar esse mau condicionamento, utiliza-se
técnicas de regularizacao. Essas técnicas geralmente envolvem truncar ou filtrar os valores
singulares correspondentes aos vetores singulares com componentes de alta frequéncia.

Contudo, pode-se questionar por que em um problema com escassez de informagoes
a matriz de sensibilidade deve ser truncada. A razao para defender o truncamento é que,
entre os valores singulares do Jacobiano, os menores sdo os mais vulneraveis ao ruido e
estes sao, muitas vezes, extremamente pequenos. Quando perturbados pelo sinal de ruido
e depois invertidos, eles crescem em sinais de ruido muito grandes, causando instabilidade
na solucao. Para evitar esta situacdo, a sua filtragem é essencial, mas ha realmente uma

perda de sensibilidade (POLYDORIDES, 2002).

2.3.1 Regularizacao

Um método de regularizacao é formalmente definido como um método de inversao
dependente de um tunico parametro real X\ > 0, que produz uma familia de solucoes
aproximadas (KARL, 2000). Técnicas de regularizacao discretas incluem decomposi¢ao

de valores singulares truncados (do inglés, Truncated Singular Value Decomposition -
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TSVD), entropia méxima e um nimero de esquemas de minimos quadrados generalizados,
incluindo métodos de regularizagdo de Twomey e Tikhonov, Noser (CHENEY et al., 1990),
Laplace (POLYDORIDES; LIONHEART, 2002) e Total Variation (BORSIC; MCLEOD;
LIONHEART, 2001). Todos esses métodos tentam reduzir os efeitos da solu¢ao de um
sistema mal condicionado restaurando a continuidade da solugdo nos dados (CHENEY;
ISAACSON;, 1995).

O método de regularizacao mais amplamente referenciado ¢ o método de Tikhonov
ou Tikhonov-Phillips. Com a regularizacao de Tikhonov, informacoes adicionais sobre a
solugao, comumente referidas como informacgoes prévias, sao incorporadas a solug¢ao como
um termo adicional na minimizagao por minimos quadrados. Isto é, em vez de minimizar

apenas Hz — b, minimiza-se uma expressao da forma:

7 = arg min {| Hz — b ||* + X?|| Rz ||’}, (2.69)

onde R é uma matriz de regularizacao de Tikhonov, frequentemente diagonal, e a expres-
sio A2|| Rz ||* representa alguma informacio prévia sobre a admitividade. Além disso, a
minimizagao quadratica (2.69) garante uma soluc¢ao tnica para A > 0.

Os métodos de regularizagao de Tikhonov, de ordem-k, podem ser vistas em (TIKHO-
NOV; ARSENIN, 1977). A regularizagao classica de Tikhonov, ordem zero, se refere ao
caso onde R = I (matriz identidade), entretanto o termo Tikhonov é frequentemente
aplicado a qualquer solu¢ao independentemente da escolha de R.

Considerando-se que a fungao custo em (2.69) é quadratica, derivando-a em relagao

a z e igualando-se a solucao a zero chega-se em:

z(\) = (H'H+ M’R'R)'H"b = Tb, (2.70)

onde T é o operador de reconstrugao linearizado e regularizado. A equacao (2.70) é a
forma mais geral do modelo de reconstrucao para TIE, no qual a maioria dos algoritmos
de reconstrucao podem ser construidos a partir deste framework. A estimativa do inverso

regularizado z(\) tem duas propriedades importantes:
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e Para um A\ suficientemente “grande” a solugao regularizada z(\) é estavel diante de

perturbagoes ou ruidos nos dados;

e Para valores de A\ proximos a zero, a solucao generalizada nao regularizada, que é

contaminada por ruido, é recuperada: z(\) — z.

O parametro A é chamado de “parametro de regularizacao” ou “hiperparametro”
e controla o trade-off entre a solugao regularizada z(A) e a nao regularizada. O hiper-
parametro pode ser visto como uma aproximacao entre o erro de medi¢ao e o ruido de
discretizagao devido a aritmética de precisao finita (ADLER; GUARDO, 1996).

O parametro A é frequentemente escolhido heuristicamente, mas isso significa
que as comparacoes entre os algoritmos podem nao ser justas e podem ser escolhidas
de maneira a ocultar os detalhes da imagem. Existem abordagens para selecionar au-
tomaticamente A (BORSIC; LIONHEART; MCLEOD, 2002), (POLYDORIDES; LIO-
NHEART, 2002) e (BRAUN et al., 2017): NF (Noise Figure) sugerido por (ADLER,;
GUARDO, 1996), SNR (Signal-to-Noise Ratio) sugerido por (BRAUN et al., 2017), LCV
(L-Curve Criterion) sugerido por (HANSEN; O’LEARY, 1993), GCV (Generalized Cross-
Validation) sugerido por (GOLUB; HEATH; WAHBA, 1979).

Em termos de SVD, o efeito da regularizacao classica de Tikhonov, com R =1
(matriz identidade), é que os valores singulares sao filtrados da seguinte forma (HANSEN,

1998):

pi bu;

i
Wi

M
z=H'b=> : (2.71)
i=1

onde f; = @?/(w? + A?). Essa funcio de filtro decai suavemente de f; & 1 para w; > )
a f1 = 0 para w; < \. Deste modo, os vetores singulares direitos com valores singulares
menores que A\ sao efetivamente filtrados. A funcao do filtro Tikhonov é estruturalmente
idéntica ao filtro Wiener (KARL, 2000).

A regularizacao pode ser empregada de varias formas, no entanto, seus principais

objetivos sdo impor as suposi¢oes prévias sobre a solu¢ao e, ao mesmo tempo, filtrar os
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componentes de alta frequéncia da solucao, ou seja, aqueles correspondentes aos menores

valores singulares do Jacobiano.

2.3.2 Algoritmos para o problema inverso

A Figura 6 mostra um diagrama com os principais tipos de algoritmos de reconstru-
¢ao disponiveis para o problema da TIE. Esses sdo geralmente divididos em métodos pro-
babilisticos (KAIPIO et al., 2000), (WILLIAMS; BECK, 1995), (VAUHKONEN, 1997),
(KOLEHMAINEN et al., 1997), (NISSINEN; HEIKKINEN; KAIPIO, 2008), (MARTINS
et al., 2012), (ROLNIK; SELECHIM, 2006), (MARTIN; CHOI, 2016); métodos deter-
ministicos baseados em linearizagdo (ALLERS; SANTOSA, 1991), (BLUE, 1997), (CHE-
NEY; ISAACSON; NEWELL, 1999), (HERWANGER; PAIN; OLIVEIRA, 2002), (LOKE;
BARKER, 1996), (LIMA et al., 2007), (CHOI; HARRACH; SEO, 2014), (HYVONEN;
MUSTONEN, 2017) e os métodos deterministicos de inversao nao linear (DORN et al.,
1999), (WEBSTER, 1990), (WEXLER, 1988), (ADLER; GUARDO, 1996), (VAUHKO-
NEN et al., 1998), (BORSIC; LIONHEART; MCLEOD, 2002), (DORN et al., 2002),
(BORCEA; BERRYMAN; PAPANICOLAOU, 1999), (LIU et al., 2015), (LIU et al.,
2016). Nesse trabalho, utiliza-se apenas métodos deterministicos que, segundo Adler e
Boyle (2017), sdo as abordagens mais comuns da literatura atual em TIE.

Figura 6 — Principais tipos de algoritmos para reconstrucao em TIE.

nio linear

Probahilisticos ] {Pmblama HIverso

Algoritmos de
Reconstrucdo

Deterministicos ]—

Problema imverso
linearizado .
[terativo

Fonte: Autor (2019).

Os algoritmos deterministicos para a reconstrucdo de imagens podem ser dividi-

dos em duas categorias principais: destinados ao problema inverso linearizado e ao
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problema inverso nao linear, sendo que, de certo modo, os algoritmos da segunda
categoria englobam problemas da primeira.

Em relagao a categoria de problema inverso linearizado, subdivide-se ainda
mais: nos métodos diretos, que calculam um inverso “exato” do Jacobiano que é subse-
quentemente usado para obter a solugao regularizada com a regularizacao de Tikhonov,
por exemplo, em uma unica etapa (TIKHONOV; ARSENIN, 1977); e nos métodos ite-
rativos, nos quais as aproximacgoes a solucao inversa regularizada sao calculadas a cada
iteragao (GOLUB; LOAN, 1996).

Os algoritmos deterministicos para o problema inverso nao linear sao prin-
cipalmente iterativos, capazes de reconstituir heterogeneidades em alto contraste, tipi-
camente Newton-Raphson. Além disso, para problemas bidimensionais, existem também
alguns algoritmos nao lineares diretos (SILTANEN; MUELLER; ISAACSON, 2000), (SO-
MERSALO et al., 1991), (BRUHL; HANKE, 2000), (BORCEA; BERRYMAN; PAPA-
NICOLAOU, 1999) como: método de transformacao de dispersao (SILTANEN; MUEL-
LER; ISAACSON, 2000) e a abordagem multigrid (BORCEA; BERRYMAN; PAPANI-
COLAOU, 2001).

Em geral, a reconstrugao de uma solucao estavel e tinica requer a implementagao
de um algoritmo iterativo nao linear do tipo Newton (Newton-Raphson, Gauss-Newton)
com um solucionador de passos regularizado (ISLAM; KIBER, 2014). Nessa abordagem,
inicialmente, o modelo deve ser atualizado com base na estimativa da solugao zy (2.69),
que envolve principalmente a avaliagao da matriz de sensibilidade e o calculo do problema
direto em zy, isto é, F(zx). Em seguida, para a préxima estimativa da solucao zy. i,
lineariza-se o problema em torno de zy e entao se adota alguma forma de regularizacao
para resolver o problema. A aplicacdo da regularizagao evita, essencialmente, o célculo
dos componentes de alta frequéncia da solugao, isto é, evita o processamento de dados
que possam estar contaminados por ruido.

As iteracoes, lineares e nao lineares, sao frequentemente controladas pelo critério

de parada ou principio de discrepancia de Morozov (MOROZOV, 1984) segundo o qual
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as iteracoes devem progredir até:

[1F(zi) — V| <€, (2.72)

onde V sdo as medigoes de potencial elétrico, € é a estimativa de erro nas medigoes.

2.3.2.1 Reconstrugao do problema inverso linearizado

O processo de calcular a solugao 6tima z* para o problema nao linear de TIE é
equivalente ao de localizar um ponto minimo local em um grafico nao linear. A partir de
uma aproximacao inicial z,, lineariza-se o problema em torno de z,, avalia-se o Jacobiano
em z, e depois o regulariza para resolver o problema linear, obtendo o préximo ponto
para o qual deve se mover na busca. A repeticdo desse procedimento efetivamente cria
uma sequéncia de solugbes lineares {z,,21,...,2x}, para as quais ||z* — zk||> diminui a
medida que o indice de iteragdes k aumenta, aproximando-se cada vez mais da solucao.

A parte com maior custo computacional dessa rotina é o calculo do Jacobiano
depois de cada atualizacao da solugao. Portanto, uma boa aproximacao inicial certa-
mente acelerara todo o processo, uma vez que menos etapas lineares serao necessarias.
Em principio, pequenas perturbagoes na admitividade podem ser reconstruidas com pre-
cisao suficiente, considerando apenas o problema linearizado.

A partir de uma distribui¢do conhecida, z,, geralmente homogénea, um conjunto
de medigoes F(z,) é calculado. Na sequéncia, ocorre uma perturbagao 6z causando um
novo z # z, consequentemente um V # F(z,). Calculando J, o Jacobiano baseado em

Zo, a forma discreta do problema linear usado na imagem diferencial se torna:

Joz =6V <<= J (20 —2) = F(2,) — V. (2.73)

A validade e, de fato, o sucesso da linearizacao depende crucialmente da magnitude
da perturbacao, que de certa forma implica que ou a aproximacao inicial deve ser muito
precisa, ou seja, proximo da solugao exata, ou que o préprio valor da perturbacao deve ser
de alguma forma garantidamente pequeno. A questao crucial que surge é “quao pequena”

essa mudanca deve ser para que ela seja recuperada de uma formulagao linearizada. Este
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é um problema fortemente ligado ao modelo a ser usado para a reconstrugdo, pois em
uma funcao nao linear, é praticamente impossivel com a técnica deterministica adotada
identificar a localizagdo exata do minimo exigido a partir de um ponto que esteja longe

dele.

2.3.2.2 Reconstrucao do problema inverso nao-linear

Segundo Polydorides e Lionheart (2002), para resolver adequadamente o problema
de reconstrugao de imagem da TIE, deve-se optar pelo problema inverso nao linear (SO-
MERSALO et al., 1991), (SILTANEN; MUELLER; ISAACSON, 2000). Na auséncia de
um método nao linear direto, sem um passo linear intermediario, pode-se optar por eli-
minar os termos da segunda derivada da expansao de Taylor do problema nao linear e
assim, efetivamente, construir um inverso generalizado do Jacobiano, subsequentemente
invertendo o problema utilizando uma técnica de minimizacdo nao linear convencional.
Alternativamente, pode-se considerar inicialmente uma forma linearizada do problema in-
verso e, em seguida, adotar algum tipo de regularizacao para obter uma solucao de passo
estavel dentro de um algoritmo nao linear.

A primeira abordagem ¢ muitas vezes referida como o método de Gauss-Newton,
enquanto a segunda é mais semelhante a um método proposto por Levenberg (1944) e
Marquardt (1963), no qual um pardmetro de regularizacao varidvel é empregado. A anélise
a seguir ilustra como o problema inverso nao linear pode ser resolvido utilizando algum

método do tipo Newton. Em principio, a solugao deve minimizar o erro residual:

1 1
f(2) = 5(F(z) = V)!(F(z) = V) = S[I(F(2) = V)5 (2.74)

Se o operador de mapeamento direto nao linear F' tiver a primeira e a segunda deri-
vadas continuas nos espacos de Hilbert, e se sua linearizacao for continuamente inversivel

préximo de z, entdo F=1 existird localmente préximo de z.

Introduzindo a varidvel auxiliar ©(z) = (F(z) — V) e expandindo-a em série de
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Taylor, tem-se:

O(z + h) = O(z) + O'(2)h + ;@”(z)hQ +O(|R3). (2.75)

Em uma tentativa inicial de minimizar f(z), pode-se seguir uma abordagem via
minimos quadrados da qual a iteragdo de Newton-Raphson para problemas bem postos
é derivada buscando-se um passo h para o qual se tenha O(z + h) =~ 0. Negligenciando

termos de segunda ordem ou superior de (2.75), de forma a linearizar o problema, tem-se:

O(z) = —O'(z)h, (2.76)
hng = —(0'(2))7'0(z) = F'(z) (V- F(2)). (2.77)

Deste modo, pode-se chegar ao esquema iterativo de Newton-Raphson:

Zep1 = 2 + F'(z1) " H(V — F(2)). (2.78)

Da equagao (2.74), o gradiente V e a matriz Hessiana H f do residuo f(z) sao:

V = 0(2)70(z) (2.79)
= Fl(2)"(F(z) - V), (2.80)
Hf = ©0'(2)'0(z)+0"(z)0(z) (2.81)

= P FG) - L F ) () - V) (2.82)
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Quando o minimo desejado é aproximado, os segundos termos derivados na equagao

(2.82) tornam-se insignificantes:

S F (@) (Fi(z) - Vi) =0, (2.83)

Sob esta hipotese e utilizando as equagoes (2.80) e (2.82), podemos reformular o

erro residual (2.74) como:

flath) = fla)+ f@ht @ (28)
= )+ (OO + 5(O(2) O (2))” (2.85)
= f(z)+ F(z2)"(F(z) — V)h + ;F’(Z)TF’(z)hQ. (2.86)

Definindo o gradiente da equagao (2.86) e igualando a zero, produz:

hVE = F'(z)'(F(z) — V) + hF'(z)" F'(z) = 0, (2.87)

onde o passo h é dado por

h = (F'(z)"F'(2)'F'(2)" (V- F(z)) (2.88)
= F'(2)/(V - F(2)), (2.89)
onde F'(z)" é a pseudo-inversa de F'(z) (BJORCK, 1996). A equagdo (2.89) combinada

com a férmula de Newton-Raphson (2.77) fornece o conhecido algoritmo de Gauss-Newton

(GOLUB; LOAN, 1996):

hey = F'(2) (V — F(z)), (2.90)

Zk+1 = Rk + hGN- (291)

O algoritmo de Gauss-Newton ¢é utilizado para resolver problemas de minimos

quadrados nao lineares. Esse ¢ uma variacao do método de Newton-Raphson, entretanto
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o método Gauss-Newton (mGN) s6 pode ser utilizado para minimizar valores quadrados
da funcao. A vantagem é que as derivadas segundas, que podem ser dificeis de calcular,
nao sao mais necessarias.

No entanto, embora o método de Gauss-Newton para problemas bem postos seja
conhecido por obter a convergéncia quadratica, neste caso o desempenho do algoritmo
(2.90) e (2.91) depende da validade da suposigao (2.83) e o tamanho do passo h. Alterna-
tivamente, pode-se optar por aproximar os termos da segunda derivada na equacao (2.82)
com o termo AI como sugerido em (LEVENBERG, 1944), onde A (ou hiperparametro) é
um escalar positivo pequeno e I é a matriz identidade com dimensoes apropriadas. Isso

efetivamente muda a suposi¢ao (2.83) para:

S Fl(2)(Fi(z) — Vi) = AL (2.92)

i=1

Portanto, ao reescrever o erro residual como:

fz4h) = fz)+ f(@)h+ ; F(2)h? (2.93)
= f(z)+ (©'(2)"O(2))h + ;(9'(Z)T@/(Z) + AI)h? (2.94)

— f(2) + F'(2)"(F(z) — V)h + ;(F'(Z)TF(Z) FADR., (2.95)

e definindo o gradiente

hVf = F'(z)" (F(z) — V) + h(F'(2)"F'(z) + M) = 0. (2.96)

Resulta na solucao regularizada de Tikhonov:

h=(F(2)"F'(z) + \I)"'F'(z2)"(V — F(z)). (2.97)
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Substituindo (2.97) na férmula de Newton-Raphson (2.78) resulta no método de

Levenberg-Marquardt (MARQUARDT, 1963):

hiv = (F'(z)TF'(z) + A 7' F'(2)" (V — F(z)), (2.98)
Zkt1 = 2k + hou (2.99)

No método de Levenberg-Marquardt, para problemas bem postos, a medida que
a solugdo é aproximada o A é reduzido a zero. Assim, a equagao (2.98) é gradualmente
transformada em um passo de Gauss-Newton. Este método também pode ser derivado
por uma linearizagao de f(z) em torno de zy dentro do funcional nao linear de Tikhonov,

isto é:

f(z) = |F(z) = VI3 + MR(z — 2|15, (2.100)

onde R é a matriz de regularizacao. Linearizando-se F' em torno de z, chega-se no pro-

blema de minimizacao:

arg min {|[F'(2)h ~ VI + AIR(h - 2) 3} (2.101)

para o qual a solugao linear generalizada de Tikhonov é

har = (F'(z2)"F'(z) + \R"R) " (F'(z)"V + AR"Rz). (2.102)

Consequentemente, para a iteracao k + 1, pode-se minimizar (2.101) como:

arg min {|[F(n) =V = F'@)(h = 2)[; + IR =23}, (2109
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que tem uma solugao algébrica

h = (F'(z)" F'(zi) + \RTR) "1 (F'(z3)" (V — F(zx)) + \R"Rzy), (2.104)

Zk+1 — Rk -+ h. (2105)

Ao contrario de (2.98)-(2.99), em (2.104)-(2.105) o pardmetro de regularizacao
A é mantido constante a cada iteracdo. Uma variacdo de (2.104) foi introduzida por
Bakushinskii (1992), onde o termo de penalidade em (2.103) é modificado ao substituir
Zx por uma estimativa inicial da solugao z,. Andlises posteriores em (BAKUSHINSKII,
1992) mostraram que isso tem propriedades estabilizadoras na minimizagao do funcional,

impedindo assim que as estimativas iterativas divirjam:

h=(F(zw) " F'(zi) + \RTR) " (F'(z3)"(V — F(z1)) + \AR"R(2, — 2)),  (2.106)

Zhe1 = 21 + h. (2.107)

A Figura 7 mostra um diagrama funcional (ADLER, 1995) no qual a solu¢ao nao
linear é resolvida iterativamente utilizando um passo linearizado em cada iteracao. O

diagrama funcional segue os seguintes passos (GRAHAM, 2007):

P1 - Obter uma aproximacao inicial, z,, para a distribuicdo de admitividade, que reflete
uma suposi¢ao sobre a distribui¢do de admitividade do meio. Muitas vezes é uma

estimativa grosseira da admitividade homogénea do meio;
P2 - Resolver o problema direto F(zy) para determinar as medig¢oes simuladas;
P3 - Calcular a mudanga na admitividade, como:
h= (F(z)" F'(zi) + \RTR) 1 (F'(2z3)" (V — F(zi)) + \AR"R(2, — 21.)),

onde V — F(zy) ¢é a diferenca entre os valores medidos e simulados;



P4 - Atualizar a admitividade: zx11 = 2z + h;

P5 - Atualizar a matriz de admitancia com a estimativa atual da admitividade;

P6 - Avaliar uma regra de parada. Por exemplo, parar depois de uma tunica iteragao
(CHENEY et al., 1990), parar ap6s algum nimero fixo de iteragoes ou parar quando
a diferenca entre os dois conjuntos de medigoes cair abaixo de algum limiar de
tolerancia, como o critério de parada de Morozov (NASH; SOFER, 1996). Se a

solugdo atual satisfizer a regra de parada, a estimativa estard concluida (fim do

processo), caso contrario, continue no passo P7,;

P7 - Atualizar o Jacobiano com base na estimativa atual da admitividade (algumas abor-

dagens atualizam o Jacobiano em cada iteragao, outros nao);

P8 - Ir para o passo P2 para recalcular o problema direto.

Figura 7 — Abordagem nao linear tipica para TIE.
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ﬁdﬂﬁ
X Simulados

T Amalizar a
distribuigdo de L

admitividade

Fonte: Adaptado de ADLER (1995).
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Além desses passos explicitos, existem parametros implicitos que estao em confor-

midade com algumas suposi¢oes e sao importantes partes do problema:

A admitividade inicial é tipicamente assumida como sendo homogénea;

A admitividade usada para calcular o Jacobiano é assumida como sendo homogénea;

A modelagem pelo MEF inclui as fungoes de interpolacao, a isotropia da admitivi-

dade dentro do elemento e os parametros da malha;

Os tipos de eletrodos, a localizacao e o tamanho sdo conhecidos;

O padrao de injecao de corrente elétrica e o padrao de medigao de potencial elétrico

sao escolhidos antes das reconstrucoes.

2.4 AVALIACAO DAS IMAGENS

Segundo Adler e Boyle (2017), muitos parametros foram propostos para medir e
comparar o desempenho dos resultados da reconstrucao de imagens em TIE, entretanto
nao existe na literatura uma métrica (figura de mérito) amplamente aceita para quantificar
a qualidade das imagens reconstruidas. Quando sao utilizadas medigoes simuladas (ou
fantomas?), é possivel quantificar as imagens em relacao ao erro de posigio, a resolugao e
deformagao de forma (ADLER et al., 2009); pois, em teoria, tem-se as dimensoes e formas
do objeto a ser reconstruido. J4 para dados experimentais (reais), onde nao se tem com
exatiddo as formas, as imagens sdo comparadas com as formas aproximadas (GRYCHTOL
et al., 2014).

Para avaliar as imagens deste trabalho, utilizou-se as métricas quantitativas que
avaliam a proximidade das formas dos objetos, essas métricas se baseiam em algumas
figuras de mérito, para imagens reconstruidas em meios homogéneos perturbados por um

fantoma, propostas em (ADLER et al., 2009) e (ADLER; GUARDO, 1996).

4

Fantoma pode ser entendido como um objeto que simula uma situacéo real. Por exemplo, a forma de
um circulo poderia se aproximar da forma de uma bolha de dgua ou géas dentro de uma tubulagao.
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O célculo das métricas ocorre sobre um conjunto de pizels®, referente ao fantoma,

obtido a partir da segmentacao da imagem reconstruida. O subconjunto de pizels segmen-

tados [¥si; é calculado para as formas que limitam os pizels [¥,];; da imagem reconstruida

a 25% da amplitude maxima, isto é:

1, se [yr]ij > imax(}’r%
[}A’s]ij (2.108)

0, caso contrario.

A variagdo méaxima, max(y,), da admitividade da imagem reconstruida pode ser

tanto positiva, para o caso de fantomas mais condutivos que o meio, quanto negativas, para

fantomas menos condutivos. Para Adler et al. (2009), o limiar de um quarto representa

um valor plausivel que detecta a maioria dos efeitos visualmente significativos, no entanto,

segundo os mesmos autores, o valor exato do limiar tem pouco efeito no desempenho final

do algoritmo. A seguir, sdo descritas quatro figuras de mérito, segundo Adler et al. (2009):

i.

1i.

Erro de Posicao (Position Error - PE) —mede o quanto a posigao do objeto segmen-
tado (¥s) aproxima-se da posi¢ao real do fantoma, tendo como referéncia o Centro
de Gravidade (CG) de cada um. No caso de um fantoma circular, o CG é o ponto
central do circulo, enquanto que para o objeto reconstruido a posicdo do CG é

calculada pela média da posi¢ao dos pizels de y,:

PE =r;—r,, (2.109)

onde 7f e ry sao, respectivamente, as distancias radiais do fantoma e do objeto re-
construido (imagem segmentada) em relacao ao centro do plano tomogréfico circular

(Figura 8). Os valores devem ser pequenos e mostrar pequena variabilidade.

Oscilacao (Ringing - RNG) — mede se as imagens reconstruidas mostram areas de
sinal oposto ao redor da area do objeto reconstruido, também chamado de overshoot.

Para esse célculo, delimita-se um circulo C' centrado no centro de gravidade de

5

Pizel é o menor ponto que forma uma imagem digital, sendo que o conjunto de pizels forma a imagem

completa.
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Figura 8 — Erro de posigao calculado em fun¢ao das distancias do centro de gravidade da
Imagem Reconstruida (r;) e da Imagem Segmentada (rs).

Imagem Reconstruida  Imagem Segmentada

’ T,
’ 5
’
’ \
4

o+

Fantoma

Fonte: Adaptado de ADLER et al. (2009).

1ii.

¥s (Figura 9). A relagdo entre a amplitude do sinal oposto fora do circulo C'e a

amplitude da imagem dentro de C'é dada por:

RNG = ZE£07(5:1:<0) 2¢0)1(5:1,<0) [S’r]ij7
>icc EjeC[YT]ij

onde o numerador é o somatério dos valores dos pizels em y, que estao fora da

(2.110)

regiao do circulo C'e com sinal oposto a amplitude do somatoério dos valores pizels
da imagem que estao dentro de C, que sdo representados pelo denominador. Os
pizels dentro de C com sinal oposto ao somatorio resultante nao sao contabilizados.
O célculo de RNG é realizado sobre a imagem reconstruida , antes de ser segmentada,
no entanto a definicao do circulo C é feita a partir do conjunto segmentado y,. Os
termos [y,]; < 0 e [¥,]; < 0 do numerador sdo utilizados para o caso em que a
variacao de admitividade do objeto reconstruido é positiva. O RNG deve ser baixo

e uniforme, pois pode facilmente resultar em interpretacoes incorretas.

Resolugao (Resolution - RES) — mede o tamanho dos artefatos reconstruidos em

relacao a todo meio:

A
ES =,/ 2.111
RES =\ 7" (2.111)

onde A, = 32, 3°,[¥]i; corresponde a area do conjunto y, e A, ¢ a area do plano

tomografico. A raiz quadrada é usada de modo que RES mede proporc¢oes de raio ao
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Figura 9 — Oscilacao dos pizels fora do circulo C.

Imagem Reconstruida  Imagem Segmentada

C

RNG

Fantoma

Fonte: Adaptado de ADLER et al. (2009).

iv.

invés de proporgoes de area inicialmente proposto por (WHEELER; WANG; TANG,
2002). O RES deve ser uniforme e pequeno, ao longo do dominio, para representar

mais precisamente a forma da distribui¢do de admitividade do objeto.

Deformagao de Forma (Shape Deformation - SD) — mede a fragdo do conjunto de
amplitude de um quarto reconstruido que nao cabe dentro de um circulo (Figura

10), sendo definido como:

Cgo) Ligo¥sli
SD - ~ )
> Zj [YS]ij

(2.112)

onde C é um circulo centrado no CG de y5 com uma area equivalente a A, (OH,;
TANG; SADLEIR, 2007). A deformacao de forma deve ser baixa e uniforme, ao

contrario pode resultar em interpretacao incorreta de imagens.

Figura 10 — Deformacao de forma obtida pela quantidade de pizels fora do circulo C.

Imagem Segmentada

C

SD

Fantoma

Fonte: Adaptado de ADLER et al. (2009).
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3 ABORDAGEM PROPOSTA

Neste capitulo, é proposta a aplicacdo de Minimos Quadrados Ponderados com
Regularizacao (do inglés, Regularized Weighted Least Square - RWLS) que é uma gene-
ralizagao de Minimos Quadrados com Regularizagao definida em (2.101). Sendo assim, a

funcao custo do problema de otimizacao passa a assumir a forma:

& = arg min {[W[F(o) = V]|3 + A[R(o — )3} (3.1)

onde V € REEXL & o vetor de potenciais elétricos medidos em L eletrodos alocados no
contorno para K padroes de corrente elétrica injetados, o € RE*! é o vetor de conduti-
vidades considerado para uma malha com E elementos, o, € R¥*! é a estimativa inicial
das condutividades, R € RE*F ¢ a matriz diagonal, ou diagonal banda, de regularizacao;

) € R é o hiperparametro; e W € RL*xL?

¢ uma matriz diagonal de pesos cuja estrutura
sera proposta na Secao 3.2.

Os potenciais em cada n6 n € {1,..., N} do elemento sdo denotados por u =
[ug,...,un]?, que sdo funcdes da injegao de correntes elétricas i = [i1,...,ix]7 em um
meio com condutividade o. Esses potenciais sdo descritos pelo operador direto F'(-) que,
dada a corrente elétrica i e a condutividade o, resulta em u. Isso, na verdade, é o problema
direto em TIE descrito como F(o) € REEXL,

A solucao numérica para o problema direto é obtida utilizando uma malha, na qual
o dominio é discretizada em elementos de condutividade constante. O potencial elétrico
em cada n6 n do elemento é calculado a partir de: u = Y, em que Y é chamada de
matriz de admitancia global e é uma funcao da distribui¢do da condutividade o .

A estratégia de medicao adjacente, que serd utilizada neste trabalho, fornece L(L —
3) medicoes, das quais, pelo teorema da reciprocidade e utilizando um esquema de me-
digdo tetra polar, fornece na verdade L(L — 1)/2 medigoes independentes. No entanto, é
comum os algoritmos de reconstrugdo em TIE utilizarem todas as L(L — 3) medigdes, e

preencherem com valores nulos as medidas nao realizadas até totalizar L? medidas. Visto

isso, o numero de padroes de injecao K ¢ igualado ao nimero de eletrodos L, logo, as
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dimensoes dos vetores V e F(o) sao, respectivamente, V € RL* 1 ¢ F(o) € RL**1,
Pelo método Gauss-Newton, a solucdo nao-linear de minimizagao de (3.1) é obtida

iterativamente como:

66 = (T W2 T, + ARTR) N T "W2AV + AR"R (0 — a,)), (3.2)

Grp1 = O + 66, (3.3)

em que Jj ¢ a atualizagdo da matriz de sensibilidade (Jacobiano), recalculada por (2.58),
a cada iteragdo k e AV = F(o) — V.

Em processamento de imagens digitais, a forma mais simples de restaurar uma
imagem ¢ utilizando o filtro inverso, onde a func¢ao degradacao é invertida e utilizada para
restaurar a imagem (PRATT, 2001). Essa técnica, ja estabelecida em sistemas épticos,
consiste na remocao ou reducao da degradacao da imagem ocorrida durante a aquisi¢ao
como: borramento, movimento da imagem, ruido eletronico. Para o problema da TIE,
os modelos ja estabelecidos em 6ptica para descrever essas degradagoes nao podem ser
utilizados, pois resultam em reconstrugoes de baixa qualidade. Um exemplo disso pode
ser encontrado em (CHEREPENIN et al., 2002), que alcanga resultados muito bons para

tomégrafos de campo duro (Raio X), mas insatisfatorio para a TIE (campo macio).

3.1 MODELAGEM ELETROSTATICA DO DOMINIO TOMOGRAFICO

Nesta secao, ¢ apresentada uma modelagem matematica para o tomoégrafo por im-
pedancia elétrica. Este modelo serve como base para o algoritmo de reconstrucao proposto
na Secao 3.3. No dominio tomografico, supoe-se um volume condutor e considera-se as

seguintes hipdteses:

i. Homogeneidade: a condutividade no volume é considerada homogénea. Nao se tem

informagoes do interior do dominio, o que se tem sdo medi¢oes adquiridas no con-

torno da se¢ao transversal, assim, nao é razoavel determinar, analiticamente, a dis-
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tribuicao de condutividade e sua perturbagao causada pelo objeto de interesse. Para

contornar isso, assume-se uma condutividade homogénea;

ii. Resistividade: é desconsiderado o efeito capacitivo. Esse efeito é geralmente negli-
genciado se a razao entre as correntes capacitiva e resistiva for pequena < 1. Essa
suposigao foi feita em (2.7), para que a equagdo de Laplace do problema da TIE

(2.2) fosse valida;

iii. Isotropia: o material é isotrdpico, isto é, a condutividade independe da direcao de
avaliacdo, e a corrente flui apenas através da secao transversal do dominio. Deste
modo, pode-se assumir que o produto entre a condutividade o e o campo elétrico E
em (2.3) ndao modifica a dire¢do da densidade de corrente J, pois o se comporta como
um escalar. Assim, o caminho percorrido pela corrente injetada nao tem componente

normal ao plano formado pelos eletrodos, reduzindo o problema a duas dimensoes;

iv. Quase-estatico: aproxima-se os fendomenos dentro do tomégrafo como sendo quase-

estaticos. Essa suposicao é valida quando as escalas de comprimento de interesse sao
muito menores que o comprimento de onda eletromagnética utilizada nas medicoes.
Consequentemente, isso resulta que a derivada do campo magnético B é nula (2.4)

no dominio;

v. Linearidade: os materiais no dominio, incluindo o objeto de interesse, possuem uma
condutividade linear. Deste modo, o campo elétrico é invariante no tempo, ou seja,
o gradiente da densidade de corrente J é nulo no dominio, conforme (2.6). Além
disso, dentro do dominio ndo deve haver fontes ou sorvedores de corrente elétrica.

Isso permite representar o dominio apenas como circuitos resistivos.

Com a finalidade de providenciar um modelo fidedigno a realidade do tomografo
por impedancia elétrica, associa-se o dominio tomografico a um problema eletrostatico com
condigoes de contorno equivalentes. Uma aproximagao eletrostatica do plano tomografico
é apresentada em (MARECHAL et al., 1987), (SOUZA, 1988). O modelo consiste em
supor um dominio circular homogéneo g, circundado por 2L (duas vezes o nimero de

eletrodos L) linhas de densidade de carga posicionadas a uma distancia dy em relagao ao
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contorno de Qp, na posicao onde estao os eletrodos. Cada carga imagem ¢, esté localizada

em posicao simétrica a sua respectiva carga ¢y, todas com alinhamento perpendicular a
Qo (Figura 11-(a)).

Figura 11 — Representacao do dominio tomografico por um modelo eletrostatico.

(a) Dominio circular homogéneo €2 cir- (b) Campo elétrico resultante E, em um
cundado por cargas go € qo - ponto zy central entre duas cargas.

[ ] @ :
o o
Contomo

Fonte: Adaptado de GARCIA (2012).

Ao supor que as cargas qo e g possuem o mesmo médulo e sinal, e se a posicao de
ambas for simétrica em relagao ao contorno de €2, pelo método das imagens (DURAND,
1964), conclui-se que no ponto médio entre elas, que é o contorno de €2, haverd uma densi-
dade de carga linear. Visto que o campo elétrico é sempre tangente as linhas de densidade
de carga (JACKSON;, 1975), nao havera componente do campo elétrico perpendicular ao
contorno, como pode ser visto na Figura 11-(b).

A consequéncia das afirmagoes anteriores é que: as linhas de campo permanecem
confinadas dentro do dominio €2g, 0 que implica dizer que nao ha fluxo de corrente para

fora do dominio tomografico. Além disso, como as linhas equipotenciais (mesmo potencial
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elétrico) sao perpendiculares as linhas de campo elétrico (EDWARD, 1985), a derivada
direcional do potencial elétrico em qualquer ponto do contorno de £2g é nula.

Pode-se verificar que, para 2L linhas de densidade de carga, o potencial eletros-
tatico u, em cada ponto do contorno de €2, de raio unitéario, é dado por (DURAND,
1964):

1 2L

te = —5— 3"lgoIn (|oy — xy]) + g, In (jvy — 1/ )], (3.4)
€0 =1

onde o ponto zy, para um sistema de coordenadas com origem no centro do circulo unitario
Qo, estd na linha média entre as duas cargas; xy’ sao as coordenadas da i-ésima linha
de carga e 1 /xyé, sdo as coordenadas da i-ésima linha de carga imagem. A constante
g0 ~ 8,854 x 10712 [F/m] é a permissividade do espaco livre.

Para dy — 0, distancia da carga qo, e pela simetria de ¢y, em relacdo ao contorno
de Q, pode-se assumir que zy’ ~ 1/ :Byé/ e como ¢y e gy possuem mesmo médulo e sinal,
a equagao (3.4) é reescrita como:

1 2L )
Ue = _72‘]0iln(|my_wyé|)~ (3-5>

Te0 =1

Ao utilizar a lei de Gauss (2.5), que relaciona campo e potencial elétrico, o médulo

do campo elétrico |E| em cada ponto em zy pode ser calculado por (PEREZ et al., 1997):

1 & xy — xy!

0 =1 vy — fyé|2

a porgao xy — wy! representa a distancia entre o ponto de avaliagdo, dentro do dominio

Q., e o eletrodo como ponto de observagao, que daqui em diante serda chamada de d;.
7/ . . !’ /7 .

Também, como dito anteriormente, ¢y € gy possuem o mesmo modulo e sinal, e como

forma de simplificacao, passa-se a considerar que todas as cargas g,; possuem 0 mesmo
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modulo. Essas consideragoes, a respeito da equagao (3.6), levam a seguinte simplificagao:

2Lq, 25 [ d; 2Lq, 24 1
E| — — - 3.7
| TEo ; (!dﬂ?) meo i di 7

Portanto, resumidamente, dentro do dominio da TIE as linhas de campo elétrico
se propagam em todas as dire¢oes, de maneira variante no espaco, e pela lei de Gauss nao
existe campo fora do dominio. Estas propriedades das linhas de campo elétrico, produzidas
por cargas, sao utilizadas na Se¢do 3.2 para predizer o que acontece dentro do dominio

do tomégrafo e sao utilizadas em uma funcao de degradacao.

3.2 MODELO DE PESOS PONDERADOS ESPACIALMENTE VARIANTE

Em problemas mal condicionados, uma pequena perturbacao nos dados de en-
trada pode levar a uma grande mudanca no resultado, e mesmo se houver uma solucao
unica, pode ser completamente corrompida por um pequeno erro nos dados ou pelo ruido.
Segundo Mamatjan (2013), conhecida a confiabilidade de cada canal de medigao do tomé-
grafo, a matriz W pode ser utilizada para representar a confiabilidade da reconstrucao.
Além disso, os dados experimentais que muitas vezes sao de baixa qualidade (devido a
mau contato, por exemplo), podem ser gerenciados por meio de modificagoes na matriz
W. Neste sentido, a abordagem por RWLS se resume em encontrar W que expresse a
correlacao entre as medigoes, de potencial elétrico, adquiridas do tomdgrafo.

A proposta deste trabalho é que “pesos” sejam atribuidos a incerteza da medicao
realizada por um eletrodo/canal de medi¢ao. Segundo Holder (2004), a densidade de
corrente elétrica é maior perto do eletrodo ativo (que injeta corrente elétrica), entao é
razoavel pensar que perto desse eletrodo existe mais informagoes titeis do que longe dele.
Isto é, quao mais longe do eletrodo fonte a medigao for feita menor serd a sua confiabilidade
e, por consequéncia, o “peso” atribuido a essa medicao serd baixo, e vice-versa.

Para ilustrar o conceito, a Figura 12 mostra um dominio discretizado, por uma
malha de elementos finitos, de um tomografico com 16 eletrodos. Essa quantidade de ele-

trodos se deve ao fato que, em geral, os tomodgrafos de TIE sao projetados para funcionar
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com 16 até 32 eletrodos (SINGH et al., 2019). Os nimeros inscritos, dentro dos elementos
triangulares, sao as identidades dos elementos. Na Figura 12, tem-se representadas algu-
mas distancias entre o centro do eletrodo e o baricentro do elemento triangular. A fim de
exemplificar, foram escolhidos aleatoriamente dois eletrodos (1 e 14) e dois elementos da
malha (12 e 68). Denomina-se a distancia entre o eletrodo 1 e o elemento 12 como d;_1s,

a distancia entre o eletrodo 1 e o elemento 68 como d;_gg; € assim por diante.

Figura 12 — Dominio do tomografo discretizado por uma MEF com 16 eletrodos.

1
16 2
41 84
87
s | 37 8s [/ 13
15 3
= - 14 |73
14 39 d 1 82
113 ag | 6 1712 - 101 /102
di-6s o7
77
14 4 9 | 60 74 Ly 4
d14;12 '2.-] 66 5 8 99 98
32 p 2o 95
_ 30
. g | 13 14-68 &) A =
3 2 64 69 67 104 106

Fonte: Autor (2019).

Esse mapeamento de distancias é feito para toda a malha gerada pelo MEF, con-
siderando um eletrodo de injecao de cada vez. Essas medidas sdo ordenadas em um
vetor linha que contém as distancias entre o eletrodo ativo e os elementos da malha:
di_1,dy_s,...,di_g. Repetindo esse processo para todos os eletrodos e agrupando este

vetor como linhas de uma matriz, tem-se:

d1,1 e dle

dL_1 e dL—E‘

onde D € RE*F. Cada elemento da matriz D representa uma distancia entre um eletrodo

e um elemento da malha (d;_.). Note que a dimensao da matriz D depende do tamanho
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FE da malha utilizada na reconstrugao e do niimero total de eletrodos L, mas nao depende
do padrao de injegao utilizado. Isso se deve ao fato que todos os eletrodos sao submetidos
a injecao de corrente elétrica, independentemente do padrao de injegao.

Observando a ordenacao da matriz D, pode-se perceber que cada linha contém as
distancias entre um tnico eletrodo e todos os elemento da malha. Por exemplo, a linha
1 (um) contém a distancia do eletrodo nimero 1 (um) com todos os elementos da malha
(dy_1,d1_9,...,di_g); na linha 2 (dois) a distancia do eletrodo niimero 2 (dois) com todos
os elementos da malha (dy_1,dy_o,...,ds_g); € assim sucessivamente.

Contudo, de maneira pratica, nao se tem medicoes de potenciais elétricos para
cada elemento triangular da malha. Na verdade o que se tem, fisicamente, sao medidas
de potencial elétrico no contorno do dominio. As medigoes realizadas no contorno podem
ser, por sua vez, interpretadas como uma superposicao da contribuicao de cada elemento
da malha, na qual cada distancia d;_. é considerada no resultado final. Portanto, deve-
se considerar a contribuicao de cada canal de medicao em relacao a todos elementos da

malha. Matematicamente, isto significa:

Zf:l Dlj ds;
ZjEzl D2j dssy

25:1 DLj dsp,

onde ds € REX! é o vetor coluna com a soma dos elementos das linhas da matriz D (3.8).

De acordo com (3.7), o decaimento do médulo do campo elétrico é inversamente
proporcional a distancia entre a carga elétrica (eletrodo ativo) e o ponto de observagao.
Matematicamente, quando a distancia se aproximar de zero no eixo das abscissas, o campo
elétrico, fungao (3.7), tende ao infinito, ver Figura 13. Isso significa que medigoes realizadas
muito perto do eletrodo tém, de alguma forma, precisao infinita. Contudo, esse modelo
carrega problemas de condicionamento numeérico.

Em face disto, neste trabalho, é proposto um modelo exponencial que simula o

comportamento das linhas de campo elétrico do plano tomografico, com a forma genérica:
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f(r) = €™ + (. Esse modelo se aproxima do padrao de linhas visto na Figura 5-(a), e ao
utilizar uma funcao puramente exponencial, na qual para um 7 < 0 o valorem r=0¢ 1,
resolve-se o problema da singularidade. A escolha de uma familia de fungoes exponenciais

se deve, também, a:

i. Ao ajustar o valor de 7, pode-se aproximar a inclinagdo (negativa) da funcao 1/d,

equivalente a (3.7), por uma func¢ao exponencial (Figura 13);

ii. O termo ( for¢a um valor minimo para o “peso”, isto é, mesmo que a medicao seja
feita muito longe da fonte, deve-se levar em conta a contribuicao fisica, mesmo que
pequena, desse elemento distante. Também, pode-se pensar que o valor de ( esta

ligado a um valor de ruido aditivo inerente a qualquer processo de aquisicao.

Figura 13 — M6dulo do campo elétrico |E| em funcao da distancia d.

t — — —|E|-1/d
187 L IE| = & 540,001

16
14 F |

121 \

08" A

Campo Elétrico (|E|)
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0 I I I I il i Y| L I I i

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Distancia (d)

Fonte: Autor (2019).

Deste modo, utiliza-se as propriedades das linhas de campo produzidas por cargas

para predizer o que acontece dentro do dominio do tomografo. Neste trabalho, as dis-
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tdncias em ds (3.9), oriundas da discretizagdo de um dominio tomografico homogéneo,
sao substituidas no modelo eletrostatico (exponencial). Este modelo resultante, espacial-
mente variante, € o mapa de “pesos” atribuidos a incerteza da medicao realizada por um

eletrodo, em forma vetorial:

ersl + C

erSQ +C
dm =™ 4 ¢ = : (3.10)

ersL + C

onde dm € R¥*! ¢ o vetor com os pesos atribuidos a cada eletrodo; as constantes 7 e ,
para ¢ =1[¢ ¢ ... (]F € R 530 os parametros do modelo de degradagio. Assim,

tem-se a matriz diagonal de pesos W & RL**L* descrita por:

eTds 4 ¢ 0

ersL +C
W = diag(dm) = : : . (3.11)

e‘l’dsl + C

0 eTdsr 4 ¢

A Figura 14 mostra um exemplo de pesos, valores inscritos dentro dos elementos
triangulares, normalizados para o valor méaximo unitario, atribuidos a cada elemento da
malha. Neste caso, foi utilizado como eletrodo fonte o eletrodo mais superior do plano
tomografico. Pesos préximos ao valor “1” indicam medidas mais confidveis (ou menor erro
na medigao) e vice-versa.

Na Figura 14, os pesos sao uma funcao da distancia entre os eletrodos e os ele-
mentos, seguindo um modelo variante no espaco que prediz as linhas de campo elétrico

no plano tomografico.
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Figura 14 — Comportamento, por meio de pesos, das linhas de campo elétrico.

Fonte: Autor (2019).

3.3 ALGORITMO DE RECONSTRUCAO

Nesta secao, é apresentado um resumo do algoritmo utilizado nos experimentos. O
Algoritmo 1, que é uma varia¢ao do algoritmo Gauss-Newton para problemas de minimos
quadrados nao lineares, é utilizado neste trabalho para o problema de Tomografia por

Impedancia Elétrica. Os dados de entrada sao:

e [ é o numero de eletrodos;

e F é o nimero de elementos da malha de elementos finitos;

A é o valor do hiperparametro;

€ é o critério de parada;

e V ¢é o vetor com os dados de potencial elétrico obtido nas medicoes;

e W ¢é matriz de pesos que segue a sistematica proposta;

e R ¢é a matriz de regularizagao de Tikhonov;

e o0, ¢ a aproximacao inicial para a distribuicao de condutividade.
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As varidveis:

o condutividade;

J é o Jacobiano ou matriz de sensibilidade.
E as funcgoes:

e Jacobiano(-) retorna os valores do Jacobiano (matriz de sensibilidade), com base na

malha de elementos finitos, e a condutividade. Essa funcao implementa a equagao

(2.58);

e MFEF(-) fungdo que gera uma malha pelo Método dos Elementos Finitos (MEF)
com base no numero de eletrodos e elementos. Essa funcao segue a metodologia

descrita na Se¢ao 2.2.1;
e Passogn(+) realiza a operagao da equagao (3.2).

Como resultado, o algoritmo retorna o valor de condutividade o que minimiza o

funcional (3.1).

Algoritmo 1: retorna a matriz de condutividade o, dado o vetor de potencial
elétrico V obtido nas medigoes, a matriz de pesos W que segue a sistematica
proposta, a matriz de regularizacao R de Tikhonov, o vetor de aproximacao inicial
o, para a distribuicao de condutividade, o ntimero L de eletrodos, o nimero E de
elementos da malha de elementos finitos, o valor A do hiperparametro e o critério
de parada e.

Entrada: L, E, )\, ¢, V, W, R, o,

Saida: o
1 inicio
2 mdlgireta < MEF(L, E);
3 J + Jacobiano(mdlyireta, To);
4 o o,
5 enquanto |J| > ¢ faca
6
7
8
9

do + Passogn(\, T, W,R);

o<+ o+ d0;

J + Jacobiano(mdlyireta, o);
fim

10 fim
11 retorna o;
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo, o algoritmo descrito no capitulo anterior é simulado sob distintas
condicoes, a fim de provar a eficicia do método proposto. Para realizar os experimentos,
foi utilizada a biblioteca EIDORS (acrénimo do inglés FElectrical Impedance Tomography
and Diffuse Optical Tomography Reconstruction Software), de c6digo aberto, desenvolvida
para as plataformas MatLab e GNU Octave (VAUHKONEN;, 1997), (ADLER; LIONHE-
ART, 2006), (ADLER; LIONHEART, 2005) e (POLYDORIDES; LIONHEART, 2002).

O pacote EIDORS possui fungoes incorporadas que nao sao triviais em TIE como:
a resolucao do problema direto, representacao grafica de uma distribuicao de admitividade
e geracao de malhas. A estrutura do EIDORS consiste em quatro objetos principais: data,
image, fwd_model e inv_model. Um objeto data representa um vetor de medigoes, reais
ou simuladas, de potenciais elétricos nos eletrodos alocados no contorno. O objeto image
representa graficamente os valores de admitividade. O fwd_model representa o modelo de
elementos finitos, propriedades dos eletrodos e padroes de excitagao, bem como as cha-
madas para fungoes de resolucao do problema direto. O EIDORS incorpora o gerador de
malhas NETGEN /NGSolve! (ARNOLD, 2013) para construir as malhas pelo Método dos
Elementos Finitos (MEF). Para o problema direto, a matriz de sensibilidade, em relagao
a admitividade real, é calculada pela funcao calc_jacobian que implementa a fatoracao
de Cholesky (ler Apéndice B). O objeto inv_model agrupa as informagoes necessarias a
reconstrugdo de imagens. Os calculos inversos nao lineares sao realizados dentro da fun-
¢ao tnv_sol que se baseia nos métodos de Newton-Raphson e encapsula a regularizacao de
Tikhonov para calcular a solugao. Essa funcao requer uma opgao de hiperparametro, que
neste trabalho foi definido, exceto quando indicado o contrario, o valor fixo de A = 0,03
(GRAHAM, 2007). Esse valor foi escolhido heuristicamente, baseado na experiéncia das
simulacoes realizadas ao longo do trabalho.

Em todas as simulagoes, utilizou-se o modelo de eletrodo completo para calcular
as solugoes dos problemas diretos. Para cada um dos eletrodos, existe um campo no

EIDORS para a definicio da impedancia de contato e dos vértices aos quais o eletrodo

L' NETGEN é uma ferramenta de geracdo de malha, de cédigo aberto, vinculada ao NGSolve.
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esta conectado. O NETGEN calcula esses vértices ao gerar a malha de elementos finitos.
Utilizou-se o valor tipico de 0,012 para a impedancia de contato em todos os eletrodos
(WOO, 1992).

Nas secoes seguintes, sdo apresentadas trés simulagdes utilizando dados sintéticos
(simulados) e um exemplo com dados reais. Em todas as simulagoes a abordagem pro-
posta é confrontada com o método de Minimos Quadrados sem ponderacao. Para uma
comparagao justa, todos os parametros utilizados para resolver o problema inverso foram
idénticos: valor do hiperparametro, matriz de regularizagdo, malha de elementos finitos,
nimero e posicao dos eletrodos e condigoes iniciais.

Sem perda de generalidade, nos exemplos desse capitulo, quando nao indicado, foi
considerada uma condutividade de fundo de 1,0 S/m e o(s) artefato(s) gerado(s) com
condutividade de 0,5 S/m. Além disso, a aproximacao inicial, para a distribui¢ao de
admitividade do meio, foi adotada como sendo homogénea.

Foram utilizados os algoritmos classicos (inclusive a regularizacao classica de Tikho-
nov de ordem zero, R =I) para a resolugao do problema da TIE e valores sugeridos por
autores que ja os utilizaram (CHENEY et al., 1990), (ADLER et al., 2009), (BORSIC;
ADLER, 2012). As condigoes de simulagoes foram definidas com o objetivo de reproduzir
o melhor resultado que a literatura conseguiu até o momento, portanto, buscou-se uma
parametrizacao 6tima para o método Gauss-Newton (mGN). Logo, o objeto aqui é, a
partir desse resultado, melhorar as imagens utilizando o modelo de pesos proposto.

O primeiro exemplo tem por objetivo avaliar o desempenho da abordagem proposta
frente a diferentes tamanhos de malhas, reconstruindo a imagem de um tnico objeto
com geometria circular. Essa geometria tende a ser mais facilmente reconstruida pelos
algoritmos de TIE. No segundo exemplo, avalia-se o desempenho do método na presenca
de multiplos objetos dentro do dominio. Para o terceiro exemplo, um artefato em forma
de “T” ¢ inserido no meio homogéneo, com o objetivo de reconstruir uma geometria com
formas mais complexas que circulos. Finalmente, no quarto exemplo, reconstréi-se uma
imagem proveniente de dados coletados de um tomégrafo por impedancia elétrica real.

Fez-se as avaliagoes dos resultados da seguinte maneira: qualitativa, na forma de

0 quao as imagens geradas sdo parecidas com seu respectivo fantoma; quantitativa, com
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base nas figuras de mérito apresentadas na Secao 2.4 e na analise do erro de estimacao
(diferenga entre real e simulado). Para todos os casos, utilizou-se como critério de parada

a estimativa de erro nas medicoes, com valor de € < 10715,

4.1 EXPERIMENTO A

Este experimento tem o objetivo de avaliar a sensibilidade da abordagem proposta
em relagdo ao tamanho da malha utilizada. Para tanto, considerou-se trés malhas na
reconstrugao: a primeira com 159 elementos e 100 nés (o pacote EIDORS denomina essa
malha como “a2dIc”), a segunda com 488 elementos e 280 nés (ou “b2d1c”) e a terceira
com 1237 elementos e 673 nds (ou “c2dic”).

Como Regiao de Interesse (do inglés, Region of Interest - ROI) utilizou-se um objeto
circular com raio r = 0,1 m e centro em (0,5; 0,0) no modelo do problema direto. Para
o problema direto, com dados experimentais sintéticos, utilizou-se uma malha com 2959
elementos e 1573 nds (ou “d2d1c”), ilustrada na Figura 15-(a). Os resultados associados
a cada discretizagdo sdo respectivamente mostrados nas Figuras 15-(b), (c¢) e (d). Para
essas reconstrucoes, utilizou-se como parametros do modelo de pesos: 7 = -1,7 e ( = 1073,

Para fins de comparagao, nas Figuras 15-(e), (f) e (g) sdo mostrados os resultados
equivalentes aos das Figuras 15-(b) a (d), porém sem a matriz de pesos W proposta neste
trabalho, o que recai no método tradicional de Minimos Quadrados. Como é possivel
observar, o método proposto leva a uma melhora na forma e nas dimensoes do objeto
no interior do dominio. A partir de uma inspecao visual dos resultados apresentados nas
Figuras 15-(b) a (g), observa-se que, como ¢é esperado, quanto mais refinada a malha,
melhor é o resultado qualitativo de ambos os métodos.

Para uma andlise quantitativa das imagens reconstruidas de TIE, utilizou-se figu-
ras de mérito propostas em (ADLER et al., 2009) e (ADLER; GUARDO, 1996), descritas
na Secao 2.4. Os valores obtidos sao mostrados na Tabela 3. Observa-se que a introducao
da matriz W, construida com a utilizacao da metodologia proposta, trouxe ganhos signi-
ficativos. Quando utilizadas malhas menos refinadas, caso da “a2di1c¢”, o Erro de Posicao

melhorou 15 vezes e a Resolucao teve um ganho de 39%, em relagdo ao Minimos Quadra-
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Figura 15 — Resultados de imagens em TIE para um artefato circular.

(a) Problema direto malha
“d2d1”

OB

%

N AR

RTAVAANAY SO ‘kvgﬁ'ﬂgﬁ:

AAA SONAYNE )% 91N
SN

RIS

N

i
KE0N

2N
ot
Yavas

s

X
0
<
5

£
o

oD
=
s
o
%
o
X
%,
YAY
s
X
O

KR
Vﬁ
Y
o
<]
A
<
%)
K
AN
AV

=
X
DR

I
K
o

)

5
%
V.)
Vava
RXER
s

59

4

g
<L
7
YAV,
%
ol

5
H
DA
!
2
V4

LR
Ay
L
V%
NA
YAV
AN
1
VAVAY
e

,.
AVAY
KL
S
YAV
5
POl
o
4'
V)
x

AVAY
VAVA
pVA
0%
<

6
o0
A
P4 TAY
'A%
B
Vi ;1
s

AN
Vay
ay
%I
520
oA

SYAy,3
Vs
N
N

vy
XX
L
>
5
7
K0
VA
5
h«v
VAV
R
%)
VAVay
AVAVa)
VAVAV
AVAVA
R

5
£ AV
FRE
SRR
AR

WO

.
N
i
ok
v
N
&

Vary

A
R
e
vy
Zay
A
AN
Y\
%
V'
Tats
XIS
K
<
R

KT

K
VA
Oy
]
R

=
N
K

TAV,Y)
X0
S
TAYAY
<
L
%
§4
VAN
VAV
XALR
Savavary
Sy,
s
1
X

N
O av ey
AT TAvav st

Vv

N

X

<

PO
R RICOR

avaY)

7
gé;fvvy <7 VAV 4&5""%%;‘0’ %
o <\
A i
Pavy K] VA4
iy S e AV
BRI IA
SRR
%
DOLLO

o7
5
P

AvAXi‘
S
DY
-
!
S
o
\/

s
S
A"
N
7

YaVavay
"avav,
s
%
S,
VaY
f
1>
Y
N
4
%

S

A
S

AVAVAVAVYY
Q
S

(%)
KK

]

(b) Abordagem proposta (c) Abordagem proposta (d) Abordagem proposta ma-
malha “a2d1” malha “02d17 lha “c2d1”

SERRARE
RRELRS

N

KIKS
e
N

I
SVAV

> <]
§" X
IN/N

s
VAV

N

\/
K

VAT
Fie

i
7
R

\/
%AA

0z LVAVAYa" 02
A RS
. SEORK AR
SORAN 0s r ey -
s “m [Eh v 03

(e) Minimos Quadrados ma- (f) Minimos Quadrados ma- (g) Minimos Quadrados ma-
lha “a2d1” lha “b2d1” lha “c2d1”

YAV "4V va
SRR
S
NI

SRR RIS RTHRTIERS

02 A SVAVAVAVAS AU IavioN 02
DX YRR
sl v

VA

g A

v

V)
o
A

\/\/
\/
s

7
N
\VaVAYA

A
RO

>3

S
R&

X
£o

A

v

XK
N
X

/>

A

s
YAVA
DX

L
YAV,
OARK
AVAY
7
N
S

i
1?‘
s
RRK
0

&

YAYA
A%VA%
KNS,

REPOK]

N

| REEEEKD
5

4
AR
SAAK]
R
sl
o,
%A

K2

%

A
SR

YAV v, YA

K

v

Fonte: Autor (2019).

dos sem ponderacao. A Oscilacdo e a Deformacao de Forma tiveram uma perda de 6% e
25%, respectivamente.

No caso do uso da malha intermediaria “62dIc”, foram melhoradas todas as mé-
tricas: Erro de Posi¢ao 36%), Oscilagao 40%, Resolucao 33% e Deformagao de Forma 2%.

J4& para uma malha mais refinada, “c2dIc”, teve-se uma perda na Oscilacao de 40%, mas
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Tabela 3 — Figuras de mérito do Experimento A.

Malha | Erro de | Oscilagao | Resolucao | Deformacao
Posicao de Forma
Abordagem | “a2dic” | 0,0098 3,3113 0,3128 1
Proposta | “b2dic” | -0,0165 5,3028 0,2111 0,9783
“c2d1c” | -0,0195 6,1391 0,1893 0,9730
Minimos “a2d1c” | 0,1522 3,1248 0,4372 0,7966
Quadrados | “b2d1c” | 0,0225 5,5146 0,2807 1
“c2d1c” | 0,0370 4,3609 0,3357 1

Fonte: Autor (2019).

obteve-se ganhos, com a abordagem proposta, de aproximados: Erro de Posicao 90%,
Resolucao 77% e Deformacao de Forma 3%.

Portanto, com este experimento, conclui-se que a abordagem proposta leva mais
vantagem em malhas (problema inverso) mais refinadas. Em termos de Erro de Posigao
e Resolucao, pode-se observar ganhos em todos os casos mesmo em malhas menos re-
finadas. Em particular, a posicdo do centro do circulo (Erro de Posi¢ao) foi melhorada
substancialmente, mais de 15 vezes, no caso da malha “a2dic”. E que apesar da perda em
Oscilagao, no caso da malha “c2dic¢”, pode-se notar que as outras métricas melhoraram,

até 90% para o Erro de Posicao, com a utilizacao da abordagem proposta.

4.2 EXPERIMENTO B

Neste experimento, foram sintetizados trés artefatos “A”, “B” e “C” circulares
com diferentes tamanhos e posigoes dentro do dominio, como mostrado na Figura 16-(a):
o Artefato “A” possui raio de r = 0,1 m e posicdo z = 0,5 m y = 0,0 m; Artefato “B”
possui r = 0,15 m e posicao x = —0,5 m y = 0,5 m; Artefato “C” possui r = 0,2 m e
posicao x = 0,0 m y = —0,5 m.

Os resultados, nas Figuras 16-(b) a (g) e Tabela 4, provam que tanto as localizac¢oes
quanto os tamanhos sao melhor estimados com a utilizacao da abordagem proposta. Para
os exemplos foi utilizada uma malha “c2d1c¢” e para o modelo direto uma malha “d2d1c”.
Os parametros do modelo de pesos sao: 7 = -1,4 e ( = 1073,

Os critérios de qualidade (Erro de Posigao, Oscilacao, Resolugdo e Deformagao de



83

Forma), utilizados no Experimento A (Segao 4.1), nao se aplicam a este experimento, pois
as figuras de mérito propostas em (ADLER et al., 2009), (ADLER; GUARDO, 1996) sao
aplicadas apenas a um objeto circular. Por isso, para este experimento utiliza-se o Erro
de Estimacao da posi¢ao e do raio, diferenca entre o real e o medido, para comparar a

Abordagem proposta e o método de Minimos Quadrados (Tabela 4).

Figura 16 — Resultados de imagens em TIE para trés artefatos circulares.
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A abordagem proposta aproximou melhor os objetos, tanto em forma quanto em
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Tabela 4 — Erro de estimacao da localizacdo e tamanho dos artefatos do Experimento B.

Artefatos Erro de Estimagao
12 iteracao 22 iteracao 3? iteracgao

Abordagem Proposta

A Posicio  (0,5; 0,0) (0,03;0,12) (-0,10; 0,05) (0,01; 0,01)
Raio 0,10 0,24 0,14 0,05

B Posicio (-0,5; 0,5) (-0,07; 0,16) (-0,04; 0,10) (-0,01; -0,06)
Raio 0,15 0,21 0,09 0,01

C Posicio  (0,0; -0,5) (0,07; -0,07) (0,03; -0,01) (0,01; -0,03)
Raio 0,20 0,12 0,09 -0,01

Minimos Quadrados

A Posicio  (0,5; 0,0) (-0,06; 0,16) (-0,03; 0,13) (-0,02; 0,02)
Raio 0,10 0,34 0,31 0,29

B Posicio  (-0,5; 0,5) (-0,08; 0,20) (-0,07; 0,10) (-0,05; -0,16)
Raio 0,15 0,09 0,07 0,07

C Posicio  (0,0; -0,5) (0,06; -0,14) (0,05; -0,08) (0,03; -0,01)
Raio 0,20 0,16 0,14 0,11

Fonte: Autor (2019).

posicao, do que o Minimos Quadrados. Pode-se perceber que, para todos os Artefatos, o
tamanho, isto é, o raio do artefato, ja é mais préximo logo na 1* iteracao. S6 em relagao
ao tamanho, se forem considerados os melhores resultados (3* iteragao), teve-se melhoras
no: “Artefato A” de 6 vezes; “Artefato B” de 7 vezes e “Artefato C” de 11 vezes.

A estimativa das posi¢coes dos artefatos na 3* iteracao foi quase exata quando
utilizada a abordagem proposta. No pior caso, com a abordagem proposta, a posicao
desviou 0,06, no eixo y, para a posicao real do “Artefato B”. Para o “Artefato A”, a
posicao estimada do circulo se aproximou 2 vezes mais utilizando a proposta do que o
Minimos Quadrados. Para o “Artefato B” a posi¢ao estimada foi melhor aproximada em 5
vezes No eixo x e, aproximadamente, 2,7 vezes no eixo y. Contudo, ao utilizar a abordagem
proposta, a estimativa de posi¢ao do “Artefato C” foi melhorada 3 vezes no eixo x, mas

piorou 3 vezes no eixo y.
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4.3 EXPERIMENTO C

O objetivo deste experimento ¢é avaliar o desempenho da abordagem na obtenc¢ao
de imagens de objetos com formas mais complexas. Para tanto, considerou-se um objeto
na forma da letra “T”. A imagem sintética (problema direto) é apresentada na Figura
17-(a), com uma malha de 1116 elementos, 601 nés (“d2d0c”) com 16 eletrodos.

Primeiramente, o problema inverso foi resolvido com Minimos Quadrados com re-
gulariza¢ao Tikhonov, com uma malha de 639 elementos e 353 nés ( “c2d0c”), mostrado
na Figura 17-(b) para a 4% iteragao (quando o critério de parada foi atingido). Também
resolveu-se o problema de TIE com a abordagem proposta, mesma malha, no qual variou-
se os parametros 7 e ( do modelo de pesos, Figura 17-(c) a (k), e parou o algoritmo na

4* iteracao para uma comparacao entre as imagens.

Comparagao qualitativa com a literatura atual

Uma abordagem para TIE foi recentemente publicada em (BORSOI et al., 2018).
Esse artigo propoe um método de reconstrugdo com super-resolugao (do inglés, Super-
Resolution Reconstruction - SRR) baseado em reamostragem espacial, para melhorar a
qualidade de imagens de TIE. O conceito das técnicas de super-resolucdo consiste, ba-
sicamente, na reconstrugdo de uma imagem, chamada de alta resolu¢ao (do inglés, High
Resolution - HR), a partir da extragdo de informagoes, nao redundantes, de imagens de
baixa resolugao (Low Resolution - LR) do mesmo objeto, as quais sdo adquiridas na pre-
senca de movimento. A ideia da técnica foi originalmente desenvolvida com o objetivo de
transcender os limites dos sensores em sistemas opticos.

Os resultados apresentados no artigo, com dados sintéticos e in vivo, indicaram
que a técnica proposta pode levar a melhorias substanciais na resolucao de imagens de
TIE. Em um dos exemplos mostrados no artigo, foi gerada uma sequéncia de 20 imagens
de um objeto em forma de “T”, sujeito a movimentos de translagao aleatorios dentro de
um tanque circular. As imagens sintéticas na Figura 18-(a), foram geradas utilizando uma
malha “d2d1c”, com 32 eletrodos, e um ruido branco com intensidade de 3% foi adicionado

as medidas de potencial elétrico.
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Figura 17 — Resultados de imagens em TIE para a letra “T”.
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O problema inverso foi resolvido utilizando uma MEF menos refinada (“a2d3c¢”)
e o algoritmo Gauss-Newton (mGN) com trés diferentes tipos de regularizagoes: NOSER
(CHENEY et al., 1990), Total Variation - TV (BORSIC; MCLEOD; LIONHEART, 2001)
e temporal reqularization — TS (ADLER; DAIL; LIONHEART, 2007); Figuras 18-(b), (c)
e (d), respectivamente. Posteriormente, apds a resolugdo do problema inverso, Borsoi et
al. (2018) aplicaram o método da super-resolugao as imagens obtidas de duas formas:
considerando o movimento conhecido e estimando-o usando um algoritmo de registro
(SUN; ROTH; BLACK, 2010). No entanto, devido a limita¢oes de espago, apenas as
imagens super-resolvidas, considerando o movimento estimado das imagens do problema
inverso, foram exibidas no artigo (e reproduzidas aqui).

Para esta tultima etapa, de super-resolugao, sao utilizadas todas as imagens obtidas
até o presente instante para realizar a reamostragem, isto ¢, no instante t = 5 tem-se 5
imagens, t = 10 tem-se 10 imagens e assim sucessivamente. Para fins de comparacao
com a abordagem proposta nesta dissertacao, utilizou-se o instante t = 20 que por ter
mais imagens associadas, segundo o autor, gerou melhor resultado ao fim do processo, ver
Figuras 18-(e), (f) e (g).

A Figura 18 mostra o processo de reconstrugao proposto em (BORSOI et al.,
2018), as imagens apresentadas no artigo, e compara com a abordagem proposta nesta
dissertacao. Os exemplos foram gerados com uma condutividade de fundo de 1 S/m e o
artefato de 2 S/m. Embora, ndo revelada quantas iteracoes foram utilizadas para alcangar
as solugoes apresentadas em (BORSOI et al., 2018), para a solu¢ao com a abordagem
proposta nesta dissertacao utilizou-se até a 3* iteragao, na qual foi atingido o critério de
parada.

Os resultados das simulagoes, Figuras 18-(e), (f) e (g), mostram um aumento sig-
nificativo na qualidade visual nas imagens de TIE em relagao aos problemas inversos nas
Figuras 18-(b), (c¢) e (d). A Figura 18-(h) mostra o resultado obtido com a abordagem
proposta (regularizagao de Tikhonov), pode-se visualizar que o resultado obtido é melhor
em relacao as todas reconstrugdes mostradas no artigo que utilizaram o mGN para re-
solver a otimizacdo de Minimos Quadrados. Foram utilizados os parametros: A = 107*

(igual ao artigo), 7 =-1,7e ¢ = 107,



Figura 18 — Comparacao qualitativa do Experimento C com a literatura atual.

(a) Sequéncia de 20 imagens do problema direto com movimento, malha “d2d1c”.

1 imagem
(escolhido o
instante t = 20)

T ﬁ

(e) SSR para NO- (f) SSR para TV, (g) SSR para TS, (h) Abordagem pro-
SER, 20 imagens com 20 imagens com 20 imagens posta, 3% iteragao
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D ! é’ /s

Fonte: Autor (2019).
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Especificamente, em relacao aos resultados em alta resolugao, Figuras 18-(e), (f)
e (g), e o resultado da abordagem proposta, Figura 18-(h), pode-se visualizar que com a
abordagem proposta obteve-se um resultado melhor, em relagao a forma do objeto “T". E
importante notar que para os resultados das Figuras 18-(e), (f) e (g), o artigo sobrepoe as
imagens uma MEF (“a2d3c”), pois as imagens resultantes da técnica de super-resolugao
utiliza uma grade de pizels uniforme, ao passo que a abordagem proposta neste trabalho
utiliza uma MEF, isto é, uma malha nao uniforme de elementos irregulares, cada qual
apresentando um valor de admitividade.

Com a abordagem proposta, uma melhora significativa em tempo de processamento
¢é conseguida, pois, em termos praticos, na abordagem proposta nao é preciso resolver o
problema inverso variadas vezes (com variados conjuntos de medidas de potencial elétrico)
e apos isso aplicar a técnica de super-resolucao; a imagem em “alta resolucao” é conse-
guida ao custo de uma etapa s6 (com n iteragoes) por meio de apenas um conjunto de
medidas. Além disso, a reconstrucao é conseguida ao custo de uma minimizagao quadra-
tica que ndao depende de uma movimentacao (translagao) do objeto dentro do tanque para
gerar inovagoes nos detalhes da imagem, isso sem mencionar a influéncia da informacgao
imprecisa sobre o movimento quando este é estimado. Também dispensa-se o custo do

algoritmo de registro.

4.4 EXPERIMENTO D

Nesta secao, utiliza-se o algoritmo proposto no conjunto de dados dirc_data_2006>
medido pelo grupo de pesquisa em TIE do professor Eung Je Woo (WI et al., 2014), (OH
et al., 2007), (OH; WOO; HOLDER, 2007) e (OH et al., 2011). O conjunto de dados
1irc_data_2006 esta disponibilizado, publicamente, na biblioteca EIDORS.

O conjunto de dados iirc_data_2006 foi coletado utilizando o sistema KHU Mark1
(OH et al., 2007) a partir de um tanque cilindrico de acrilico preenchido com solugao
salina (Figura 19). O tanque possui 20 cm de didmetro com 16 eletrodos presos em seu

contorno. A solugao salina foi preenchida a cerca de 6 cm de profundidade. Dentro do

2 O acronimo IIRC significa Impedance Imaging Research Center, um grupo de pesquisa de Seul, na

Coreia do Sul, que desenvolve novos métodos de imagens para a TIE.
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tanque, colocou-se uma haste cilindrica de acrilico de 2 ¢cm de didmetro como objeto de
interesse. A condutividade da solugdo salina foi de 0,15 S/m e a haste de acrilico foi

basicamente nao condutora (=~ 0 S/m).

Figura 19 — Foto do sistema KHU Markl.

Fonte: OH et al. (2007).

O protocolo de aquisicao de dados foi o padrao de eletrodos adjacentes, com dados
adquiridos em todos os eletrodos. Os dados contém as medigoes de potencial elétrico para
o caso homogéneo e ndo homogéneos. A medig¢ao para o caso homogéneo foi obtida quando
a haste de acrilico estava fora do tanque, neste caso tem-se a condutividade de referéncia.
No caso nao homogéneo, foram coletadas 100 medidas de potenciais elétricos diferentes,
correspondentes a 100 posi¢oes diferentes da haste dentro do tanque.

No ambiente EIDORS, o tanque é por padrao um cilindro de 1 m de didmetro
e a condutividade de referéncia 1 S/m. No entanto, na experiéncia, o tanque era um

cilindro de 0,2 m de didmetro e a condutividade de 0,15 S/m. Portanto, um fator de
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escala adequado deve ser aplicado as medi¢oes, para garantir que o modelo EIDORS
se encaixe nessas medidas (HARRACH; MACH, 2016). Em Harrach e Mach (2016), as
medidas foram escalonadas multiplicando-se por um fator de 10%, o mesmo utilizado neste
trabalho.

A Figura 20 mostra as imagens reconstruidas, malha “d2d1c”, das medidas de
variadas posi¢oes da haste no tanque, pela abordagem proposta. Os parametro utilizados
foram: A\ = 0,03, 7 = -1,5 ¢ ( = 1072. A Tabela 5 mostra os resultados quantitativos
do erro de estimacao entre o didmetro real da haste 20 cm e o medido nas imagens
reconstruidas, ja descontada a escala utilizada. As coordenadas (z,y) das 100 posi¢oes de
insercao da haste dentro do tanque nao sao descritas pelo autor, por esse motivo fez-se
apenas a avaliagdo de tamanho (didmetro) da haste. Pode-se perceber que em todas as

posicoes reconstruidas a abordagem proposta representa melhor o objeto.

Tabela 5 — Erro de estimacao do didmetro da haste do Experimento D.

Erro de Erro de
Posicoes | Estimacgao Posicoes | Estimacgao
(1073) (1073)
“17 3,635 “17 5,478
Abordagem “107 2,708 Minimos “107 4,942
Proposta “50” 2,516 Quadrados “50” 4,358
“100” 4,482 “100” 5,646

Fonte: Autor (2019).



Figura 20 — Resultados para o conjunto de dados #irc_data_2006.

(a) Abordagem proposta, (b) Minimos Quadrados,
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5 CONCLUSAO E TRABALHO FUTURO

Nesta dissertacao, foi proposta a obtencao de imagens oriundas da Tomografia por
Impedéancia Elétrica (TIE) com melhor qualidade e, para tanto, sugeriu-se o método de
Minimos Quadrados Ponderados com Regulariza¢ao, no qual minimiza-se o quadrado da
energia do erro de reconstrucao. O objeto principal foi um algoritmo capaz de melhorar
a resolucao espacial das imagens provenientes de tomografos por impedéancia elétrica.

A solugao encontrada foi utilizar uma abordagem modificada do método Gauss-
Newton com o uso de um modelo de pesos espacialmente variantes, que pondera o erro
quadratico. Os resultados do Capitulo 4 permitem concluir que a abordagem proposta é
capaz de aproximar a forma e posi¢ao de objetos, desde que os parametros 7 e ( sejam bem
sintonizados. Além disso, obteve-se melhoras nao s6 na resolucao espacial das imagens,
mas, de forma geral, no erro de posicionamento, deformacao de forma e oscilagao.

Em especifico, a inovagao do trabalho estd na construcao da matriz de pesos W,
ao propor que valores de impedancia estimados, de cada elemento da malha de elementos
finitos, sejam uma func¢ao da distancia entre o elemento e o eletrodo. Essa fun¢ao gera um
modelo deterministico de pesos em toda malha, variante no espago, que prediz as linhas
de campo elétrico no plano tomografico.

Portanto, em relacao a baixa resolucao das imagens, que é um dos principais pro-
blemas da técnica de TIE, esta abordagem ¢é promissora na reconstrucao de imagens, pois
tem a capacidade de aumentar a qualidade das imagens sem a necessidade de se modificar
o hardware de aquisicao. Contudo, ha sempre mais trabalho a fazer e os desenvolvimentos

futuros que poderiam ser realizados, sdo elencados, em ordem de importancia:

e Propor uma funcdo de busca automatica, dos parametros 7 e ( 6timos, para o

modelo deterministico de ponderacao utilizado neste trabalho;

e Investigar o desempenho da abordagem proposta, utilizando outros métodos de

regularizacao, incorporados como um termo adicional na minimizacao;

e Estudar uma hibridizagdo com técnicas de processamento mais complexas, para

filtrar o ruido e/ou para introduzir critérios de parada mais elaborados.
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APENDICE A - METODO DOS ELEMENTOS FINITOS: ABORDAGEM
DIRETA

A aplicacao da abordagem direta é restrita a problemas que utilizam formas geomé-
tricas simples para os elementos da malha construida pelo Método dos Elementos Finitos
(MEF). Para o problema da Tomografia por Impedancia Elétrica (TIE), isso significa que
essa abordagem s6 pode ser utilizada para elementos finitos com admitividade constante,
ou seja, o elemento pode ser visto como equivalente a um circuito elétrico de resistores
(Figura 21) (SILVESTER; FERRARI, 1996), (MURAI; KAGAWA, 1985) e (HOLDER,
2004).

Figura 21 — Circuito equivalente.

(a) Elemento triangular. (b) Rede de resistores.

3 3

Y23
Ya

1 Y2

Fonte: Autor (2018).

Na projecao da Figura 21, cada lado do tridngulo do elemento (Figura 21-(a)) é
substituida por um resistor cuja admitancia é dada por o, cot(f;) (Figura 21-(b)) onde o
resistor j é o resistor oposto ao angulo ;. Em termos de coordenadas nodais, a admitancia
Yi;, entre o n6 i e o n6 j, ¢ determinada pela conversao da geometria triangular para uma

rede de resistores:

Oe

Y =
24,

(bibj + cicj), para i # 7, (A.1)
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onde by = Yo — Y3, b = Y3 — Y1, b3 = Y1 — Y2, C1 = T3 — T2, C2 = Ty — Ty, 3 = Ty — 1
para as coordenadas (x;,7;) de cada né, A, é a area do elemento e o, é a condutividade
do elemento (constante sobre o elemento).

Aplicando a lei de Kirchhoff para as correntes no circuito, tem-se Y,u, = i., na

forma matricial:

Yiu Yo Y| |wg i
Yor Yoo Yoz |u2| = |i2]> (A-2)
Y31 Yao Yaz| |us i3

onde Yy, = —Yip — Vi3, Yoo = —Y5; — Va3, Y33 = — Y3 — Va5, V5 = Yj; para i, = 1,2,3;
u; € o potencial elétrico nodal e i; é a corrente elétrica prescrita no né .

A matriz de admitancia global Y é construida a partir das admitancias entre os
elementos adjacentes. Na Figura 22, é mostrada uma malha com dois elementos (o) e
09) que compartilham os nds 2 e 4, no entanto as matrizes locais (Ya4) serao diferentes

para cada elemento, uma vez que a condutividade e a geometria sao diferentes em cada

elemento.
Figura 22 — Malha com dois elementos.
1 1
Y2
2
2 oy Ya
4 Y2 4
Y4
3
3

Fonte: Autor (2018).
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Para a malha da Figura 22, as matrizes locais sao:

Yiu Yo Yi

Yilj = |Yy Ya Yau| @7 €[1,2,4] para o elemento 1, (A.3)
_Y41 Yio Y44_
Yoo Yoz Yo

Yizj = Yy, Yas Yau| 4.7 €[2,3,4] para o elemento 2. (A.4)
_Y42 Yis Y214_

Yo Y2 Yz Yu

Yor Yoo+ Yo Yoz You+ Yo o
Y = i,7 €[1,2,3,4]. (A.5)
Y3 Y3 Y33 Y34

Yoo Yo +Yae Yaz Yau+Yuu

No entanto, falta impor as condig¢oes de contorno, que para a TIE sao os modelos
de eletrodos: continuo, gap, shunt e completo (VAUHKONEN, 1997). Para a abordagem
direta, utilizou-se o modelo de eletrodo gap. Nesse modelo, os eletrodos sao conectados
diretamente aos nés do contorno da malha. A corrente elétrica de excitacdo é aplicada
entre dois nés do contorno, que representam um par de eletrodos, enquanto que as cor-
rentes entre os nods restantes sao definidas como nulas. O potencial resultante é calculado

resolvendo o seguinte sistema algébrico de equagdes:

Yu =i, (A.6)

onde Y é a matriz de admitancia global, u = [uy, us, ..., un|"

é um vetor de potenciais
elétricos nodais e i = [0,0,...,—1,1,...,0]7 é o vetor de correntes elétricas. Os valores
nao nulos no vetor i representam a corrente de excitagdo entre um par de eletrodos,

enquanto os zeros representam a corrente em cada né restante. A partir de (A.6), pode-se
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encontrar os potenciais elétricos nodais, ao resolver: u = Y ~!i. Deste modo, a abordagem
direta com o modelo gap se resume em resolver um grande circuito de resistores com um

conjunto de equacgoes lineares simultaneas:

- 71
10 ... O
U1 ... UK 0V v i11 ilK
_ 22 .. 2N : (A?)
unNi ... UNK iNl iNK
0 Yno ... Yyn

onde u;; € o potencial elétrico nodal em 7 devido ao padrao j de injecao de corrente.

A solugdo da equagdo (A.7) fornece os valores dos potenciais nodais. Como os
eletrodos no modelo de gap mapeiam um tnico nd, cada um dos potenciais medidos entre
um par de eletrodos é determinado pela diferenca entre dois valores nodais, em que os
nos especificos sao aqueles correspondentes aos eletrodos.

Resolver a equacao (A.6) para u requer a inversao da matriz Y, que embora seja
quadrada e esparsa, também ¢é singular. Para tornar o sistema nao singular, um né de
referéncia é selecionado, o que significa escolher uma referéncia (terra) arbitraria, que
geralmente é referida como o n6 “1”. Para implementar isso na equagao linear (A.6),
todas as entradas na linha 1 e coluna 1 da matriz de admitancia sao definidas como
0 e os elementos diagonais sao definidos como 1. Para garantir que o potencial elétrico
permanecera zero nesse no, durante cada padrao de injecao, o elemento correspondente

no vetor de correntes elétricas 1 é definido como zero.



APENDICE B - ALGORITMOS PARA O PROBLEMA DIRETO: FATO-
RACAO DE CHOLESKY

Para o caso em que a matriz de admitancia Y é real (efeito da conduténcia predo-
minante), esta é positiva-definida e isso permite que essa matriz seja decomposta usando a
fatoracao de Cholesky. A solugao da equagao (2.63) é calculada pela fatoragao de Cholesky,

com substituigoes posteriores:

Y = L7Ltal que || Yu—Y i, < tol, (B.1)

onde Y é decomposta em duas matrizes triangulares L menores, sendo uma delas a trans-
posicao da outra. Deste modo, o inverso de Y é construido utilizando duas matrizes L

com a seguinte propriedade:

(LYt =@ HT. (B.2)

Isso implica que apenas o inverso de L deve ser calculado. Para o sistema (2.63),

a solucao obtida pela fatoracao de Cholesky é:

u=L"L"tital que | u—L"Lul; < tol, (B.3)

onde o processo de fatoragao é essencialmente de eliminacao gaussiana.

E importante notar que se deve procurar resolver o problema com uma precisio
(tol) definida pela estimativa de erro nas medigdes, evitando efetivamente compilar sinais
de ruido na reconstrucao. Consequentemente, tentar resolver o problema de forma exata
(tol — 0) nao tem impacto sobre a qualidade do resultado, ja que ndo tem significado

tentar reproduzir os dados com mais precisao do que eles realmente podem ser medidos.
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